This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  générations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  copyright  or  whose  légal  copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that 's  often  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  présent  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book' s  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  y  ou. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  hâve  taken  steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  y  ou: 

+  Make  non-commercial  use  of  the  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  thèse  files  for 
Personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  récognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  thèse  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  légal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  légal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  offer  guidance  on  whether  any  spécifie  use  of 
any  spécifie  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  full  text  of  this  book  on  the  web 


at|http  :  //books  .  google  .  corn/ 


vo 


^    y 


'* 


/ 


r^ 


Google 


%.t- 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


N.  V/«/^^ 


TRAITÉ 

DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


sr 


DU  CALCUL  INTÉGRAL, 


Digitized  by 


Google 


On  trouve  chez  le  même  Libraire  les  Ouvrages  suivons  du  même  Auteur, 

COUBS  COMPLET  DE  MATHÉMATIQUES  ft  Potage  de  PÉcole  centrale det  Quatre-Nations;  Ouvrage 
adopta  parle  GouYernement  pour  les  Ljc^t,  Ecoles  secondaires,  Collèges,  ecc.,  par  S.  F.  LACROIX  » 
Membre  de  Plnstiim  et  de  la  Lcgion-d'Hoimear|  Protessear  ta  CoU^e  rojal  de  France^  etc.^  9  vol.  in-8« 
Prix  pour  Paris ,  38  fr.  5o  c. 

Cltaque  yolamese  Tend  st'parément,  saToir: 

Traité  élémentaire  d'Arithmétique ,  i4*  édition ^'iSiS, 9  fr. 

Elëmens  d^Algèbre ,   ia«  édition  ^  181 8,  ^îr. 

Eiémens  de  Géométrie ,  1 1«  édition  ,1819,  4  ^r. 

Traité  âérnentatre  de  Trigonoméirie  rectiJigae  et  sphérique^  etil^Applioatioii  del*AlgM>fe  li  la  Géométrie, 
6*  édition,  18 13,  4fr. 

Complément  des  Élémens  d^Algèbre,  4*  édition ,  1817,  »    .        .  ^  ^^^ 

Complément  des  Élémens  de  Gé(»mélrie,  Elémens  de  Géométrie defcriptÎTe,  4*  ^itîon,  1812,  3  fr. 

Traité  élénjenUiire  de  Calcol  différentiel  et  de  Galcnl  nitégrti ,  a*  édition,  1806,  7  jTr.  5o  c. 

Essais  sur  TEnseignement  en  général,  et  sur  celui  des  Mathémadqnes  en  particulier,  011  Manière  d'étndier 
et  d^enseigner  les  Maihématiqaes ,  1  vol.  in  8.,  a*  édition ,  1816,  5  fr. 

Traité  c-lémentaire  du  Calcnl  des  Probabilités,  in'8.,  1816,  5  fr. 

Traité  du  Calcul  différentiel  et  dn  Calcul  intégral,  a*  édition ^  revue  et  cooiidérablement  augmentée,  3  grus 
Tol.  in-4>)  avec  planches.  Prix  pour  Pans,  66  fr. 

'  Le  tome  III«  et  demîerie  Tend  séparément,  a6£r» 


•^ 


.  5f  %(: 


Digitized  by 


Google 


TRAITÉ 

CALCUL  DIFFÉRENTIEL 


ET 


DU  CALCUL  INTÉGRAL, 

Par  sVFf  LACROIX. 

SEGOin)£  ÉDITION,  REVUE  ET  AUGMENTÉE. 


Tantùm  «eries  juncturaque  pollet. 
HORAT. 


TOME  TROISIEME, 

€OIfr£IlA.NT  UN  TRAITÉ   DES   DIFFÉRENCES   ET   DES  SÉRIES 


PARIS, 

BdP"  7*  COURCIER,  IMPRIMEUR -LIBRAIRE  POUR  LES  SOENCES , 

RVE  OU  JABOINET-SiaNT-ANDIué-DES-ARCS. 
1819. 


Google 


Digitized  by  ^ 


Digitized  by 


Google 


> 


AVERTISSEMENT. 


D 


^ANS  ce  volume,  comme  dans  le  précédent,  je  ne  me  suis  pas  borné 
aux  divisions  indiquées  dans  la  Préface  du  premier;  j'en  ai  augmenté  le 
nombre ,  afin  de  mieux  séparer  les  matières  qui  sont  ici  très-variées. 
Après  l'exposition  du  Calcul  direct  et  inverse  aux  différences ,  renfermée 
dans  les  trois  premiers  chapitres,  et  la  Théorie  des  Fonctions  généra- 
trices^ qui  remplit  le  quatrième ,  se  présentent  les  applications  réci- 
proques des  séries  et  du  Calcul  intégral,  comprenant  ces  méthodes, 
pour  ainsi  dire,  anomales,  par  lesquelles  on  a  tâché  de  remplir  quelques- 
unes  des  grandes  lacunes  que  laisse  l'imperfection  des  méthodes  directes. 
Cette  dernière  partie  ne  prouvera  pas  moins  que  les  deux  autres, 
combien  la  richesse  réelle  de  FAnaljse  est  loin  de  répondre  au  grand 
nombre  et  à  la  diversité  de  ses  procédés  :  cependant  il  est  moins 
permis  ici  qu'ailleurs  de  négliger  ceux  qui  paraissent  faire  un  double 
emploi  ;  parce  qu'il  s'agît  des  dernières  limites  de  la  Science ,  et  qu'igno- 
rant de  quel  côté  viendront  les  progrès  ultérieurs ,  il  feut  conserver  tout 
ce  qui  tient  à  des  idées  nouvelles  ou  pei4  en  suggérer.  Cest  dans  cette 
vue  que  j'ai  multiplié  les  indications  sur  la  théorie  et  les  usages  des 
intégrales  définies ,  pour  sonuner  les  suites  et  intégrer  les  équations  dif- 
férentielles,  mais  sans  entrer  dans  les  détails;  car  leur  réunion  pourrait 
former  un  volume  plus  gros  que  celui-ci.  Ce  seul  exemple  montrera 
suJERsamment  combien  de  sacrifices  j'ai  du  faire  pour  ne  pas  outrepasser 
des  limites  déjà  trop  reculées,  et  fera  voir  en  même  temps  que  la  lon- 
gueur de  mon  ouvrage ,  et  les  omissions  qu'on  y  peut  trouver  ne  sont 
pas  tout-à-fàit  sans  excuse.  Far  rapport  à  ces  dernières,*je  prierai  qu'on 
veuille  bien  se  rappeller  aussi  ce  que,  dans  l'Avertissement  du  deuxième 
volume ,  j'ai  dit  de  l'inutilité  qu'il  y  aurait  à  s'appesantir  sur  les  méthodes 
relatives  aux  grandes  applications.  Pai  terminé  celui-ci  par  des  éclair- 
cissemens  ou  des  corrections  pour  quelques  articles  des  volumes  pré- 
cedeûs,  et  par  des  additions  concernant  l'application  de  l'Analyse  à  la 
Géométrie  dans  Fespace. 

Le  titre  de  Monsieur  ne  se  joignant  pas  au  nom  des  savans  illustres 
pour  lesquels  la  postérité  a  commencé,  j'ai  dû  ne  plus  le  placer  devant 
ceux  de  Lagrange  et  de  Monge,  et  rappeler  ainsi  la  pertç  récemment  faite 
de  deux  hommes  qui  ont  enrichi  la  Science  d'uo  grand  nombre  de  beaux 
résultats,  et  qui  par  l'élégance  de  leurs  méthodes  ont  porté  récriture 
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analytique  au  plus  haut  degré  de  perfection.  Créateur  d'une  branche  très 
remarcjuable  et  très  utile  de  la  Géométrie,  Monge,  en  y  appliquant  l'Ana- 
lyse ,  a  poussé  plus  loin  que  tous  ses  devanciers ,  le  sentiment  et  le  goût 
de  la  symétrie  qui  a  tant  d'influence  sur  la  clarté  des  calculs  et  souvent 
sur  le  succès  des  recherches.  Ces  avantages,  il  les  dut  peut-être  au  talent 
éminent  avec  lequel  il  a  professé,  et  qu'il  tirait  autant  de  la  bonté  de  son 
cœur  que  de  la  sagacité  de  son  esprit  Sa  tenue  était  simple  et  modeste , 
son  amour  de  la  science  si  vrai,  si  fort,  si  désintéressé,  qu'il  ne  laissait 
pas  soupçonner  dans  le  professeur  le  moindre  retour  sur  son  mérite 
personnel-,  et  lorsque,  animé  par  l'intérêt  que  lui  témoignait  son  audi- 
toire, il  s'abandonnait  à  une  sorte  d'admiration,  je  dirais  presque  d'en- 
thousiasme pour  les  résultats  qu'il  semblait  créer  à  l'instant  même, 
jamais  on  n'apercevait  la  moindre  trace  du  juste  sentiment  d'orgueil 
qu'auraient  pu  faire  naître  dans  tout  autre  les  difficultés  qu'il  avait  vain- 
cues. L'expression  de  la  plus  aimable  bienveillance  marquée  dans  tous 
ses  traits ,  dans  l'accent  de  sa  voix ,  dans  les  regards  pénétrans  avec 
lesquels  il  cherchait  sans  cesse  dans  les  yeux  de  ses  auditeurs,  s'il 
avait  été  compris;  une  complaisance  et  un  zèle  inépuisable  pour  multi- 
plier et  varier  ses  explications;  enfin  la  plus  heureuse  facilité  pour 
peindre  parle  geste  ce  que  le  cfayonne  pouvait  exprimer  sur  le  tableau  : 
de  tels  dons  et  de  tels  soins  pouvaient -ils  manquer  d'inspirer  aux 
disciples  un  amour  que  leur  maître  sollicitait  d'une  manièi^e  si  touchante , 
et  qui  les  entraînait  irrésistiblement  avec  lui  à  travers  les  plus  grandes 
difficultés? 

Long-temps  avant  la  fondation  de  la  première  École  Polytechnique ,' 
institution  sans  modt  le  comme  sans  rivale ,  à  laquelle  il  eut  la  plus 
grande  part,  Monge  était  adoré  déjà  par  de  nombreux  élèves  qu'il  avait 
forfnés  dans  le  corps  du  Génie  militaire.  En  étendant  ses  soins  à  la  jeu- 
nesse destinée  à  peupler  tous  les  services  publics,  et  dont  il  ne  s'est  pas 
moins  montré  l'ami  que  le  professeur ,  il  s'est  formé  une  immense  Êimille 
d'hommes  recoimaissans  qui  ont  senti  vivement  sa  perte  et  les  chagrins 
qui  l'ont  avancée  (*). 

(*)  Voyez  la  Notice  publiée  par  M.  Brisson»  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées ,  et 
V Essai  historique  sur  les  services  et  les  travaux  scientifiques  de  Gaspard  Monge ^  par 
fi(.  Dupîn^  Capitaine  au  corps  du  Génie  maritime  et  Membre  de  Tlnstîtut, 
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TRAITÉ 


DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL 

ET 

DU  CALCUL  INTÉGRAL. 

TROISIÈME  PARTIE. 

DES  DIFFÉRENCES  ET  DES  SÉRIES. 
CHAPITRE  PREMIER. 

Du  Calcul  direct  des  Différences. 

879.  JDans  le  Calcul  différentiel ,  nous  n'avons  consideVé  les  différences 
entre  les  valeurs  d'une  même  fonction  (4)  y  que  pour  déduire  de  leur 
développement,  de  nouvelles  fonctions  dérivées  de  la  première,  et  qui 
en  sont  les  coefficiens  différentiels.  Cetle  recherclie  ne  portait  que  sur 
la  forme  générale  des  expressions  des  différences  ou  accroissemens,  et 
non  pas  sur  leurs  valeurs  numériques;  mais  Texamen  de  ces  valeurs  a 
montre  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas,  elles  suivent  des  lois  plus 
simples  que  celles  des  quantités  dont  elles  dçrivent  ^  ou  au  moins  qu'elles 
5.  1 
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forment  sonveiit  des  suites  décroissantes  qui  se  prêtent  plus  aisément  mx 
approximations,  et  auxquelles  il  est  par  conséquent'ntile  de  ramener  les 
quantités  primitives.  C'est  sôus  ce  poiqt  de  vue  qu'on  s'est  d'abord  occupé 
du  Calcul  aux  différences  proprement  dit. 

On  lui  a  donné  le  nom  de  Calcul  aux  différences  finies ,  pour  le  distin* 
guer  du  Calcul  aux  différences  infiniment  petites  ;  mais  la  dénomination 
dç  Calcul  différentiel,  exclusivement  affectée  à  ce  dernier^  et  motivée 
comme  on  l'a  vu  (5),  prévenant  toute  équivoque,  il  n'est  pas  néces- 
saire d'ajouter  l'épîthèteym/e  aux  différences,  qui  ne  sauraient  être  con- 
fondues avec  les  différentielles ^ 
Formation  L^  hut  du  Calcul  direct  aux  différences  est  donc  de  déterminer  les  ac-^ 
«kf  différence»,  croissemens  en  euX'-mêmes,  en  les  déduisant  nonseulement  de  V expression 
analytique  des  fonctions ,  mais  aussi  de  leurs  valeurs  numériques  ou  par* 
ticulièresj  lorsque  l'expression  analytique  manque  ou  serait  trop  compliquée. 
C'est  même  au  second  cas  que  se  rapportent  les  recherches  qui  présentent 
les  premières  traces  de  ce  calcul. 

880.  En  examinant  la  marche  des  séries  formées  par  les  quarrés  et  les 
cubes  des  termes  de  la  suite  naturelle  des  nombres >  on  tombe  déjà  sur 
des  propriétés  remarquables  et  utiles  des  différences,  ainsi  que  le  montre 
l'explication  des  tableanx  ci-dessous< 


Quarrés. 

Différenc. 

Différenc. 

!'••. 

fl". 

I 

4 

3 

9 

5 

H 

16 

7 

2 

25 

9 

2 

36 

II 

2 

49 

î5 

2 

etc. 

etc« 

etc. 

Cubes. 

Différenc. 
1'". 

Différenc. 
a". 

Différenc 
3". 

I 

8 

7 

37 

»9 

12 

64 

57 

18 

6 

125 

61 

24 

6 

216 

9* 

5o 

6 

545 

127 

56 

6 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

Je  n'ai  point  fait  entrer  dans  ces  tableaux  la  suite  naturelle  àc^  nombres 
I,  2,  3,  4»  6(<^*  >  parce  que  la  différence  de  Vxxn  à  l'autre  est  toujours  égale 
à  l'unité;  mais  à  côté  des  quarrés  j'ai  placé ,  dans  une  second^colonne  ^ 
la  différence  entre  chacun  de  ces  nombres  et  celui  qui  le  précède;  puis 
dans  une  troisième  colonne,  la  différence  entre  chacus  des  nombres  de  la 
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secondé  ei  celui  qui  le  précède  ;  ces  dernières  sont  nommées  différences 
itcondes,   comme  étant  les  différences  des  différences  premières. 

Celles-ci,  formant  une  progression  par  différences,  présentent  déjà 
une  loi  plus  simple  que  les  nombres  de  la  première  colonne ,  et  les 
autres   étant  constantes,   offrent   encore    une  nouvelle    simplification. 
Une  conséquence  assez  importante,   qui  s'offre   d abord,   c'est  qu'on 
peut,  au  moyen  des  seuls  nombres  i,  3,  2,  placés   respectivement  à  la 
tèle  des  trois  colonnes  du  premier  tableau,  former,  par  de  simples  addi- 
tions, la  colonne  des  quarrés;  car  en  ajoutant  2  à  3  on  aura  5,  puis  2  a 
5  on  aura  7,  et  l'on  formera  ainsi  la  seconde  colonne  :  ajoutant  ensuite 
5  avec  I ,  on  aura  4;  5  avec  4  j  on  aura  ^  ;  et  ainsi  des  autres  quarrés. 

La  première  colonne  du  second  tableau  contient  les  cubes  ;  la 
deuxième ,  leurs  différences  premières  ;  la  troisième ,  leurs  différences 
secondes,  qui  ne  forment  plus  qu'une  progi'essîon  par  différences;  et 
enfin  dans  la  quatrième  colonne  sont  les  différences  des  différences  se-* 
condes,  ou  les  différences  troisièmes,  qui  sont  constamment  égales  à  6« 
Ici,  au  moyen  des  quatre  nombres  i,  7,  12  et  6^  placés  respectivement 
en  tète  des  diverses  colomies  du  iMeaUj  on  pourra  Jbrmer  toutes  ces  co-^ 
lonnesj  en  commençant  par  celle  de  la  droite,  et  en  ajoutant  chacun  des 
nombres  et  une  même  colonne  avec  celui  qui  se  trouve  une  ligne  plus  haut, 
dans  la  colonne  à  gauche. 

Cette  règle,  qui  n'est  encore  établie  que  sur  une  simple  induction,  et 
pour  deux  séries  de  nombres  seulement,  sera  bientôt  dfémontrée  et 
étendue  à  un  nombre  infini  de  fonctions,  pour  lesquelles  on  obtient  ainsi 
des  déterminations  rigoureuses. 

J)un  autre  côté,  que  dans  une  table  de  logarithmes  on  prenne  les  diffé- 
rences entre  les  termes  eonsécutifs,  bu*  trouvera  des  nombres  qui  mar- 
cheront fort  inégalement,  sf  Ton  opère  dans  le  commencement  de  la 
table,  où  la  fonction  varie  beaucoup;  mais  en  passant  aux  différences 
secondes,  troisièmes,  etc.,  on  arrivera'ïi  des  nombres  qui  deviendront 
fort  petits  et  finiront  par  rester  les  mêmes,  dans  un  intervalle  plus  ou 
moins  grand.  Les  logarithmes  suivront  donc  sensiblement,  pendant 
cet  intervalle,  une  loi  analogue  &  celle  que  nous  avons  hii  remarquer 
ci-dessus ,  par  rapport  aux  quarrés  et  aux  cubes ,  et  dotit  on  peut  faire 
usage  pour  simplifier  la  construction  de  cette  table. 

881.  Quand  on  a  vu  le  parti  qu'on  peut  tirer  de  la  considération  dés 
différences  successives,  poussées  jusqu'à  l'ordre  où  elles  sotit  constantes ,^ 
soit  rigoureusement,  soit  à   très -peu  près,  il   parait  tout  simple   de 
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chercher  Texpression  générale  de  leurs  relations.  Pour  cela^  soit 

U,     U,y      U^y     Wj, M., 

une  série  de  valeurs  consécutives  que  reçoit  une  quantité ,  en  vertu  des 
variations  qu'elle  éprouve  par  elle-même,  ou  par  l'effet  de  celles  qui  ar- 
rivent à  une  autre  quantité  dont  elle  dépend  ;  les  chiffres  inférieurs  sont 
ici  des  indices  qui  font  connaître  le  rang  qu'occupe  chaque  valeur  dans  la 
série,  en  marquant  le  nombre  de  celles  qui  la  précèdent,  en  sorte  que 
la  première,  u^  est  censée  répondre  à  l'indice  o.  On  fait  ensuite 

w,  —  w       =  Ai^, 

u^  —  M,      =  Aw, , 

u^  —  u^      =  Att.,    } (i), 

en  se  servant  de  la  caractéristique  A  pour  désigner  l'opération  de  prendre 
la  différence  entre  deux  valeurs  consécutives  d'une  même  quantité. 

Lorsque  cette  quantité  varie  par  des  degrés  égaux,  les  différences 
Lu  y  A2/,,  Lu^y  etc.  sont  toutes  égales;  mais  si  le  contraire  a  lieu,  oa 
fait ,  par  analogie , 

AWj      —  Aw       =  A.Az^        =  L^Uj 

Aw.      —  ùkU,      =  A.Am,       =  A*tt,,       , 

f f Wf 

i  Am,_,  —  Am,_»  =  A.Aw,..,  =  AX~*> 

AX     —  A*tt       î=  A.A»tt     =  A^tt, 

AX      —  ÙL^u,      =  A.A*w,    =  AX,      I xjy 

A*M,-^—  AX-s  =  A.A*a.«i=  A^».,, 

etc. 

11  est  visible  que,  suivant  la  notation  ci-dessus,  la  différence  d'une  ex« 
pression  quelconque  s'indiquera  en  plaçant  devant  chacun  de  ses  termes 
la  caractéristique  A,  en  sorte  que 

A(tt  +  p  —  w)  =  ï^i  +  i',  — TVi  —  (m  4-  •^  —  Tv)  =  Ail  -f-  Aï'  •—  ùkW  f 

de  même  que 

d(ii  ^  V  —  fv)  55  dw  ;-H  dp  •—  dw  (7). 
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On  a  aussi 

A(au)     ou     A. au  =  iï(m,  — -w)  s=  aAUy 

de  même  que  d.au  =  âda;  et  les  constantes  isolées  des  variables  dispa« 
raissent  quand  on  prend  la  différence  d  une  fonction  (8). 

881.  Au  moyen  de  ces  règles  et  des  équations  (1)^  on  obtient  pour 
les  valeurs  u,,  u^y  u^y. . ,  .u^j  des  expressions  qui  ne  dépendent  que  de 
la  valeur  primordiale  u  et  de  ses  différences  successives  Au^  A^u^  A^u,  etc.; 

car  puisque 

AUi  =  A(u  -«f:  Au)  s=  Au  +  A*w, 
il  en  résulte. 

w.  =5  w,  +  Au^  =  M  +  Am  +  A(m+  Au) 

de  même 

tfjsc  u^^^Au^  =  m4-  a  Au  +  A^u  4-  A(w + :i  Aa  +  AUi) 
=  M  +  3  Am  +  5  A*w  +  A^tt. 

La  forme  de  ces  expressions^  dont  les  coefficiens  numériques  sont 
les  mêmes  que  ceux  du  quarrë  ei  du  cube  d'un  binôme^  fait  pressen- 
tir que 

i/,  =s  tt+  -  Aw  +         ^     A*u  +  -^ ^-^^ ^  A^u-f-  etc. ; 

on  s'en  assure  aisément^  en  développant  Fexpression 

qui  donne  *" 

«^,  =  «+        -  Aii+  \      -^  A*ii4-  V  .    -^\ — i  A*tt4-ete 
+           A«4-          ^A*tt4.  îl!L=i>  A*w  +  etc 

=  M+^— AM+î^-ji:j^A»tt+  5^ j^ iA'ttH-etc., 

qni  prouve  par  conséquent  que,  si  la  loi  supposée  a  lieu  pour  Tindice  n, 
elle  aura  également  lieu  pour  l'indice  z^+i  ^  ainsi  cette  loi  ayant  été 
observée  sur  les  indices  1,  2^5^  s'étendra  nécessairemenf  à  tous  ceux  qui 
suivent. 

883.  U  est  facile  de  voir^  par  l'enchaînement  des  équations  (1)^  (^2) 
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et  (5),  que  la  différence  première  dépend  de  a  valeurs  donsécntives  ; 
la  différence  seconde^, de  3;  la  différence  troisième,  de  4>  ^^  ainsi  de 
suite,  et  que  Ton  peut  exprimer  immédiatement  chacune  de  ces  diffé*- 
rences  par  les  valeurs  dont  elle  dépend,  sans  passer  parles  différences: 
des  ordres  inférieurs  :  les  formules  nécessaires  pour  cela  se  construiront 
facilement  comme  il  suit. 
Ayant  d  abord 

Au  =  u^  —  u     çl     £i*u=:Au, — Au, 

on  observera  que  Am,  doit  être  composé  avec  m,  et  w,  comme  Am  Test  avec 
w  et  Wj ,  c'est-à-dire  qu'il  suffit  d'augmenter  de  Tunîté  les  indices,  pour 
passer  à  Am»  =  w^  -r-  «, ,  et  l'on  obtiendra 

A^tt  =5  Wjj   —  l^j   —  (tt,   —  u) 

puis,  comme  en  augmentant  de  Vunité  les  indices^  dans  ce  dernier  ré- 
sultat j  on  forme  A'^. ,  il  viendra 

Ù.^U  =  A*£4,  —  ù^u  S=Z  Us^^  ^»*  +  Ui  —  Ç^  —  ^«1  +  «) 

Ces  expressions  ont  encore  les  mêmes  coeffîciens  que  les  puissance^ 
du  binôme^ mais  supposent  que  Iça  deux  termes  soient,  séparés  par  le 
signe  —  :  on  aura  donc ,  par  analogie , 

An  ^  I   f^(j^ — 0  n(/t— i)(n— a)  ,      . 

A'w = w.  ~  Y  «.-.  +  "Vi    "•-  — ^:^3 — '  "— ^ + ^'^'  ' 

et  Ton  s'assurera  qiie  la  même  loi  a  lieu  pour  Tordre  ;»  +  i ,.  en  coi^si?- 
dérant  que 

A"-*-*a  =^  A'tt,  ~  A."u  »: 

n         ,    n(n  —  i)  n(/i— i)(n  —  fl)  ,      , 

~  Un+  i  ".-,  —  \^     ««^.  +  etc. 


i        "    •        i.a 


i.a.3 


884.  Avant  d'aîler  plus  hoin,  nous  ferons  observer  que  les  exprès^ 
••«ions  de  w,  et  de  A"m  peuvent  s'écrire  ainsi  : 

i/.  =  (i  +  Att)"       et       A"w  =  (u—i)% 

pourvu  que  Ton  se  rappelle  de  changer,  dans  le  développement  de  la 
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l^temière  de  ces  é<|uatîons^  les  exposans.  des  puissances  de  Au  en  eicpo- 
sans  de  la  caractéristique  A^  -et  dans  la  seconde,  les  exposans  des  puis- 
sances de  u  en  indices  de  cette  lettre.  Le  premier  terme  i  est  compris 
dans  la  loi  de  la  première  formule^  parce  qu'il  peut  être  considéré  comme 
représentant  (Auy^  qui  se  change  en  A'^u  y  symbole  équivalent  à  u.  De 
même,  en  considérant ,  dans  la  seconde  formula ,  que    i  représente  2^% 
qui  doit  se  changer  en  Uo ,  on  comprend  tous  les  termes  dans  la  loi 
énoncée. 

Tels  sont  les  premiers  signes  d'une  analogie  très-étendue  et  très-^im-' 
portante 9  que  les  différences  ont  avec  les  puissances,  sur  laquelle  nous 
reviendrons  dans  la  suite,  et  dont  nous  avons  déjà  fait  la  remarque  dans 
les  n"*  33  et  gi ,  par  rapport  aux  différentielles. 
Quelques  géomètres  présentent  sous  la  forme 

la  première  des  deux  équations  précédentes  ;  et  après  le  développement 

il  n'y  a  plus  à  changer  que  l'acception  de  la  lettre  A ,  qui,  traitée  d'abord 

comme  une  quantité,  devient  ensuite  une  caractéristique  d'opération. 

L'expression  de  A"e^  offre  encore  une  conséquence  qu'il  ne  faut  pas 

omettre,  c^est  qu'une  suite  qui  a  des  différences  constantes  dans  un  ordre 

quelconque j  est  récurrente ^  puisque  la  condition  A"a  =  o^  répondant  à 

l'équation 

n             ,     11(71—1)  _. 

K«  — Y  ««-1+     \^      ^i-« ±  KSSO, 

£ùt  voir  qu'un  terme  quelconque  u^  s'exprime  par  les  n  termes  qui  le 
précèdent,  affectés  de  coefficiensconstans;  mais  il  faut^  prendre  garde 
que  l'inverse  de  celte  proposition  n'est  pas  vraie  :  les  suites  récurrentes 
n'ont  pas  toujours  des  différences  constantes.   , 

885.  Ce  sont  les  puissances  entières  et  positives  et  les  fonctions  ra- 
tionnelles et  entières  d'une  variable  indépendante,  qui  jouissent  de  cette 
propriété. 

En  effet,  soit  tt=:j[r",  et  supposons  que  or*  augmente  toujours  de  la 
même  quantité  h;  nous  aurons 

Am  =  (or  4- hy^af'=:  y  af^-^'h  +  2^i^  a*-*A*  +  etc. , 
résultat  de  la  forme 


Digitized  by 


Google 


8  CHAP.  I.  CALCUL  DIRECT 

Suivant  les  règles  du  n^  88 1,  la  différence  seconde  sera 

A*^/ =  AC/wAo:"--' +  ^A*x«--*  +  ^/i^x«-3  +  etc.)  == 
A .  mhx"^-  '  +  A .  ^A'JC"»—  4-  A  •  Bh^xT-^  +  etc.  == 
mhA.x""'  +  ^^^A.x»—  +  -»/i^A.:c»-3+  etc.   C^); 

et  en  composant  A. ^-,  A.af«— ,  A.j:~-%ctc.,  surle  modèlede  A.;r-, 
on  obtiendra  un  résultat  de  la  forme 

AV/  =  m(m  —  i)h'af^-'  +  A'h?o(f"^  +  B^hod^-^  +  elc. 

Sans  qu'il  soit  besoin  d'aller  au-delà  de  ces  développemens ,  la  loi  du 
premier  terme  est  évidente,  et  Ton  voit  que  l'expression  de  A"a  doit 
commencer  par 

m(m-^  i)(/n— a) (m— ;i4-  i)a:"-»A"; 

ce  qui  se  reconnaît  également,  si  l'on  fait  attention  que  les  différentielles 

ne  sont  autre  chose  que  les  premiers  termes  des  différences  développées 

suivant  les  puissances  de  l'accroissement  de  la  variable  indépendante,  et 

que  par  conséquent  l'expression  ci- dessus  est  et  doit  être  en  effet  celle 

de  d-.o:'",  lorsqu'on  cTiange  h  en  do:  (al). 

Cela  posé ,  Texposant  de  x  diminuant  d'une  unité  chaque  fois  que  l'on 

effectue  une  différenciation  suivant  la  caractéristique  A,  un  nombre  m  de 

ces  opérations  successives  conduira  donc  à  une  expression  réduite  au 

seul  terme 

A^w  =  A"*,a;"*  =  m{m  —  \){m  —  a) i .  A"  ; 

mais  cette  différence  étant  constante,  11  s'ensuit  que  celles  des  ordres 
supérieurs  sont  nulles. 

886.  Il  est  aisé  de  conclure  de  là  que  toute  fonction  rationnelle  et  en-- 
tiere  de  '%j  a  toujours  des  différences  constantes  j  savoir j  celles  dont 
l'ordre  est  marqué  par  la  plus  haute  puissance  de  x.  En  effet,  cette  fonc- 
tion étant  de  la  forme 

^x*  +  fijt^  H-  Cx>  4-  etc. , 
on  aura 

ùr(Jx''+Bx^  +  Cx'^ -h  eic.)  =  j£i\x*'hB/^\x^  +  CA\x'^^  etc.; 

(*)  Il  ne  faut  pas  confondre  A .  x*^'  avec  Ajc"*""*,  parce  que ,  de  même  que  dans  la  n  o- 
tation  différentielle,  A-.«';  =  A" (o^)  et  A"xPs=(A»xy. 
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et  A  a  désigne  le  ^as  haut  exposant  de  a;,  il  viendra^  pour  le  cas 
où  nz=zùL, 

A*.jc*=a(flc — i),...iA*,     A*. 0:^=0,     A*. 0:^  =  0,     etc.  ; 

d'où  il  suit  que  la  différence  de  l'ordre  a  de  la  fonction  proposée  est 
constante. 

887.  Les  Calculs  indiqués  dans  le  n*  885  font  déjà  voir  que  le  dé- 
yeloppement  de  A'.x",  qui  commence  par  la  puissance  n  de  l'accrois- 
sement h  y  doit  contenir  toutes  les  autres^  jusqu'à  celle  dont  l'exposant 
est  771  inclusivement;  mais  l'expression  de  A"u^  trouvée  dans  le  n"*  885^ 
donne  tout  de  suite  le  terme  général  de  ce  développement. 

En  effet  ^  la  série  de  valeurs 

u=zx'^y    u^  =  (x  +  hy,    «j 5=  (or  +  uhy,  ....  m,  =  (x+wA)*", 
conduit  à 

A'.:c-  =  [a:+nA]«  —  5  [a:  •(-  (/i  ~  i)*]-  +  "-^^^  [^  +  (/i  —  a)^]* 
-î^^^C^  +  C/^-W^  +  etc.; 

et  si  l'on  désigne  par  i  l'exposant  de  h  dans  le  terme  général  du  déve« 
loppement  de  la  formule  ci-dessus^  l'expression  de  ce  terme  sera  évi- 
demment 

m(m—  0(m— fl) (m  —  i+  Q  ^^if^i  ^ 

1.3.3. ...£ 

n^^^(n^jy+J^^^Çn—2y L__^_^  (;,— 5).+ etc.}. 

Ce  que  nous  savons  déjà  sur  la  forme  de  la  différence  cherchée^  no^s 
conduit  à  cette  conséquence  remarquable^  qu^  la  fonction 

«  —7  (/î— 1)«  +  -L-_J  (n~3)' ^—77^73 -^  («—  3)'+  etc. 

est  nulle  tant  que  i<iriy  puisqu'il  ne  saurait  y  avoir ^  dans  A"* a:'*,  au- 
cune puissance  de  h  inférieure  au  degré  n. 
On  voit  ensuite  que  le  coef&cient 

fn(m  — i)(ffi  — a). ..  ,(m-^t+  1) 
1 .a. 3. . . .( 
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s'évanouissant  lorsque  iz^zm-^-iy  la  plus  haute  puissance  de  h  né  peut 

surpasser  le  degré  m. 

Nous  remarquerons  eneore  que  àT^af*  étant  indépendant  de  x,  de- 
meure toujours  égala 

quel  que  soit  a:;  mais  si  on  fait  n'=zm  etx=:o^  dans  la  série  des 
valeurs  u^  14,^  u^y  etc.^  on  trouvera 

d'oii  il  suit  que 

iTi"— —  (m— 1)"'-4»^^^'^— (m —  a)*  —  etc.=  i.a.3«,..m^ 
résultat  sur  lequel  nous  reviendrons  par  la  suite. 

Formation        ^38.  Il  Suit   de  la  proposition  démontrée  dans  le   n^  886 ,  que  le 
^es  tables  par  procédé  indiqué  dans  le  n*  880 ,  pour  former  les  tables  des  quarrés 

les  différences.  *      .  i  i  /         i  »  %         r  •  t     'i     •  •  « 

et  des  cubes  y  s  étend  a  toutes  les  fonctions  algébriques  rationnelles  et 
entières^  et  peut  abréger  les  calculs  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques y  dans  laquelle  on  a  souvent  à  former  les  valeurs  successives 
que  prend  le  premier  membre  de  l'équation ,  quand  on  substitue  à 
rinconnue  des  nombres  en  progression  par  différences.  On  voit  d'abord  ^ 
par  ce  qui  précède ,  que  la  fonction  qui  compose  le  premier  membre 
de  l'équation  a  des  différences  constantes ,  lorsque  Ton  est  parvenu 
à  Tordre  marqué  par  l'exposant  de  son  degré  ^  et  qu'au  moyen  des  pre-- 
mières  valeurs  de  cette  fonction  et  de  ses  différences,  jusqu'à  Tordre 
dont  il  s'agit^  on  forme  aisément  la  suite  de  ses  valeurs. 
£oit^  pour  exemple^  féquation 

ai^  -f-  px*^  '^qx  -f-  r  =  o  ; 

si  Ton  en  représente  le  premier  membre  par  u^  et  qu'on  change  x  ep 
jc  +  1  >  on  trouvera  sans  peine 

Am  =  3jc»  4- (3 +  3;7)jc+ 1  4-;^ +  7, 
A'tt  =  Qx     ^ù^^py 

A^u  =  6. 
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En  partant  de  o^^cro^on  aura 


II 


u 


=î=r^     AM=i+/?+y,     A*w  =  6  +  2j[;,     A'tt=:6  (*); 


elle  tableau  des  valeurs  de  i^  correspondantes  aux  valeurs  positives  ^=:iy 
s:â,  =5,  etc.5  se  formera  demême  que  celui  des  cubes  (880).  En  prenant 
pour  exemple  x^ —  5ar*  +  6«^  «—1=0,  on  formera  d'abord  la  partie 
comprise  au-dessous  des Jilets  gras,  dans  le  tableau  ci-dessous 


X 

u 

Au 

A'« 

^^u 

—  5 

—  281 

-4 

—  Ï69 

lia 

—  3 

—  9» 

78 

-54 

—  a 

-  4» 

5o 

—  28 

6 

—  I 

—  i3 

28 
la 

—  aa 

—  16 

—  10 

6 
6 
6 

-6  . 

0 
I 

3 

—  1 

+   I 

—  1 

— r   I 

a 

—  a, 

0 

-  4 

6 

4 

+   7 

+  8 

8 

6 

5 

^9 

aa 

14 

6 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  u  correspondantes  aux  valeurs  négatives 
jc=— -i,  =  —  2y  =—3,  etc.,  il  faut  continuer  le  tableau  en  remon- 
tant, ce  qui  change  les  additions  en  soustractions,  c'est-à-dire  que  la 
différence  troisième  doit  être  retranchée  de  chaque  différence  seconde , 
celle-ci  de  la  différence  première  quMit  sur  la  même  ligne, et  cette  diffé- 
rence de  la  valeur  de  u  qui  est  à  c8R  ;  bien  entendu  qu'en  effectuant 
ces  opérations,  il  faut  avoir  égard  au  signe  propre  des  quantités  qu'on 
emploie. 

On  peut  former,  dans  un  tableau  à  part ,  la  série  des  valeurs  de  u 
correspondantes  aux  valeurs  négatives  de  x.  U  suffit,  pour  cela,  dç  cal- 
culer, dans  le  premier  tableau,  les  divers  nombres  qui  appartiennent 
à  la  ligne  a:=^o,  pour  en  former  la  première  d'un  nouveau  tableau,  et 


(♦)  n  n'est  pas  besoin  d'observer  que  les  différences  Ait,  à*u,  A^u,  se  déduiraient  im- 
médiatement des  quatre  premières  valeurs  de  la  fonction  proposée  (88o). 
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opérer  ensuite  les  soustractions  comme  il  a  été  dit  plus  haut.  C'est  aiûsi 

qu'a  été  construit  le  second  tableau  ci-dessous. 


X 

u 

Au 

A»«  . 

A'k 

X 

u 

Au 

A*« 

A'u 

+0 

1 

a 

—  1 

+  I 

* 
—  1 

12 

—16 
—10 

6 
6 
6 

— 0 

— 2 

—  1 

—  i5 
-41 

la 
28 
5o 

—16 
—22 
—28 

6 
6 
6 

a 
—  a 

-4 

3 

I 

0 

+  a 

X 

—5 

—  9» 

78 

-34 

4 

+  7 

+  8 

8 

6 

-4 

-169 

lia 

5 

39 

aa 

.  ï4 

6 

—5 

— a8i 

On  pourrait  imaginer  d'autres  dispositions,  plus  commodes  peut-être; 
mais  ces  détails  de  pratique  ne  sont  pas  de  nature  à  trouver  place  ici  :  ce 
qui  précède  suffit  pour  montrer  comment,  avec  les  différences,  on  peut 
continuer,  tant  en  arrière  qu  en  avant,  une  suite  de  nombres  dont  la  loi 
est  donnée. 

889.  C'est  surtout  par  rapport  aux  fonctions  transcendantes,  dont  le 
calcul  approximatif  est  laborieux,  que  Ton  gagne  beaucoup  à  se  servir 
des  différences ,  ainsi  que  le  fera  concevoir  l'exemple  suivant ,  tiré  des 
logarithmes. 

Soit  uz=z\xy  d'où  «,  =  l(a:+A),  i/4=rl(x  +  3A),  w,  =  l(a:+5A}j 
les  formules  du  n"*  883  donneront 

Alor  =  l(-r  +  A)  —  U;=  1(1  +  I) 

='(■+l)-"(■+$>^-"(•+î) 

z=:M(~  —  etc.  \ 

On  poussera  ces  suites,  selon  la  grandeur  du  nombre  x^  jusqu^à 
ee  que  la  dernière  différence  soit  assez  petite  pour  être  négligée  saos 
erreur  sensible. 
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Si  Ton  avait  y  par  exemple ,  xz=z  loooo  et  A;=:i  ^  il  viendrait 

U  =  \lQOOO  y      ^U    =  0,00004   54272    76865, 

A*M  =  —  0,00000  00045  42076, 
L^u  =         0,00000  00000  00868; 

cl  si  Ton  ne  voulait  avoir  les  derniers  rësullals  quavec  10  chiffres  seu- 
lement, on  pourrait  négliger  long-temps  les  différences  du  quatrième 
ordre;  car  il  faudrait  qu'elles  fussent  répétées  un  grand  nombre  de  fois, 
pour  influer  sup  la  différence  troisième.  On  formera  donc  successive- 
ment, comme  dans  le  n*  880,  les  colonnes  des  différences  troisièmes, 
secondes,  premières',  d'où  Ton  déduira  les  logarithmes  des  nombres 

loooi ,  10003,  toooS,  etc., 

en  partant  de  celui  lOOOo,  qui  est  égal  à 

4,00000  00000  00000. 

n  faudrait  faire  les  calculs  avec  i5  décimales,  afin  de  reconnaître  quand  Tac*» 
cumulation  des  quantités  négligées  pourrait  commencer  à  influer  sur  le  dei'* 
nier  chiffre  qu'on  se  propose  de  conserver,  ce  dont  on  s'assurera  au  moyen 
de  quelques  logarithmes  calculés  rigoureusement  à  des  intervalles  éloi- 
gnés; car  lorsque,  par  la  suite  des  additions  successives,  on  sera  parvenu 
à  ces  logarithmes,  il  faudra  que  la  méthode  des  différences  les  donne 
tels  qu'ils  ont  été  déduits  àpriorij  au  moins  dans  les  dix  premiers  chiffres, 
si  c'est  à  ce  nombre  que  Ton  veut  s'arrêter.  Lorsque  le  dernier  de  ces 
chiffres  cessera  d'être  exact,  on  csflculera  à  priori  les  différences  Am, 
à*Uj  ÙL^Uy  et  on  se  servira  des  nouvelles  valeurs  comme  des  précédentes* 
La  formule 

1/.  =  «  +  "  Ai^  +î^—  A*«  +  etc.  (883) 

fournit  aussi  le  moyen  d'apprécier  directement  l'erreur  qu'occasionne, 
sur  une  valeur  placée  dans  tel  rang  qu'on  voudra,  la  suppression  des 
différences  d^un  ordre  donné.  Dans  l'exemple  ci-dessus,  en  faisant  ;z:=5o, 
et  calculant  pour  cette  valeur  celle  du  terme 

n(rt  — i)(yt  — fl)(7i— 3)  ^^^ 
i.a.3.4  * 

ea  observant  que  àMx  =3  —  ^\J^  -retc.V  on  trouvera  qu'il  n'influw 
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pas  encore  sur  la  dixième  décimale  da  logarithme  de  ioo5o;  il  en  serait 
à  plus  forte  raison  de  même  des  différences  des  ordres  supérieurs. 

8go.  Voici  d'autres  expressions  plus  convergentes  des  différences  pre- 
mières et  secondes  de  la  fonction  logarithmique.  La  série 

obtenue  dans  le  n^  3i  de  llntroduction  ^  donne  ^  en  changeant  ?»  en  j:  et 
z  en  hy 

puis  ajoutant  ensemble  les  deux  équations 

il  en  résulte 

Changeant  x  —  A  en  Jtr,  et  écrivant  par  conséquent  x^b  pour  x,  et 
x+aft  pour  x+A,  il  viendra 

1  (a: -h  2  A)  —  al  ( jc:  4- A)  + 1  jc  = 

or  le  premier  membre  étant  équivalent  à  u^  —  3<^, +k^  donne  A*u  :  on 
a  donc 

A-lx=~2Af{^-^.  +  ^^  +  g^^  +  etc.}. 

Lorsque  x  est  un  peu  grand  par  rapport  à  h,  il  suffit  de  tenir  compte  des 
deux  premiers  termes  de  l'expression  de  A  la:.  En  effet,  quand  x=  loooo 

€t  A=i,  le  second  terme,  savoir,  "^C  J"^x}   donne  seulement. . . . 

o,ooooo  ooooo  ooo36,  et  le  suivant  aurait  aa  zéros  entre  la  virgule  et 
le  premier  chiffre  significatif.  A  Tégard  de  A^lo:,  on  peut  se  borner  au  pre«« 

inier  terme;  carie  second,— y-~-rr^, se  réduîtào,ooooo  00000000000217, 
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n  suit  de  là  qu^en  désignant  par  N  un  nombre  au-dessus  de  lOOOO^  on 
a,  avec  une  fort  gi'ande  exactitude^ 

AMJV=-  ç^l^; 

quant  à  la  différence  troisième ,  on  aurait  le  premier  terme  de  sa  valeur; 

en  différenciant  A^IJV  et  faisant  diV==  i,  ce  qui  donnerait  r-j^-p-^. On 

7oit  par  là  que  la  valeur  de  £iHN  deviendra  bientôt  assez  petite  pour 
qu'on  puisse  la  négliger;  et  rien  ne  sera  alors  plus  facile  que  de  cons- 
truire une  table  de  logarithmes  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit.  Au  reste ^  , 
si  l'on  voulait  plus  de  détails  sur  ce  sujet ,  il  faudrait  consulter  un  Mé- 
moire de  M.  Delambre^  imprimé  parmi  ceux  de  l'Académie  de  Turin , 
pour  les  années  lygo-^i^  d'où  noua  avons  tiré  ce  qui  précède ,  et 
duquel  nous  extrairons  encore  ce  qui  regarde  les  différences  des  fonc- 
tions circulaires. 

891.  Les  différences  de  la  fonction  a*  ont  toutes  une  même  forme  ^ 
remarquable  par  sa  simplicité.  On  trouve  successivement 

A  .a'  =  ^•+"*  —  a*  =  fl'(a*—  i)  , 
A». a'  =  (a*  — i)A.a'  =  iï'(a*— i)% 

d'où,  en  général^ 

A"./!* =  «'(a*—  i)". 

On  obtiendra  tout  aussi  simplement  le   développement  de   A^.a^^ 
jr  étant  une  fonction  quelconque  de  j?  ;  on  aura  d'abord  l'équation 

ÙL.à'j  =  (7  +  Aj)a'-^*~7a'=:a- [(«*-.  i)jr  4.  fl*Ajr], 

et  Élisant  (a*  —  OJ^  +  ^*A7'  =y>  *1  viendra 

puis  posant  (a* — i)j^'  +  «*Ay'=y»  on  en  tirera 

etc.; 
chassant  ensuite  y,  y,  etc. ,  après  avoir  fait,  pour  simplifier^  a*  =  4, 
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on  trouvera 

ÙL\ay  =  «'[(a— i)!r  +  5(«— i)'ceA;'  +  3(a— i>»A>-  i^-  «'A'/], 
et  en  général , 

892.  Les  formules  connues 

sin  ^  —  sin  5  =        asin  f  {A^B)  cos  ^  {A-\-B) , 
cos  ^  —  cosZ?  =  ~  asini  {J—B)  sin  ^(^4-5), 
donnent  * 

A  sin  j:  =  sin  {x-^h)  —  sin  or  =         asin  7  A  cos  i  (jix+h)  , 
Acosa:  s?:  cos (a:^- A) —cos «  s=  —  2sinïAsiUî(aj:+A); 

d'où  il  soit 

A*  sin  ar  =  asin  i  A  [cos  \  (ax  -f-  Zh)  — -  cos  1  (ax + A)] 

=  —  4(sin  ^hy  sini(ax+2A)=— 4(sini  A)«sin(a:+A). 

En  poursuivant  ainsi,  on  arrivera  aux  formules  générales 

A<'    sinj:=         a^'    (sini^)<'     sîni(2jc4-4j7i), 
A^'+'siu  j:  =        2<'+'(sin l h)*'-^'  cos^  [ax  +  (4/+  i)K] , 
A<'+»sin  or  =:  —  2*'+«(sin  ^ /»)<'*'  sin  1  [ax+  (4t  +  a)A], 
A<'+3sin  a?  =  —  a<'-»-'(8in  1  hy'^^  cosi  [a«+  (41  +  5}A], 

'  renfermées  dans  les  deux  suivantes  : 

A"      sinx  =  ±a"    (sin^/t)"     sin  i  (a^e  +  anA)  , 
A-+'  sin  ar  =  =t  a"+'(sin  ^  A)-^'  cos  i  [ax  +  (an  +  1)^] , 

dans  lesquelles  il  faut  prendre  le  signe  +  lorsque  n  est  un  nombre  pair, 
et  le  signe  —  dans  le  cas  contraire. 

893.  Les  formules  ci-dessus  sont  déjà  très-commodes;  mais  M.  Legendre 
est  parvenu  à  quelque  chose  de  plus  simple  encore,  en  exprimant  les  diffé- 
rences de  l'ordre  «par  celles  de  l'ordre  »— i  et  de  l'ordre  «—a  au 
moyen  de  cette  équation  :  ' 

A'  siax  =  —  (asini  /«)»  {A"-  sinar  +  A"r»siax). 
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Ponr  en  prouver  la  vérilé,  nous  f#rons  d'abord /î  =  2/ —  i  dans  l'ex- 
pression de  A'"  sin  x  do  numéro  précédent-,  et  il  viendra 

A*'— siaar  =  — (asiniA)*'-^*    siQ[a:  +  (at— i)A]  (i); 

puis  prenant  les  différences  première^  seconde ,  troisième  et  quatrième 
de  cette  équation^  en  observant  que  le  facteur  (  asin^A)^*"*  est  cons- 
tant (881),  nous  aurons 

A^-'sin X  =  —  (2sin \  A)*'— A  sin  \x  -f-  (a*  —  i)/i]  (2)  , 

A^'sin  ar  =  —  (asin  \  A)^'— A»sîn  [a:  +  (at  —  1  )A]  (3) , 

A<«-^'  sin  j:  =  —  (asîn  \  A)*^-A»sin  \x  +  (2/  —  0*]  (4)  ^ 

A^'+»sîn  or  =  — .  (asin  ^  A/^*A*5ip  \x  +  (ai  —  i)A]  (5). 

Mnltipllons  maintenant  par  —  (asin^A)*,  la  somme  des  équations  (1) 
et  (a),  en  faiisant^  pour  abréger,  a:-+-(at—  î)A=:ar',  nous  aurons 

—  (asîn  ï/i)»{  A*'""'sîn  JC+ A^'-"*sîn  jc}  =  (asin  \  fey(sîna/  -f-  Asîna<)  ; 
or,  sino:^  -4-  ^ sinor'  5S!  sin  (x'+  /*)  s=  sin  (jc-f-aiA) , 

et  (asin  i  A)^*  sin  (x  -f-  a/A)  =  A^'  sin  a:  : 

« 

donc  A^'  sin  a:  =s  —  (asin  ^  A)*  (  A^*''*  sin  x  -f-  A^*~*  sin  jc). 

Si  Ton  traite  de  la  même  maitîère  les  expressions  de  A^*""*  sin  x  et  de 
A^sinx,  on  trouvera  que  leur  somrpc  multipliée  par —  (asin  ^  A)*  est 
égale  à  A^''^'sina:  (89a);  il  en  sera  de  même  des  expressions  de  A^'sino: 
et  de  A^'"*"'sîna:,  par  rapport  à  A^*"^*sina:,  enfin  de  celles  de  A*''*"*sina: 
cl  de  A*^'*"*sinjc,  à  l'égard  de  A^'"*"'sina:.  Dans  tous  ces  calculs,  il  faut 
prendre  chaque  difierence  avec  le  signe  dont  elle  est  affectée;  et  comme 
lesquatre  résultats  indiqués  comprennent  les  diverses  variations  qu'il  peut 
y  avoir  dans  ces  signes,  Téquation  posée  au  commencement  de  cet  article 
se  trouve  démontrée  pour  tous  les  cas. 

894.  L'expression  générale  u^':=:zu^^  ÙM^':=siUy^Lu^U^u  donne 
sin  (x+aA)  =!  sin(j:+ A)+[sio  (x+A)  —  sin^r]  —  siQ(jr4-  AXasin  ^  A)% 

lorsqu*on*y  met  pour  A'sinor  sa  valeur  du  n""  89a.  Cette  formule  est  trèâ^ 
5.  5 
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expéditive  pont  calculer  des  tables  de  sinus;  car  en  faisant  successive* 
nient  jc;=o%  .r=  i%  ^=3%  etc.,  et  prenant  h  s=:  i%  on  aura 

sîaa*  =  sîni*  •+-  (sia  i*  —  sîno')  -r-  sîn  i*(2sin3o')% 

sîn3'  ==  sina**  +  (sîn  a*  —  sin  i**)  —  sina*(2sîn3o')% 

siu4*  î=  sînS*  +  (sin  5*  —  sin  2*)  —  sîn  5*(asin  5o' )% 
etc. , 

^et  il  ne  s^ra  besoin  de  calculer  par  la  série 

sin x r=-  — =  -h %-r^ —  etc.  (InL  Sa), 

^  1         i.a.3    '    i.a.3.45  ^  ^^' 

4qne  le  sinus  de  5o'  et  celui  de  ï%  pour  lesquels  cette  série  est  très-con- 
Tergente.  Si  Ion  forme  ensuite  les  produits  des  neuf  premiers  nombres 
par  le  terme  coustant  (asiii  5o')%  il  ne  restera  plus  à  effectuer  que  de 
simples  additions  et  soustractions.  En  calculant  avec  treize  décimales. 
Terreur,  suivant  M.  Delambre,  n'irait  qu'à  0,00000  ooobo  06  sur  le  sinus 
de  60*.  Passé  ce  terme,  les  sinus  s'obtiendront  par  la  formule 

sin  (6o*  + -^)  =  sin  (6o'— s- -^  )  +  sin -ed^  ; 

et  Ton  aura,  pour  se  vérifier  dans  ^intervalle,  les  sinus  suivans  : 

sin  i5*  =  Vl  —  V^î  ,     sÎQ  i8*  t=iv/5  ~  i,     sin  5o*s=i, 
sin45*  =  V7>  «în54*  =  |y^  +  T»     sîn6o*=:i\/5. 

En  écrivant  X'^^  i',  jr*->io",  au  lien  de  or,  dans  la  formule 

sin  (jc-f-iîA)  =  sîn(x+AJ4-[sin  Çx+h) — sînjcj — sin(jc+ A}(2sîn  jA)% 

et  faisant  h=:i\  A=io'',  on  aura  ces  deux  équations 

sin  (x+  1'  )  =5  sin  jc  -+•  [sin jc  —  sin  (x  — •"  1'  )]  —  sin x  (asin  5o")% 
sin  (a: +10")  i=  sinor  ■+•  [sinx  —  sin(jc  —  lo")]  —  sin^(!2sm   5")% 

qui  serviront  a  calculer  les  sinns,  de  minute  en  minute  et  de  dix  secondes 
en  dix  secondes,  lorsqu'on  aura  obtenu ,  par  la  série  rapportée  ci-dessus^ 
les  valeurs  de  sin  l' et  de  sinSo",  celles  de  sin  10"  et  de  sin5''. 
*L'équation  dont  nous  venons  de  faire  usage  peut  être  retournée  ainsi  : 

Èmx:=^sin(x-j-h)^-^lsm(x+!àh)  -^  sm(x^h^ 
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et  devient 

sîn(j: — 2A)  =  sin(jcr— A)  — [sinoc — sîa(x* — A)]  —  sîn(jtr— .  A)(2sîn  ^  h)\ 

par  la  substitution  de  x  —  a^^au  lieu  de  x;  dans  cet  état^  elle  don- 
nerait successivement  les  sinus  ^  en  partant  de  l'arc  de  go"*  et  en  allant 
vers  o*. 

895.  La  manière  d'employer  la  formule 

A"sinjc=  —  fusin^hj  {A*"'sinjc  + ^■""*sin«^} 

n'est  pas  difficile  à  trouver.  En  partant  d'abord  de  o%  pour  passera  un  arc 
très-petit^  que  je  supposerai  représenté  par  h,  les  expressions  de  Asinci: 
et  de  A^sinx  donneront  d'abord 

A  sin  o**  =        asîn  {  h  cos  {h  , 
A^sino**  =— (asin-j  A)*sinA. 

Ces  deux  différences  étant  calculées^  on  aura  sin;/l  et  sinaA;  puis  for- 
mant les  produits  des  neuf  premiers  nombres  par  le  fsicteur  constant 
(asîn  i  h)%  on  tirera  des  équations 

• 
A*  sino*=  —  ^asîni  hj  {  Asîno*4-  A*sino*}, 

A^  sîn  o*  = — (  asin  i  A Y{  A»*  sin  o'-f-  A'  sin  o"*}  , 
etc., 

par  de  simples  additions  et  soustractions  y  les  valeurs  des  différences 
$uccessives  de  sino""^  au  moyen  desquelles  on  formera  celles  de  sin  3/i, 
sin4A^etc.  (880)» 

Cest  par  des  procédés  semblables  qu'ont  été  calculées,  dans  les  bureaux 
da  Cadastre,  les  grandes  tables  des  sinus  naturels,  avec  a5  décimales^ 
pour  les  loooo*™*»  parties  du  quart  de  cercle  (*). 

(*)  Ce  beau  travail ,  effectué  sous  la  direction  de  M.  Prony  >  à  l'occasion  de  l'éta-^ 
bUssement  du  système  métrique  décimal ,  et  auquel  M.  Legendre  a  concouru ,  comme 
on  vient  de  le  voir,  n'a  pas  été  imprimé^  mais  deux  copies  bien  collât ionnées  lont  été 
déposées  à  l'Observatoire  de  Paris,  dans  les  Archives  du  Bureau  des  Longitudes.  Le 
rapport  qui  en  fiit  fait  à  llnatitut,  en  l'an  ix  (  1801  ),  est  surtout  curieux,  parce 
qu'il  montre  l'utilité  de  la  division  du  travail  appliquée  à  l'exécution  des  calculs  les  plui 
kogi  et  les  plus  difficiles. 
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Les  tangentes  se  déduiseùt  si  facilement  des  sinus  et  des  cpsinns  j 
qu'il  est  inutile  de  recourir  à  d  autres  formules;  d'ailleurs  leurs  diflfë- 
rences  ne  se  présentent  passons  une  forme  commode,  et  puis  dès  qu*oa 
les  a  jusqu'à  4^%  OQ  obtient  celles  des  arcs  suivans  par  l'équation 

tang  C45*+i^)  =  atang^  +  tang  (45*—  i  J). 

Les  sécantes  se  déduisent  sans  peine  de  la  formule 

sec  J  =  tang  (45*  dt:\J)zp  tang  J. 

896.  Nous  passerons  donc  au  calcul  des  logarithmes  des  sinus;  nous 

observerons  d'abord  que  la  formule  sin-ï-^=   ^'"  .-;  donne  tous  ceux 

des  sinus  des  arcs  moindres  que  ^51^^  par  le  moyen  de  ceux  des  sinus 
des  arcs  compris  entre  4^*"  ^^  QO*-  Pour  obtenir  ces  derniers  de  degré 
en  degré,  M.  Delambre  propose  la  série 

qui  se  déduit  de  la  série 

(//!/.  5 1),  en  faisant  w=sînj?,  et  /i-f-^  =  siQ(*^+^)>  ^^oix  il  ré- 
sulte z  ;=  sin(jt:  +  A)— -sino:.  En  mettant  A  sino:  au  lieu  de  Zy  on  aura 

\sin(œ^h)z=Uinx+2Mi-.^^-. hif--—— Y+elc.  }. 

^      "     ^  '  lasmx+Asmx   *   3\asinx+Asinx/    "^  / 

Si  Ton  prend  x  =  4^^  et  A  =  i*,  on  aura  pour  le  sinus  de  46""  une  sé- 
rie très-convergente ,  et  qui  le  deviendra  de  plus  en  plus  à  mesure  qu'on 
avancera  vers  90%  parce  que  la  différence  Asino:  va  toujours  en  dimi- 
nuant :  quant  au  sinus  de  ^5^^  son  logarithme  est  îl^('^). 

{*)  Nous  ne  pouvons  passer  sous  silence  une  série  très-simple,  propre  à  donner  le 
logarithme  du  cosinus  lorsque  Tare  est  très-petit ,  et  ^ue  M.  Delambre  a  fait  remarquer 
le  premier.  On  sait  que    . 

l(i--x»)  =  — Jlf{x*4-ix<+^x«  +  etc.}  (//i«.a.9). 

Si  Ton  change  x  en  sîn  x,  on  aura  i  —  x*  =  cos  x",  1  (  1  —  x*)  deviendra  1  cos  x*  ou 
fil  cos  X  ,  et  on  obtiendra  par  conséquent 

1  cos  X  =:  —  Jtf  j[  i  sîn  X*  ^  ^  sin  X*  +  8  sin  x'  +  elc.  }. 
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iJh  différences  successives  de  Isîno:^  déduites  de  la  formule  ci-des* 
sus^  ne  se  présentent  pas  sous  une  forme  assez  commode  pour  être  em-- 
ployées  dans  la  pratique;  mais  lorsqu'il  ne  faudra  que  calculer  des  valeurs 
comprises  dans  un  petit  intervalle,  on  pourra  se  borner  au  premier  ou, 
toutaA  plus  y  aux  deux  premiers  termes  de  cette  difTérence,  conclue  du 
développement  de  1  sin  (x  +  h)  par  le  théorème  de  Taylor  ,  termes 
qui  seront 

•  iJ/[cot^^-(,+cot:r-)^], 

puisque 

— T =:  M  -, —  =zMcoiX9 

ax  sin  X  ' 

d*.lsinjc  mjg'      1  a-.sînx*-+-cosx*  ur  /      ■        *    .\ 

-d?-=~^«-S^=-^-    sinx»         =--itf(l4-C0t^). 

Quand  on  ne  se  propose  que  de  vérifier  des  tables  déjà  calculées,  ou 
de  les  corriger /on  peut  donner  à  l'expression  de  lsiD(;r'4*^)  une  forme 
qui  permette  d'employer,  au  lieu  des  sinus  naturels^  les  logarithmes 
contenus  dans  les  tables.  Eneff'et  ^ 

»iD(x+^H.3m"i  ~  û^(x+h+x)  ~ tang (X  +  i  Â)  ~  ^^°S  î  ''COl(j?+ 1  h)  ; 
on  aura  donc 

!sin(x+A)=lsin^4-^tang^cot(a:+^>^tang^cot(^^^ 
*  ^  +  ^[lang  ^cot (a?  +  ^) J+  etc. 

Les  termes  de  cette  formule  étant  des  fractions  assez  petites,  pour  les 
mettre  en  nombres,  on  se  servira  des  logarithmes  d.es  tangentes  et  des 
cotangentes,  donnés  par  les  tables  proposées,  parce  que  Terreur  qui 
pourrait  se  trouver  dans  les  dernières  décimales  de  ces  logarithmes  ne 
sera  d'aucune  conséquence  par  rapport  aux  résultats.  C'est  ainsi  que 
M.  Delambre  a  relevé  plusieurs  inexactitudes  dans  les  grandes  tables 
de  Wlacq. 

897.  La  formule  *       De  rintcrpo- 

lation. 

tt,  =  tt+-  Au-f-  -^7~  ^  «  +        ^^^5  ■     A'tt  4-  etc.  (88a) 
a  la  propriété  de  lier  algébriquement ,  avec  Tindice  du  rang  qu'ils  occupent. 
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les  dififérens  termes  d  une  série  de  nombres  donnés  ^ 

w,  u,^  v^ M„, 

sans  connaître  la  fonction  çlont  ils  sont  les  valeurs. 

En  effet,  si  dans  cettç  expression ^  où  les  différences  Au,  £i*Uy  etc. 
sont  des  nombres  connus ,  on  regarde  n  comme  une  variable  indéter-- 
minée  y  et  qu'on  la  remplace  en  conséquence  par  .r ,  on  aura  une  fonction 
jouissant  de  la  propriété  de  prendre  successivement  tes  /z+ 1  v^urs 
«,  M, ,  . . . .  w„ ,  lorsqu'on  -y  fera  or  =  o ,  =  i , . . . .  =r /i,  et  qui  fournira 
de  plus  tant  de  valeurs  qu'on  vpudra,  soumises  à  la  même  loi^  en  don- 
nant à  X  des  valeurs  différentes  de  colles  que  Ton  vient  d'indiquer. 

Soient^  par  exemple,  les  nombres 

en  prenant  leurs  différences  successives  ^   on  trouve 

et  il  vient 

w,  ==  5  •+.  4a?  +  4ar(ar — i)  =  S4-4^% 

expression  qui,  lorsqu'on  fait^=o,  =1,  =3>  rend  les  trois  nombres 
donnés,  et  de  laquelle  on  en  tirerait  une  infinité  d'autres  liés  aux  pre- 
miers par  une  même  loi  algébrique.  On  voit.aussi  que,  par  cette  opéra- 
tion, les  nombres  donnés  sont  incorporés  dans  une  série  dont  les  diffé- 
rences secondes  sont  constantes,  et  dont  le  terme  général  est54-4'^'« 

* 

898.  Ceci  conduit  naturellement  a  V interpolation  ,  qui  consiste  à  insé* 
rer  entre  les  termes  d'ime  suite j  de  nouveaux  teimes  assujétis  à  la  même  loi 
que  les  premiers.  Insérer  des  moyens  entre  deux  termes  d'une  progression 
par  différences  ou  d'une  progression  par  quotiens,  c'est  calculer  des  termes 
qui  répondraient  à  des  valeurs  fractionnaires  de  l'indice,  c'est  interpoler. 

Dans  la  progression  par  différences 

a,      fl  +  J',      «4-2/, ^i+(n— .ly, 

liB  terme  moyen  entre  a-j-cT  et  a  +  2/ ^  répondrait  à  /i==î  et  serait 
par  conséquent 

Dans  la  progression  par  quotiens 

I,     a,    a%    a\    a^, a% 
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o)i  les  exposans  tiennent  lieu  d'indices,  on  insérerait  deux  itio^èns  entre 
€?  et  à^y  en  £siisaDt  successivement  ns=:3H-*i>  ^^^^*4*7>  c^  qui  donne-^ 
nil  dans  cet  intervalle  les  termes 


a\     a^-^%     tf       ,     ai. 


formant  une  nouvelle  pro.s;ressIon  dont  la  raison  serait  a^. 

La  même  opération  s'effectuerait  par  l'expression  de  ii«,  forn^ée  ainsi 
qu'il  vient  d'être  dit,  si  celle  expression  pouvait  être  regardée  comme 
le  terme  général  de  la  série  à  laquelle  appartiennent  les  nombres  donnés; 
mais  c'est  ce  qui  n'a  lied  qu'avec  des  restrictions  que  nous  allons  faire 
connaître.  Le  problème  général  de  tromper  une  fonction  de  x  qui  de^ 
tienne  successivement  chacun  des  n  +  i  nombres  donnés  ,  lorsqiion  y  met 
pour  Tilles  valeurs  Oi  i,  2,  Z....xï^  est  indéterminé  par  sa  nature;  car 
on  peut  satisfaire  à  ces  conditions  avec  des  fonctions  très-diverses,  pourvu 
qu'elles  renferment  un  nombre  de  constantes  arbitraires  suffisant  pour 
vérifier  les  équations  qui  en  résultent. 

Cela  revient  à  déterminer  l'équatiori  d'une  courbe, par  la  seule  condition 
de  passer  par  un  nombre  n+i  de  points  donnés,  ce  qui  ne  saurait  s'effétr- 
toer  complètement,  à  moins  que  l'équation  ne  soit  donnée  d'espèce,  puis' 
quonpeut  trouver  des  courbes  très-différentes  qui  se  coupent  en  tel  nombre 
de  points  que  Ton  voudra;  telles  seraient  les  courbes  FGH  et  CDE  ^  FIG.  i^ 
J^.  I,  qui  n'auraient  de  commun  que  les  points  donnés  i(f^  itf,,  ilf^, 
M^y  etc.,  et  qui  différeraient  d'ailleurs  beaucoup  dans  l'intervalle  de  l'un 
de  ces  points  au  suivant. 

Si  Ton  développe  suivant  les  puissances  de  x  l-express!on 

elle  prendra  la  forme 

u^ssz  u+  ax'^  /Sx*  +  y^^ H"  y^^^ 

et  les  coefficiens  ot ,  j0,  )/, 1^,  ne  dépendront  que  des  différences 

données  Au,  A*u, A'u.  On  voit  alors  que  U:^  est  l'ordonnée  d'une 

courbe  du  genre  parabolique ,  assujétie  à  passer  par  n-f- 1  points  donnés  ; 
mais  sans  sortir  même  de  ce  genre  de  courbes,  on  aurait  pu  varier  la  forme 
de  l'expression  de  u^. 

En  posant,  par  exemple,  UgZszw+^Jlx ^Ba^^  et  déterminant  les 
coefficiens  u,  ^  et  B,  pour  que  u,  devienne  5,  7,  19,  lorsque  jcsso, 
S3  I ,  ssa ,  on  trouverait 

i^.~5  +  |x  +  |#r*, 
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formule  très-dKTérente  de  celle  que  nous  avons  obtenue  dans  le  n*  pré- 
cèdent,  par  les  mêmes  conditions. 

Si  la  courbe  parabolique  correspondante  à  Texpression  générale  de  u^ 
rapportée  ci-dessus  n'est  pas  la  seule  qui  puisse  passer  par  les  /i  +  i 
points  donnés,  elle  est  au  moins  la. plus  simple,  et  la  théorie  des  os- 
cillations (218,  229)  fait  voir  que  de  pareilles  courbes  peuvent,  dans  un 
petit  espace,  approcher  sensiblement  d*une  courbe  quelconque,  prin- 
cipalement lorsqu'il  ne  se  trouve  pas  de  points  singuliers  dans  cet  espace 
(aSo);  et  cela,  pafce  que,  excepté  pour  des  cas  particuliers,  une  fonc- 
tion qui  ne  devient  pas  infinie  lorsque  ^a  variable  est  nulle  (86),  peut 
se  développer  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  cette  va- 
riable, dans  une  série  qui  sera  convergente  si  la  variable  ne  prend 
qu'une  valeur  très'-petite,  et  qu'ainsi ,  dans  cet  intervalle,  une  telle  fonc- 
tion suit  sensiblement  la  loi  des  fonctions  rationnelles  et  entières  qui  out 
des  différences  constantes  (886). 

.  899.  .La  formule  précédente  suppose  que  la  différence  des  valeurs  don« 
Tïies  de  «r  soit  l'unité,  et  qu'elles  commencent  par  zéro;  on  change  ai^ 
sèment  ces  circonstances,  en  observant  que  si 

u  =  f(^),      II.  =  f(a  +  A), u^  =:f(a4./iA)  , 

et  qu'on  fasse 

a-}-/iÂ=a:,    d'où    n  =  ^^^, 
il  en  résultçra 

"•  =  «'  =  "  +  -F-T  +  -T-(-^ ^)~-^tic., 

expression  dans  laquelle  la  première  valeur  £<  répond  àxs=is,  et  les  autres 
suivent ,  à  des  intervalles  marqués  par  A. 
En  posant,  pour   abréger, 

X  —  a^=:^h^       et       u^-^u=ili'u^ 
on  aura   cette  formule  très-générale  et  très-simple, 

qui  fera  connaître  la  différence  A'a  entre  u^,  ei  u,  pour  un  intervalle  h\ 

900.  Avant  daller  plus  loin,  nous  en  montrerons  l'usage  par  un 
exemple  tiré  des  tables  dç  logarithmes.  Supposons  qu'on  veuille  obtenir 


Digitized  by 


Google 


DES  DIFFÉRENCES.  aS 

le  logarîtlime  ordinaire  de  5,i4i5926556,  par  le  moyen  d'une  table 
contenant  les  logarithmes  depuis  i  jusqu'à  looo,  avec  dix  décimales; 
on  regardera  les  logarithmes  contenus  dans  cette  table  comme  les  va* 
leurs  données  de  la  fonction  u^,  les  nombres  comme  celles  de  x^  et  on 
formera  le  tableau  suivant  - 


Nombres. 

Logaridimes. 

DiflBr.  I". 

Piffér.  a». 

Différ.  3«. 

Différ.  4». 

3,t4 

0,4969296481 

3,i5 

0,4983 io5538 

13809057 

3,i6 

0^4996870826 

13765288 

-45769 

'                             ' 

3,17 

0,501059363a 

13721796 

-43492 

4.377 

3,i8 

0,5024271300 

13678578 

—45318 

+374 

—3 

d'après  lequel  les  différences  vont  en  décroissant,  ce  qui  rend  conver-^ 
gente  l'expression  de  à'u;  et  comme,  en  prenant  quelques  logarithmes 
consécutifs  de  plus,  on  trouverait  encore  — -  S  pour  la  différence  qua- 
trième, il  s'ensuit  que  pendant  cet  intervalle  l'expression  de  A'u  doit 
rigoureusement  se  terminer  an  quatrième  terme,  lorsqu'on  s  arrête  à  10 
chiffres  décimaux. 
Par  le  tableau  ci-dessus  on  a 

^  —        0,4969396481 i 

Aa  =  «4*  0,0015809057, 

A^n  =:  •+•  0,0000000277 , 

et  comme  As=5  0,oi  , 

ou  obtiendra 


A*w  =»  —  0,0000045769, 
H^u  x=:  — •  o,ooooooooo3  ; 

À'  =3        0,00 1 5926536  , 


■T-=:  0,1 5926556, 


'=-T—{=— 0,42036752, 


a/2 

~4r" 


2j~|=— o,7ioi8366. 
Avec  ces  valeurs  il  sera  très-facile  de  mettre  en  nombres  la  formule 

AU^^au-k-     A.HT^^"^        A.3A.3A        **"^  A.aA.SAT^Â  ^  "» 

ijm  donnera  A'it  =  o,ooo3303345 ,  et  par  conséquent 
1 3,1415926536  =  o,497i49®7^6* 

90J.  L'origine  des  indices^  c est-à-dire  Tindice  o,  peut  se  placer  où 
5.  4 
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Voa  veut  :  ainsi  lorsqu'aux  indices 

repond  la  sërÎ€  de  râleurs 

u,  M,,  i/^,  «3, w«, 

si  Ton  diminue  tous  les  indices  de  m  unités  ^  ils  deviendront 

^^m^      —  (/W-— l),.  .  ».  — '2,      *— 1,      O,       I,      3,   .  •  .'.  ^*— 771' 

et  ]es valeurs  correspondantes  s^écriront  ainsi: 

w_»,      ï^— (m— 0>  •  •  •  •  ^^—•y       ^-n     ^y     ^n   "*^  •  •  •  •  ^n^m* 
Les  indices  moindres  que  tti  deviendront  négatifs,  mais  Tordre  de  suc*^- 
cession  des  a  n'étant  pas  troublé,  la  formule  du  vC*  862  aura  encore 
lieu,  eu  y  changeant 

t^UyL^Uy  Ù?Uy  elc;,     en    Huj-i;,^  àl'u^i,,  A'«_«,  etc., 

et  n  en  n-f-m^  pour  que  Tlndice  n  soit  compté  à  .partir  du  zéro' 
actuel. 

L'origine  des  indices  serait  placée  symétriquement,  si  elle  était  au 
milieu  de  Tintervalle  embrassé  par  Tensemble  des  valeurs  données;  mais* 
il  faut  alors  distinguer  le  cas  où  le  nombre  dé  ces  valeurs  est  impair  , 
de  celui  où  il  est  pair.  Dans  le  premier,  Torigine  des  indices  tombe  sur 
la  quantité  moyenne ,  de  chaque  côté  de  laquelle  se  groupent  symétri- 
quement les  autres  valeurs  et  leurs  différences,  lorsqu'on  les  écrit  comme' 
on  le  voit  plus  bas ,  où  chaque  difiërenee  est  placée  aur-dessous  et  entre- 
les  quantités  dont  elle  dérive^ 

Les  indices  étant- 

etc., ^4,      —5,        —2,         —I,  a,      4^1,    +2,   +5,   +4,etc.v- 

les  valeurs  de  Ux^el  leurs- différences  seront  désignées  par 

etc.  i*_4  w-s'  ''-•  "-1  "  «1         "a         «s         «4  etc. 

Aw_4  A«_3  AM_a  A/i^,    •      Lu       Am,        Aw^        A7/, 

A*«.4         A*«_s         A»f/«,         L^iL,^      A*w      A-w,       A^. 
A^w«4         ù^^u^z         A'«_a       A^a_,      ù?u       A^«. 
A^W-4         A^tt_3         A^tt_^     A^M_,     ù^u 
A^u^jf^         A^tt^i       A*£/»,     A^u^, 
A^u^         A^ttu-s      A^u^^^ 
A'tt.4       A'tt^s 
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Ne  considérons  d abord  que  les  trois  valeurs  i^,,  u^u,]  ei  arrêtons- 
nous  en  conséijaence  aux  différences  secondes  que  nous  supposerons  cons- 
tanfes.  En  prenant  les  quantités  h  et  A'  à  partir  de  Uy  la  formule  du 
n'  899  donnera^  à  cause  que  &=:  1 ,  et  A^^^ss  A*«_,, 

^  1   mZà 

mais 

'  *  a  a  "^         a        * 

donc 

•.  •  '     I  a 

Sopposons  ensuite  cîoq  valeur^^  h^\  u^\^  u,  u^p  u^,  ce  qui  nous 
mènera  aux  différences  quatrièmes,  qu  il  Êmdra  tra^iter  comme  constantes; 
en  posant    A^u  :=  A^u^^  =  A%^  ;  nous  aurons 

'  u^z=u^ —  Au^ ^ i  A*u  -4 i— ^- — ^-^ '  A^U 

1  i»a  i.a.o 

En  mettant  dans  cette  expression  A^'u^^  +  A'i^., ,  an  lieu  de  A'^  f 
A'i^.i  4~  ^"^^-ft»  ^u  lieu  de  A^u,  nous  troublerons  d'abord 

«,  s=:  «  4-  -  (Att  +  Aa_0  -V  -^  A*tt_; 

Ce  qui  est  entre  les  accolades ,  dans  Ut  dernière  ligne,  peut  s'écrire  ainsi  ; 

/    ,  h'—a\  ,        ,   A'— a/    ,   h'—5\   .  h'+\   ,        ,  A'— aA'+i     . 

'  *'+!  f   1         .   A'— 3    /       )       ft'+i  aA%_,  +  aA'tt_;,— 8A<u_,+  A'A<«_, 
S=  -g—  {  A»ll_,H j-  A*a_.  J  =  -^ r^=i-^ L__*It 

— -5-}— 3 J-h'-^T'^  ••« 
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et  de  là  on  conclut 

•^  1  .a  ^  "-^^        i.a.3.^        ^  "—• 

C'est  sans  doute  par  une  induction- à  peu  près  semblable,  cpe  Stirling. 
a  trouvé  la  formule  suivante  : 

«,—  «-H- H  -j-^^ -^— , 

"^       i. a. 3.4.5  a.  "**       i.a.IT4. 5.6,7-  a         "" 

+  etc^ 

•     l.a  1.2.3. 4  '^     *  1.3^^.5.6  * 

qu'il  n*à  pas  démontrée ,  maïs  qui  le  sera  d'aire  ii»nière  Irès-générale^ 
«t  très-simple  9  dans  le  chapitre  IV. 
Slirling  a  fait^  pour  abréger^- 

Au     4-  Att^,    =5,  A*a^,  cr  A, 

A^«,+  A^M..  =r  6r,  A^tt.,  =  c,, 

A^u^,+  A?«.,  =  Z?,  A?M^  =  d^ 

A'a_5-j-.  A'w_4,  =:  J?,  A'aj-4,  =s^^ 
eic.  ^ 
ce  qjai  donnd 

-  *  l.a 

.     flcy+çy»  y«--i 

'+'         l.a  3.4 

*T"         l.a  3.4    ""^^ 

-     4gy+ey'  A^^.-^i  y>->4  /i^'-^^g- 

"•      n     3.4  't:6'  7.% 

^  etc. 

903.  Lorsque'  ter  nombre'  des  quantités  donnée  est  pair^  on  place 
Forig^ne  des  indices  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  les  deux  quan- 
tités moyennes  j  et  pour  éTiter  les  indices  fractionnaires^  on  met  entre 
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c«s  nombres  nne  différence  de  deux  unités,  coonme  on  le  voit  à  la  télé 
da  tableau  suivant  : 

eic — 7,      —5,        —  5y         —I,    o,     -f-i,         Ht  5,       -f5-,     4-7,elc., 
«Ic.K.,        «_^  «_j  u_,  «.  «s  «s         Uj  eic.,. 

àu^f  Au_^.  Au.s  Au_;  Atf,  Auj         ûf/g 

A'«_,  A*«_5  A*a_j         A*«_,  AV*.  A*»^. 

A'tt.,  A'»_s  A'tt_3  A'u.,  A'«^ 

A<«^  A*«_5  A<«_j         A-*»*, 

A'«„^  A*«_s  A»«^3 

A»a^  AVs 

A'u.,. 

^lirling  donne,  pour  ce  cas,  fa  foroiule' 

"'"*         â          ^  a. 4^  a  "^       a. 4.6'. 8  â       *"" 

"* a.4.6.8.io7r5  â  f"  ***^- 

^'il  abrège  en  posap^  ^ 

A*«_,  -f  A*ù_,  *r  .ffy  A'K_s  =±  *v 

A*«_,  +  A*a_5  =  C,  A»tf_5  =  c, 

A^tt_5  -f-  A««„,  SB  D,.  A'u^r.  =s  «'j 
©tc.^ 

d*éii  il  suit 

'  a 

.     ZB+bk'  h'*—i 
"*"       a         4.6 

*+"       a         4.6     8.10 

"*"       a  4.6     8;  10    »a;j4. 
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Celte  formule  se  déduit  de  celle  du  n*  précédent,  en  observant  que  les 
différences  premières  sont  en  nombre  pair ,  dans  le  tableau  de  la  page  26, 
^l  que  leur  terme  général  €St  représenté  par  Az^^,;  on  changera  donc  k! 
en  /l'i^i  dans  l'expression  de  Uj^  du  n"*  cité,  puis  on  en  retranchera  la 
première  valeur;  les  u  et  leurs  différences  ne  dépendant  pas  de  h'  ne 
varient  point;  ou  n'aura  que  leurs  coeûiciensàdifférencier,  conunenous 
allons  le  faire  pour  un  terme  de  chacune  des  deux  suites  qui  composent 
la  valeur  de  u^.  Dans  la  première  ^ 

u      i.a.3.4.5     '  ^*  équivaut  a  ^  1:^5.4.5 

devient  i  Jh'-^mh'+iW+^Xh'+Z) . 

^^""^^^^  a  1. a. 3.4.5  ^ 

jretranchant  de  cette  valeur  la  précédente  y  on  trouvera 

5 — r2.3.f5.  —  u^-t-^>'  t^*— 2;)~â ^rx3:4 • 

Pans  la  seconde  suite ,  le  coefEcient 

i.a.3.4«5-6      *"^  i.a.3.4>5*&« 


(y-oy(A^+o(y+o(y-a)(y+g) , 


^e  change  en 

i.a.3.4.5.( 
«t  la  différence  de  cette  valeur  à  la  précédente  est 

_  1^  (y— oy(y+i)(y+a)(^y+i) 

■~  a  1. a. 3.4.5 

En  opérant  de  même  sur  les  autres  coefHciens  ^  on  trouvera 

'  ""  d  i.a  a 

(y~i)y(y+0(y+2)  (A^a^+A^z^a)  .  ^^^^ 

"^  i.a.3.4  a 

"^1  a        •"  i.a.5  a 

,  (ay+i)(y+a)(y+oy(y-0 ^'"-^  .  ^.^^ 

T  r."^3:4  ,"5  i    ^  ^^^' 
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Celte  expression  n'est  que  celle  d  une  différence  première  ;  maïs  on  ]^s-  ' 
sera  à  l'expression  de  u^y  eu  diminuant  de  l'unité  les  exposans  des  ca-* 
ractéristiques  A,  puisque  cela  revient  à  prendre  les  différences  premières 
pour  des  quantités  primitives,  les  différences  secondes  pour  des  diffé- 
rences premières  y  et  ainsi  de  suite;  et  comme  la  formule  d*où  nous 
sommes  partis  suppose  que  les  valeurs  données  soient  en  nombre  im- 
pair, leurs  différences,  prises  maintenant  pour  les  valeurs  données,  sont 
nécessairement  en  nombre  pair,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  la  seconde 
ligne  du  tableau  du  n'^goi  ;  mais  afin  de  placer  l'origine  des  indices 
entre  les  deux  quantités  moyennes  qui  sont  désignées  ici  par  u^^  et  u,  et' 
faire  que  la  différence  de  ces  indices  soit  de  deux  unités,  il  faut  écrire^ 

— —  >  au  lieu  de  ^V  ^^  remplacer  ensuite 

\ 

par  m 

'.  ...M_,,       U^Sf       ^^Zf       "-O       «'O        «^3,       "5*       1/7,.... 

En  effectuant  ces  transformations  avec  soîn  ,  on  retombera  sur  l'ex-' 
pression  de  u^^  relative  au  cas  où  le  jiombre  des  quantités  données^ 
est  pair* 

go5.  J*aî  supposé  jusqu'ici  que  les  dîffcreîices  dés  valeurs  de  la  variable  ' 
indépendante  x  étaient  égales  entre  elles;  cette  circonstance  ne  se  ren-^' 
contrant  pas  toujours,  il  est  à  propos'  de  construire  une'  formule  qui' 
n'y  soit  pas  assujétie»  C'est  à  quoi  Ton  parvient  en  prenant  '  encore  pour  ' 
le  terme  général  de  la  série  des  quantités  données,  une  fonction  ration-'" 
lïelle  et  entière  de  la  variable  x. 

Celte  fonction  j  écrire  sous  la  forme  ' 

€ft  devenant  successivement 

lorsqu'on  donne  à  x  les  valeurs       • 

£durnit^    pour  déterminer  les   coefficiens  -rf>. -5,  -C',  /?,   etc.,  les 
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équations 

u  =1  j4  +  Ba  +  Ca*  +  Da^  -+-  eXc, 
u,==r  J  +  Ba,-h  Ca\  +  Da\  +  elc, 
!/.=  A  -h  Ba^'\'  Cal  +  Dal  +  etc., 
u^z^s  A  -i^  -^«3+  C^l  +  J^^l  +  etc., 
etc. , 

dont  le  nombre,  tï+i  ,  est  égal*à celui  des  coeflSiciens  A^  £,..•. P. 
Si  l'on  retranche  successivement  la  première  de  la  seconde^  celle-ci 
ûe  la  troisième 9  et  ainsi  de  suite,  on  parvient  à  des  résultats  respec* 
t^vement  divisibles  piar  «j  — «,  a^ — a,,  «j— «aj  €l<^«>  d'où  Ton  lire 


0] —  a 


S  +  C(ar{^  )  4-'-0(aî  +  a,a  +  a*)  +  etc.  y 


aTZS;  =*  ^  +  ^C^^+^O  +  J^«  +  ^s^rf-  «0  4-  etc. , 

^^  =  J9  -4-  ^(^a+«.)  +  D(al  +a,a,+  a:)  H-  etc., 
etc. 

Pour  rappeler  Fanalogie  que  le^  premiers  membres  de  ces  équations 
ont  avec  les  différences,  nous  ferons,  comme  M.  Laplace, 

et  nous  aurons 

cTk  =2  5  H-  C(a,  +  a)  +  Z?(aî-f-/ï.d  Ij-ô*)  4:  etc.", 

Su,=  B  +  <?(a.-f-û,)  +  DÇal  +  a^a.  +  a'l)  +  etc.,    • 

J^«,=:  ^  +  C(.Ï3  +  ^0  +  IXi^l  +  a^^^al)  +  etc., 
■  etc. 

Retranchant  encore  chacune  de  ces  équations  de  celle  qui  la  suit,  les 
résultats  deviendront  divisibles  respectivement  par  n^-^^a,  a,-— aj,  elc.5 
et  faisant,  suivant  l'esprit  de  la  notation  établie  ci-dessus. 


pn  trottf  cra 


^ï^-^^cT-a,     £ïfîiri!^  =  jv.|,.,    etc., 

<f  •«  =  C  4-  Z>(tf.  +  a,  4-  a  )  H-  etc. , 
etÇt 
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soustrayant  encore  chacune  de  ces  équations  de  celle  qui  la  suit  ^  les 
résultats  seront  divisibles' par  a^^^a,  etc.;  on  fera  donc 

î TSzS'^Uy      etc., 

et  Ton  obtiendra 

d^^M  =:  2>  +  etc. 

# 

La  marche  du  calcul  est  déjà  sufGsaniment  établie*  pour  être  continuée 
autant  qu'on  le  voudra. 

S'il  n'y  avait  que  quatre  valeurs  données,  u^  u^y  u^b\  u^^y  Texpres- 
sion  de  u^  pourrait  s'arrêter  au  terme  Doc^-y  alord  les  équations  ci-dessas 
conduiraient  à 

D      =       ^^Uy 

B  =z  J'u  — (a^  +  à)<f*u  +  (a^a,  4-  û^a  4-  a,à)J^u  , 
et  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  u^y  on  aurait 

+  {jX^  —  (û^  -f-  ^1  +  ^)  Jr*  +  (a^a^  +  a^fi  -j-  a^a)X'^a^a^d\^^u. 

D  est  facile  de  voir  que  les  coefHciens  de  JVi,  <r*a,  J'^Uy  peuvent  être 
décomposés  en  Êicteurs  simples  ;   et  en  le  faisant,  il  vient 

tt,=  u  -f-  {x — a)S'u  +  (x  — a)(x —  a^)S^u+  (x—<i)Qx>--^,){x^a^S'^u. 

Cette  expression  peut  s'étendre  à  tel  nombre  de  valeurs  données 
qu*on  le  voudra,  au  moyen  des  quantités  /«/,  cT^w,  «T^w,  etc.,  dont 
la  dérivation  successive  est  indiquée  par  la  suite  d'équations 

03— a  '    C4 — ai  ' 

— i zsJ'^Uy  etc., 

«4 —  a  '  ' 

etc., 
comprises  dans  l'équation  générale 

Cr+i  — «f 

5.;  5 
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Sous  ces  conditions ,  on  «ura 

• 

9o4'  Quand  I«s  valeurs  a,  a,,  a,,  ..,.  sont  équidifferenteSy  on  a 
d'où  il  suit 

de- 

Avec  ces  valeurs  et  faisant  X'^a^^^h^  ^  on  retombera  sur  Texpressroa 
de  u,  obtenue  dans  le  n""  899. 

905.  Lescoefficiens  représenlés  par  J'u,S*u^  J^Uy  etc.,  sont  suscep- 
tibles d'une  forme  assez  remarquable ,  que  nous  allons  indiquer. 

^«==  2:112  =-21-4.-2-., 

«a— a  a»— a  (as— a*"'" «a— «10»       «r— a       c— cj  * 

et  si  Ton  réduit  ensemble  les  deux  termes  affectés  de  u,,  il  viendra 

(a.— a)(aa— «1)  "*"  (oi— «)(oi— a»)  "**  C«— û»)ôâ— «j^^ 

ou  obtiendrait  semblablemeni 


«s 


^os— aKa«-— a.Va«— fl«"i    r.  Ta-— û 


(os— a)(a3— a,)(ar— fla)    K  (fla— a) (0^—00(0.— «3) 


+ 


^^  (Oi — a)(fl, — ^flO(ûi — C3)    "^  (a— Cl)  (a — Ca)  (a — 03) 

ce  qui  suffit  pour  mettre  en  évidence  U  loi  de  ces  expressions. 
En  les  substituant  dans  cellç  de  i^^>  et  rassemblant  les  terrn^  dans 
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lefqtiels  n porte  le  même  indice,  on  aurait  un  résultat  de  la  forme 

tt,  =  aa  -f-  jSw,  4-  yu^  +  etc., 

qui  s^obtient  immédiatement  d'une  manière  beaucoup  plus  simple,  ainsi 
qu'wi  le  verra  bientôt. 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile,  pour  FappKeation  de  la  formule  du 
n*  go3 ,  de  remarqtier  que  si  Ton  y  met  successivement  pour  x  les  va-* 
leurs  a^  a^y  a^^  etc.,  oh  formera  les  ëcjuations 

w,  =a^  tt  +  (tf , — a)hÂ  ,  '    • 

1^  =  fi  +  {a»--à)^u  +  (a^ — a)(a^ — u,)i^u  , 

etc. , 

an  moyen  desquelles  cbacun  des  coefficiens  S'a,  ^*Uy  J^u,  etc.,  est  dé- 
terminé par  ceux  qui  le  précèdent. 

906.  Euler  s'est  occupé  spécialement  des  '  expressions  de  la  forme 

II,  =  ^x  +  Bx^  •+-  Cx^  +  etc. ,    u^z=z  Ax^  +  Bx^  +  Cx^  tf-  etc.  j 

mais  il  n'est  pas  nécessaire  de  s'y  arrêter  beaucoup ,  car  leurs  coeSi-- 
ciensse  déduisent  de  ceux  de  la  formule  du  n*  précédent.  Il  sufQt 
pour  cela  d'observer  qu'en  divisant  par  x  les  deux  membres  de  la  pre^ 
mière,  et  par  or^  ceux  de  la  seconde ,  on  en  tire  les  suivantes  : 

^  ==^  +  5^»+  CJjc^  +  etc,    ^=^  +  5jc*4^Cjp^-f-elc.i 

qui  devienneat 

jji^,^A  +  Bx'  +  Cx^"^  4-  Dji\^  etc.; 

lorsqu'on  fait  X*  sa  jp'  et  qu'on  remplace  par  1*',,,  les  fonctions  —,  et  ^^. 

Ces  changemens  étant  effectués  dans  les  valeurs  àe  A ^  By  Cy  etc., 
obtenues  précédemment  (905),  donneront  celles  qui  conviennent  aux 
formules  proposées. 

L'expression  de  r/',/,  étant  mise  sous  la  forme  donnée  en  dernier  lieu 
a  celle  de  u,  (905) ,  deviendra 

i/^^u'±  (x^^a-)  cTw'  4-  (a:-—  «^X^*— aî)/^w'  +  etc. , 
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où  il  ne  restera  plus  qu'à  mettre ,  pour  la  fonction  li^,  et  les  qnantitéi 
qui  en  dérivent,  chacune  des  valeurs -^, -^,  d après  lesquelles  vl  se 

change  successivement  en  -  et^  :  les  valeurs  de  cTw',  «TV,  ^^liy  elc.^ 

de'veloppées  comme  le  sont  celles  de  S'Uy  S'^Uy  cf^M,  etc. ,  dans  le  n^^goS, 
seront  semblables  à  celles  qu  Euler  a  trouvées  pour  les  coefliciens  de  ses 
formules* 

907.  Les  lois  de  réiimînalîon  des  inconnues^  dans  les  équations  di» 
premier  degré,  font  voir  que  les  valeurs  de  ^^  i5,  C,  2?,  etc.^eon»^ 
dues  des  équations     • 

a  =  ^  +  ^^  +  <^û'  +  Da^  +  efc;  ; 
!/.=  J  4-  Ba^+  Cal  +  ^^l  +  etc.  ^ 

i/,=  ^  -f-  jfftf^H-  Cai  4-  Dal  4-  etc.^ 

ite  sauraient  contenir  les  -quantités  UyU^^u^y.^^.u,,  qu'au  premfer 
degré ,  et  dans  le  numérateur  seulement.  U  suft  de  là  qu'on  peut  poser 
l'équation 

K,  S=  Xu  +  X^Ui  +  XjLL^.  •  ^ . .+  X^^  j 

qu^aloFS  les  fonctions    Xy  JT,,  X^y ...•.^,,.  ne  dépendront  que 

de  la  variable  x  et  de  ses  valeurs  a^  a^y  a^^ a«.,  et  qu/on  aura^ 

u,^=iUy    quand  .r  =  a,,  si 

w,  =!  M^,   quand  x  =  ^,.,  si 

jr=:Oy     Jl I  ==  I  ,     X.  =  O,.  ^. .  •-JT»  rr:  o*f 
«^  =  2/^,    quand'  oé:=z  a^ ,  st 

jr=o,     JT.srro,     Jf,.:iisi, JT^saie^ 

% 

u^rzzu^y  quand  jr^=  tf„ ,  si 

X  zzt  C'y     Xj  zzz'O  y     Ji^. 3=  o-, .  • . .  . Xf^  3=:  f-. 

En  considérant  par  colonnes  le  tableau  des  conditions  indiquées  ci- 
dessus,  oa  voit  d'abord  qvtç  h  fonclioa  X  doit  s^évanouir  iQrsqu'oa 
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donne  h  x  toutes  les  valeurs  comprises  dans  la  se'rîe  a^  a^^  %^  . .  * .  *  a^j 
excepté  la  première.  On  satisfait  a  cette  condition ,  de  la  manière  la 
plus  simple^  en  prenant  le  produit 

•  .  (^  — fl.)(x  — «.) (^  — ^.)^ 

que  la  supposition   de  :c=:^i  change  en 

divisant  donc  le  premier  produit  par  le  second^  le  quotient,  qui  devient 
lanité  quand  a:=:a^  remplira  toutes  les  conditions  imposées  pour  la 
fonction  JT,  et  Ton  pourra  £aire  par  conséquent 

On  IrouYCra  de  même 

....\..\..J 

•  *  (««—«)  («a— Or) .  .  .  (ff«— a«:.i>  ^ 

im  aura  donc  l'expression 


(a — aOCa — û^)  . . .  (a — a, 


)  (ci — a)(a,— a,)  . . ,  (a,— o»)     '       f 

,^  (j>-a)Cx— g,)  . .  .'(j:— g|,-»)-^     1  ^ 


très-commod^e  pour  les  applications  y  puisqu'on  eu  peut  calculer  immé«* 
diatemenl  teus^  les  ternyes  par  les  logarithmes.^ 

go8.  Cette  formule,  due  à  Lagrânge^  est  remarqùaBTe  nôn-seule- 
menl  par  son  élégance,  mais  parce  qu'elle  montre  l)ien  comment  Tin- 
terpofâtion  est  un  problème  indéterrtîné,  lorsqu'on  ignoré  la  forole  de 
Ja  fonction  deii  dérive  la  série  des  nombres  donnés  (898}: 

£a   efTet^  le  produit 

qui  forme  ïe  numérateur  de  X,  n'est  pas  la  seule  fonction  susceptible 
de  s'éviHau>uir^^ar  les  valeurs  ^s=a^^  :s=za^^.^.,^a^^  Si  Ton  sort  des 
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fonctions  ^ëbriques^  on  trouve  d'abord  l'expression  trës-shnpie 

sinpÇjc — ^,)siny(jc— a.) sini(.r—i ^«)  , 

qui  jouit  de  cette  propriété ,  quels  que  soient  les  nombres  p^  9y  **  ^^P 
on  pourra  donc  poser  encore 

xr  sJnpÇjg— flQ  sin  (/(.T— ga)  «  «  .aïnt(x^^a„')  , 

"~*  sin p{a — Oi )  sin  q («—  c/a) . . .  sin  i{a — ^o»)  ' 
Y  _^  s\np\x —  g)  sin  q'(x — Oa) ...  sin  t^(.r>— g,,) 
*  "^  >siD/i'(gi— c)  sjn<jf'(^i — û»)  •  •  .8int'(ai— g«)  • 

etc. , 

jcn  observant  que  les  nombres  p\  q\ . . .«',  peuvent  être  difTérens  des 
liombres  p^  q. . .  .ty  et  ainsi  de  suite  pour  toutes  les  autres  fonctions  X. 

Si  de  pareilles  expressions  s'accordent  avec  celles  du  n''  précédent , 
pour  les  valeurs  de  j:  comprises  dans  la.  série  a  y  a, y  a^y. . .  .a,,  elles  eu 
diffèrent  beaucoup  dans  l'jntervalle^  dès  que  les  arcs  ne  sont  plus  assea 
petits  pour  être  sensiblement  proportionnels  à  leurs  sinus. 

On  peut  varier  ces  formules  d'un  grand  nombre  de  manières  ;  Charles 
en  a  proposé  plusieur%  autres ,  dont  voici  les  plus  simples.  En  repré- 
sentant la  demi-circonférence  par  tt,  et  supposant  que  les  valeurs  a , 
a, y  a^y  etc.  soient  la  suite  naturelle  des  nombres  Oy  \y  2y  3^  etc.^  oa 
peut  faire 

tt,=  p  -. h  g  -• — T — r  +  ^  -^ — ? — r  +  etc.^ 

*        '^    sinpTtx      •     '     sin<75r(a>— i)      •  sin7^r(j: — a)      •  ' 

usinwx     ,  w»sinîr(x — i)     ,  m,  sin  «-(x— a)     , 

Dans  les  deux  premières  formules,  les  quantités  />>  ^>  r,  et^.  ^  sont 
indéterminées^  mais  cependant  assujéties,  dans  la  première,  à  la  condition 
de  n'être  pas  des  nombres  entiers  ou  des  fractions  dont  le  dénominateur 
soit  moindre  que  le  plus  fort  indice  de  u.  Ces  quantités  peuvent  servir  à 
remplir  des  conditions  auxquelles  seraient  soumises  en  particulier  les 
valeurs  intermédiaires  que  l'on  cherche. 

La  composition  de  ces  formules  est  fondée ,  comme  celle  des  précé- 
dentes y  sur  ce  que  les  deux  membres  deviennent  identiques  lorsqu'on 
fait  successivement 

a:=:o  etUj,zs:Uy    xzsii  elu^z=iUiy    x=:2  et  e^,=s£f»^    etc. 
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le  second  membre  se  réduit  d'abord  à  un  seul  terme^qui  se  présente^  fi  là 
vérité  9  sous  la  forme  de  f  ^  mais  doqt  il  est  facile  de  trouver  h  vraie 
valeur.  En  effets  si  l'on  suppose ^  par  exemple  y  a:=  i  ^  les  numérateurs 
des  termes  des  deux  premières  formules  s'évanouissent  tous,  mais  il  n'y 
a  que  le  dénominateur  du  second  terme  auquel  il  en  arrive  autant  j  main^ 
lenanl^  si  Ton  observe  que 

«n^(a:-0  c=  lÇ£lIi2-.!f^^'.4.  etc.  (Int.  09). 

on  Terra  que  les  expressions  7  ^^—±~^,  ^.i__^^^^sereduisenf> 

Tune  k  u^y  Tautre  à  ^2/.,  lorsque  x=:i.  Les  numérateurs  de  tous  lels^ 
termes  du  second  membre  de  la  troisième  formule  étant  multipliés  pat 
(sin^a-)%  s'évanouiront  toutes  les  fois  que  x  sera  égal  à  un  nombre  en- 
tier; mais  il  n'y  a  qu'un  seul  des  dénominateurs  qui  disparaisse  :  quandi 

•n  a,  par  exemple,  or  =  i,  le  terme-*-  -^h — -rr*  se  réduit  asT*«,. 

Lagrange^  en  dernier  lieu,  a  indiqué  la  formule 

«,  =  J'sin  —  -f-  J"sia  ^  4-  ^'"sin  —  +  etc. ,, 

t 
comme  pouvant   servir  à  l'interpolation  d'une  série  de  termes  pérlo-^ 
diques  qui  redeviendraient  o,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
dans  la  série  a,  2/1,  Za,  etc. 

De  ce  qui  pi'écède,  on  doit  conclure  que  des  fonctions  peuvent 
avoir,  pour  des  accroissemens  donnés  de  la  variable  indépendante, 
des  différences  constantes,  sans  changer  pour  cela  uniformément  dans 
toute  la  suite  de  Ifeurs  valeurs.  Celte  considération ,  que  je  ne  fais  qu'in- 
diquer ici,  se  représentera  dans  la  discussion  sur  l'espèce  de  quantité^ 
fue  la  formation  des  diiTérences  suppose  constantes. 

909.  La  fonction  a',   ayant  des    différences   croissantes  d'ordre  eh 

erdre  (891),  lorsque  a'  — ?•  1  >  i,  peut  servir  à  représenter  une  série  qui 

Joivrait  celte  marche;  et  M.  Prony  donne  une  méthode  très-simple  pour 

déterminer,  par  un  nombre  suffisant  de  valeurs  connues,  les  coefficiços 

Jj  B,  C,  etc.,  et  les  quantités  ot.^  ^  ^y^  etc.,  de  l'expression 

v^  ==  JffL'  +  B^^-^-  Cy*  H-  etc.  ; 
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maïs  comme  celle  mélhode  revient  au  fond  à  trouver  le  terme  général 
des  suites  récurrentes ,  question  que  je  dois  traiter  plus  loin  avec  éten- 
due, je  différerai  jusque  là  den  parler. 

Je  ferai  seulement  observer,  dès  à  présent,  qu'un  nombre  élaul 
connu,  lorsqu'on  a  déterminé  son  logarithme,  on  peut  appliquer  Fin- 
terpolation  à  la  série  des  logarithmes  des  nombres  donnés.  Slirling  a 
pris  ce  mo^^en  pour  la  série 

dont  les  différences  croissent  dans  tous  les  ordres,  et  qui  répond àla  série 

II,     II,    li+\2,    li-hl3+lS,     etc., 

dont  les  différences  premières  sont  les  logarithmes  de  la  .suite  naturelle . 
des  nombres.  Je  n'entreprendrai  pas  ce  calcul,  parce  que  la  série  pro- 
posée sera,  d^stns  la  suite,  l'objet  de  considérations  plus  générales. 

4^10.  La  première  idée  détendre  une  table,  en  insérant  de  nouveaux 
termes  entre  ceux  qu'elle  contient^  parait  appartenir  à  Briggs;  mais 
c'est  à  Mouton  qu'on  doit  les  notions  les  plus  simples  sur  ce  sujet.  La 
méthode  qu'il  publia,  dès  1670,  est  non-seulement  curieuse,  mais  pour- 
rait avoir  l'avantage  de  la  brièveté,  sur  les  formules  rapportées  précé- 
demment, s'il  s'agissait  d'insérer  un  grand  nombre  de  termes  cousé^. 
cutifs  dans  une  table  donnée. 

Au  lieu  de  calculer  chacun  des  nouveaux  termes  isolément,  il  cherche 
les  différences  successives  qui  doivent  régner  entre  ces  termes,  et  com- 
plète la  table  par  la  seule  addition ,  comme  on  l'a  indiqué  dans  le  n*  880; 
Le  principe  fondamental  de  cette  méthode  consiste  a  supposer  que  lors-* 
çuune  série  conduit  à  des  différences  constantes,  pour  des  indices  équidiffé* 
rens,  les  nombres  intermédiaires  auront  aussi  des  différences  constantes  dans 
le  même  ordre ,  s^ils  répondent  à  des  intervalles  égaux.  Cela  n'est  vrai  que 
pour  les  fonctions  rationnelles  et  entières,  et  résulte  alors  de  l'expressioa 
de  A".  jt:"(885),  qui  demeure  la  même  lorsque  l'accroissement  h  ne  change 
pas.  Venons  maintenant  à  l'application. 

Soit  la  série  des  nombres 

0,     i5,    4'j    87,     162,     275,    etc.,      ^ 

dont  les  différences  troisièmes  sont  constantes,  et  entre  lés  termes  con^ 
sécutifs  de  laquelle  on  se  propose  d'en  insérer  deux  nouveaux  assujëtis 
^  la  même  loi  ;  il  faudra  par  conséquent  que  dan;  la  nouvelle  série  le9 
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différences  troisièmes  soient  également  conslantes.  Désignant;  pour 
abréger  y  par  les  lettres  a^  ly  €,d,\e  premier  terme  de  cette  série ,  sa 
différence  première ,  sa  différence  seconde  et  sa  différence  troisième^  on 
formera^  par  les  principes  du  n"*  880^  ce  tableau  : 


Indices. 

Différences  i»". 

Différ.  a". 

Différ.  3-. 

I 
a 

a 

a-f-  * 

B 

5 

a+3b+    e 

h+c 

c 

4 

a+Sb'i'  Zc-\-    d 

b-\-3C+      d 

c4-  d 

d 

5 

04.4*4-  ec-h  4d 

A+3c4-  5d 

c~i-ad 

d 

6 

ar^5b-{-ioc-^ïod 

A-h4o4-  6d 

c-i-^d 

d 

7 

a-i-ôb+iSc-^aoâ 

*-f-5o-fioi 

c+4d 

d 

S 

a-\-jè-{-2 1  c+354 

b-i-6c-{-i5d 

.c-h5d 

d 

9 

04.8*4-3804-56^ 

b-i-yo^-Sïd 

c+6d 

d 

10 

<H-9*+36c+84rf 

l>-{-Sc-i~28d 

c+ld 

d 

et  en  le  prolongeant  aussi  loin  qu^il  sera  nécessaire,  on  trouvera, 
dans  la  première  colonne,  tous  les  termes  d'une  série  quelconque^ 
dont  les  différences  troisièqçies  Siont  constantes;  mais  lorsqu'on  aura 
intercalé  deux  nouveaux  termes  entre  chacun  de  ceux  de  la  série  pro-v 
posée,  le  second  de  cette  série  sera  le  quatrième  de  la  nouvelle,  le 
troisième  deviendra  le  septième,  etc.,  et  en  général  il  faudra  laisser 
iSans  la  première  colonne  du  tableau ,  entre  chacun  des  termes  qu'on 
prendra  ,  autant  de  termes  intermédiaires  qu'on  veut  en  intiercaler. 
Dans  l'exemple  acjtuel,  les  termes  donnés  répondront  aux  suivans  : 


Indices. 


Noinbres. 


a-f^6&4-i5^+30£3{ 


10     [     a4-9A+56H^4i 


Différences  !■■••. 


ZI^  ZcJ^    d 
3A4.21CÎ+64J 


Différ.  fl*V 


gc-hi8i 


Différ.  3". 


ajd 


dont  les   différences,  placées  à  côté,  doivent  être  identiques  avec  celles 
ouîrcsnltcnt  des  nombres  o,  i5,  4^»  ^7»  ^*^-  En  calculant  ces  der^ 
mères,  on  obtient  x5  pour  la  première  différence,  11  povir  la  deuxième, 
5.  6 
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et  9  pour  la  troisième  ;  et  les  comparant  avec  la  formule  qui  occupe  I» 
première  place  dans  chaque  colonne  du  tableau  ci-dessus  ^  en  comment 
çant  par  la  droite^  on  trouve 

d'où  Ton  tire 

w       1  5      ,       i3 

on  a  de  plus  <i  =0^  et  par  le  moyen  de  ces  valeurs^  on  formera  sue-* 
cessivement  tous  les  termes  de  la  série  interpolée. 

911.  Mouton  ne  put  résoudre  lui-même  la  question  qu'il  s^était  pro-' 
posée  ;  ce  fut  un  de  ses  amis ,  nonmié  Kegnaud  ^  qui  construisit  par 
induction  le  tableau  qu'il  rappoi*te  dans  son  ouvrage ,  et  dans  lequel 
les  différences  cinquièmes  sont  supposées  constantes  ;  mais  la  décoo- 
verte  des  formules  générales  d'interpolation  y  fit  oublier  le  procédé  pro-* 
posé  par  Mouton.  Lagrange  et  M.  Prony  l'ayant  repris^  l'ont  réduit  en 
formules  ,  ce  qui  s^opère  aisément  comme  il  suit. 

Soit  7Z+I  le  nombre  des  termes  donnés;  on  aura  en  général, 

,.        I        ^      A..        I        ^(^ 0      Aâ  I        *(^ l)(X  — fl)       ., 

i  *         i.a  '  i.a.o 
+  ^(^-0(^--^)--(-»->'»-H.)  ^.„  (fl^). 

l.fl.O I»  \    ^   J 


Pour  intercaler  m —  i  termes  entre  «,  et  «,^,,  dont  les  indices  différent 
de  l'unité,  il  faudra  partager  cet  intervalle  en  m  parties  égales,  c'est- 
à-dire  faire  croître  x  par  des  différences  égales  à  -^^  ou,  posant  a:  s—^ 
faire  croître  t  de  l'unité;  et  l'on  aura 

.    tQ  —  m)(^~ Qm) Zt—  in  ~  i)m2 

^^  i.a.3 nrn"  ** 

Prenant  alors  les  différences  successives  de  cette  expression ,  en  se  rap^ 
pelant  que  toute  fonction  rationnelle  et  entière  d'une  variable  n'a  pas 
de  différences  d'un  ordre  supérieur  à  son  degré  (886),  on  obtiendra 
en  général. 
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A"*,  =  ^'-  *C^"'Xt-am) Çf  -.  (r~  x)m\  ^,^         ' 

».a.3 rm' 

.     A'.f(f-m)«-am) (t-mr) 

^^         i.a.3 0+i)m'+'         ^      " 

'. ; , .  ^ 4 

^  A^f(f-m)(<~am) p-(«-iy]  ^,^  , 

1  .2.3 »m*  ^ 

OU  il  faut  observer  que  Am,  AVi ,  etc. ,  ^  coDcIuant  défi  termes  donnes , 
sont  constans;  que  la  caracléristique  A  e  rapporlant  aux  variables  qui 
croissent  de  Tunité ,  A'  indique  les  dliTérences  relatives  à  a:  qui  croit  de 

-;  qu'on  doit  faire  ^  =  o,  après  les  diflërentîations,  et  qu enfin  on  doit 

donner  à  r  les  valeurs  i,  2,  5, n^  pour  obtenir  les  difiërences  b, 

c,  rf,  etc,  (910). 

Si  Ton  développe^  «uivant  les  puissances  de  /,  les  produits  qu'afiecte 
la  caractërîsliqae  A ,  on  aura 

A^(f +'+^'/wr    ^B'm'tf-' +S'm^         ==  A^r+'-f-^'/7l A^r, 

Atr*-*+^'/nr-^«+J5"mY +rW-*-')=  A^r-^»^-^''mA^f-*■'+J5"/»•A^r, 

etc.; 

cl  désignant  par  a,  ]8,  y^  etc.,  les  valeurs  de  A\f,  A\f^',  A\f'*-%  etc., 
il  viendra  enfin  ^  * 

I>orsque  r=  w,  «  =  i.2.3«.../2  (885) ,  et  il  vient  A'*tt  s=  — ^,  résultat 
auquel  Mouton  était  aussi  parvenu. 

919.  La  question  de  trouver  ï indice  miquel  doit  répondre,  dans  une 
série  de  nombres  donnés ,  im  nombre  compris  entre  deux  termes  de  cette  série, 
revient^  au  fond,  à  prendre  pour  indices  les  nombres  donnés  et  à  inter- 
poler la  série  des  indices  :  la  recherche  du  nombre  qui  répond  à  un 
logarithme  donné  ^  non  coippris  dans  les  tables^  est  de  ce  genre. 

SiJes  indices  sont  équidifférens^  et  que  les  valeurs  de  Az/,  A^u,  A^^/^etc, 
forment  une  suite  très^-convergente^  le  problème  se  résout  fisicilement , 
au  moyen  de  Téquatiou 

w-=  1*4--  Aa-f-  -î^- -ùk*U'\"^ ^ — ^A^a+etc; 

dans  laquelle  u,  est  donné  et  x  est  Tinconnue.  En  désignant  par  A'a 
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la  différence  donnée  entre  u,  ei  Uy  on  en  tire 


a: 


.      ,  X — 1  .  -     ,  (x — i)(x  —  a)  .  -     ,   ^ 


et  ne  tenant  compte  d*abord  que  du  premier  terme  du  dénominalenr , 


à'u 


on  aura  pour  première  valeur  approchée  j  x=  — .  Soit  cl  cette  valeur; 


on  la  substituera  dans  le  second  terme^  on  négligera  le  troisième  et  les  sui- 
Tans^  et  il  viendra  pour  deuxième  vaTeur  approchée,  x=z ■ — .  11 


Aii+ 


A*u 


est  maintenant  aisé  de  contihuer  ce  procédé  autant  qu'il  sera  nécessaire;: 
et  d*en  faire  Tapplication  numérique. 

Si  les  différences  ne  décroissaient  pas  assez  rapidement  pour  n'en  con^ 
sidérer  qu'use  à-la-fois,  la  détermination  de  x  ne  pourrait  s'effectuer  qu'en 
résolvant  une  équation  du  degré  marqué  par  l'eitposant  de  Tordre  des  dif-- 
férences  qu'on  regarde  comme  constantes.  Cette  équation  serait  du  troi- 
sième degré,  par  exemple,  ai  l'expression  de  u^^  s'arrêtait  à  ùJuy  car  on 
aurait  alors 

A'u  =  (Aw  —  1  A'M  +  ^  A^^r  +  (  x  A»« — j  A^u)x^  + 1  Jtr«  A^m. 

Diffvrencci       gi5.  Lcs  diverscs  valcurs  que  prend  une  fonction  de  deux  variables 

deX^îllio^^^     produisent  un  assemblage  de  séries  formant  une  table  disposée  comme 

placeurs  vAtia- cellÀ  que  l'on  attribue  à  Pythagore,  et  qui  renferme  ordinairement  les 

valeurs  delà  fonction  xy,  correspondantes  à  celles  des  variables  x  eijr, 

depuis  I  jusqu'à  9.  Voici  encore,  pour  exemple,  une  table  qui  résulte  de 

la  fonction  5  +  x*^2x/  +  5yK 

Valeurs  de  x. 


e 

I 

a 

5 

4 

etc. 

♦^ 

0 

5 

6 

9 

14 

ai 

etc. 

I 

8 

II 

»& 

a5 

5a 

etc. 

1 

a 
5 

»7 

22 

29 

58 

49 

72 

etc. 

î^ 

52 

59 

48 

75 

59 

etc. 

4 

55 

63 

86 

101 
etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 

etc. 
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C*csl  là  une  tahle  à  double  entrée^  parce  que  pour  en  désigner  un  terme 
pariiculier^  il  faut  donner  le  numéro  de  la  colonne  et  celui  de  la  ligne 
on  bande  qui  le  contiennent.  Ces  numéros  sont  suppléés  par  des  accens^ 
dans  le  tableau  du  n*  298,  où  j'ai  déjà  indiqué  la  manière  de  varier  de 
la  fonction  2,  dépendante  de  deux  quantités  x  eij",  mais  il  est  plus 
simple  et  plus  général  de  mettre  des  indices  au  bas  de  la  lettre  repré-* 
sentant  la  fonction.  Ainsi  u^y  dénotera  l'état  général  d'une  fonction  de 
ar  et  àejr-y  w^,,  la  valeur  particulière  qui  répond  à  :r  =0,  j^=o;  u^^^^ 
celle  qui  répond  à  ar=5,^=4,et  ainsi  des  autres.  Dans  le  tableau  cir 
dessus^  on  a  ' 

«^x,y  =  5  +  x''\^2ay'+  SjS    tt.,0  =  5,    «3^4  =  86,- 
elles  symboles  qu'on  vient  d'établir  produisent  k  tableau  suivante 

Valeurs  de  ». 


I 


0 

I 

3 

S- 

X 

0 

«... 

1^1,0 

«... 

Ws.o 

«X,. 

I 

a.,. 

«.,1 

«... 

«3,. 

».,. 

2 

"••• 

«.,a 

«.,. 

«3,. 

"x.. 

5 

/"••' 

w.,s 

«..3 

«3,3 



"x.3 

• 

•■ 

• 

• 

• 

« 

• 

• 

• 

•  ' 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 
• 

• 

• 

. 

• 

• 

7 

"•,r 

".,r 

«»,r 

«s,r 

•*••'••• 

«..r 

Considérées  séparément  y  chaque  bande  et  chaque  colonne  de  ce  ta- 
bleau forment  des  séries  dans  lesquelles  le  rang  des  termes  ne  dépend 
que  d'un  seul  indice ,  savoir^  jtrpour  tous  ceux  d'une  même  bande,  e\jr 
pour  tous  ceux  d'une  même  colonne.  Les  différences  de  ces  termes  se 
prenneot  donc  comme  à  l'ordinaire  ;  mais  il  faut  distinguer  celles  que 
prodoit  le  changement  d'un  indice,  de  celles  que  produit  le  changement 
de  l'autre^  et  pour  cela^  on  écrit  au  bas  de  la  caractéristique  A  celui  des 
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indices  qui  varie  ;  ainsi 

€e  sonl  là  les  différences  partielles  de  u^^y  (3i),  au  moyen  desquelles 
on  peut,  par  les  formules  des  n°*  882  et  883,  exprimer  le  terme  géné- 
ral d'une  bande  ou  dune  colonne,  par  le  premier  terme  et  ses  diffé- 
rences ,  ou  bien  la  différence  d'un  ordre  quelconque  de  ce  tei*aie  par  tous 
les  autres. 

914.  Si,  dans  les  formules  citées,  on  change  n  en  x,  el  qu'on  écrive 
z/o,p  à  la  place  de  Uy  on  obtiendra 

«,,.=«.,•+7  ^«"..»+-47^A,».,.4.        ^^^3 — -^  A^.,.4-eic.  (I), 

Pour  étendre  ces  formules  à  telle  bande  qu'on  vouclra,  il  suffira  de 
substituer  au  second  o,  qui  tient  la  place  de  ^,  le  numéro  de  la  bande. 
On  exprimerait,  par  exemple,  I^^  3,  au  moyen  des  quantités  u«  3,  ^,£«0,39  etc., 
relatives  à  la  quatrième  bande;  et  dans  une  bande  quelconque^ 

I   ^  A            •    ^{x — i)  A*          I    xTo:— 0(j7! — 2)  .s  ,      . 

f^s,}  —  «o,r  +7  A,«,,y  +  -TTa      ^'"•'^  +  '^Tst^ ^'"^'^  +  ^'^-  f 

mais  en  considérant  à  part  la  série  des  valeurs  contenues  dans  la  pre-^ 
xnière  colonne,  on  aùra-aussi 

u.,-r = u.„+y- v,o+^i2 a;«..,  +M^-o(y-a) ^j„^^  ^.  etc.  ai). 

Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans  la  précédente ,  pour  la  rapporter  à 
|a  valeur  primordiale  Wo,o  >  on  tombera  sur  les  expressions 

A,<A,tt.,.)  ,.    a1(A,m.,,) A^CA^V,,)  , 

dont  la  dernière  dénote  n  différentiations  par  rapport  à  Tindice^^  suivies 
de  m  différentiations  par  rapport  à  l'indice  ^,  et  peut  être  abrégée  ea 

jl'écrivant  ainsi  :  A,  ^  «^ ,,,  au  moyen  de  quoi  il  vient 
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formule  qui  exprime  le  terme  général  de  la  table ,  par  le  premier  terme 
»«,•  et  ses  difiërences  partielles^  qui  se  forment  de  la  .manière  suivante. 

gi5.  Les  termes*da  tableau^  considérés  dans  chaque  bande  en  parti*^ 
culier^  donneront,  par  le  procédé  du  n"*  88i^  les  nouvelles  séries 

«•,•,  à^o.'oy  ^s^.;c9  ^,«o,p,  etc.,  répondant  à  j^  =  o, 

.  %  3 

«o,«>  A^.,1,  Ax«p,u  ^,«0.1,  etc...... jr  =:   I,  V 

".,*,    A*«o,.,    AXo    A,Wa.a,    etc.,.-.. ^    =    2, 

Mo,3,    Ax2^o,3,    A1«p,3,    A,W,^3,    CtC.  , JT   =    ^ , 

etc. 

Si  Ton  retranche  maintenant  la  première  de  la  deuxième,  celle-ci  de 
la  troisième,  etc.,  il  est  clair  que  les  restes  exprimeront  des  diQ'érence» 
par  rapport  kj"^  et  suivant  la  notation  établie,  on  aura 

V..0,  ^Z\o,  A*;!;V«>  «^c.,  répondant  à^  =  o,^ 
Vo..>  ^^r^^o,»,  A^r^^^o  etc., 7"  =  I, 

etc. 

Retranchant  encore  ici  la  première  ligne  de  la  deuxième ,  la  deuxième 
de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite ,  les  restes  seront  dés  différences  se- 
condes par  rapport  à  j^,  savoir, 

A/t.,i,  A,,yK,.„  elc,  repondant  a^  =  o,  . 

.»  .  •+» 

Vo,i,  A*,y«o,,,  etc., X  =  li 

etc. 
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Relrancbant  encore  ici  la  première  ligne  de  la  deuxième^  etc.;  on  for«^ 

mera  des  différences  troisièmes  par  rapport  ay^  savoir^ 

AyMo,oj  etc.,  répondant  à^=o^ 
e^c. 

On  poussera  cçtte  manière  d'opérer  jusqu'où  il  sera  nécessaire  ;  ras^ 
semblan<t  les  termes  relatifs  à  u^.^  qui  composent  la  première  ligne  de 
chaque  groupe^  on  aura  toutes  les  différences  indicjuées  dan^  la  fbr-^ 
mule  (III). 

Ce  procédé 9  appliqué  au  tableau  delà  page  44 >   lionne 


!«'  groupe. 

a,*  groupe. 

3*  groupe. 

4«  groupe. 

5,  I,  a,  o 

8,  3,  3,  o 

5,  2,  0 

17,  5,  a,  0 

9y  ^y  0 

6,  jo 

33,  7,  3,  0 

i5,  2,  0 

.6,  0 

0 

elc. 

etc. 

etc. 

etc. 

et 


d'où  il  résulte 

^  *  8 

A,«.,,  ss  Z,  A,,y  «,,,:^  a.  A, ,  «,.=  o, 
Ay«,,,  =  6,  A,,y«,,,=  o, 

aJ«...  =  o, 

=  5  -I-  j[f  H-  20^  +  5;^% 
fonction  identique  avec  celle  qui  a  servi  à  former  le  tableau. 

gi6.  En  considérant  d  abord  les  séries  contenues  dans  les  colonnes  p 
les  différences  relatives  à  /  se  seraient  présentées  les  premières ,  et  l'on, 
serait  arrivé  à  une  formule  semblable  à  (11)^  mais  dans  laquelle  j^  au- 
rait pris  la  place  de  «r  ^  et  réciproquement.  Il  est  évident  que  ces  deasc 
formules  doivent  être  identiques^  et  que  par  conséquent  Ton  peut  in(er-« 
vertir  Fordre  des  opérations  en  prenant  les  différences  ^  comme  lorsqu'il 
^'agit  des  différentielles  (27). 
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Cela  86  voit  aussi  par  la  formation  même  de  Texpression  A*^'«,y, 
en  observant  que  si  A  et  A:  désignent  les  accroissement  de  ^  et  de  ^, 
iis^  élant  ((x^jr^,  il  vient 

expressioaoà  Ton  ne  ferait  qu'échanger  entre  eux  le  deuxième  terme 
et  le  troisième^  si  l'on  intervertissait  Tordre  des  différentialions.  II  suit 


de  là 9  comme  pour  les  différentieHes,  que  la  valeur  de  A^^/w^^^ne change 
point,  dans  qaelqà'ordi'e  qu'on  effectue  les  opérations  indiquées  par  ce 
symbole  (^8), 

917.  Sî  l'on  hit  u,y=^xy^y  01»  trouvera  sans  peine  que  le  premier 
terme  4^.  à„y  .afj^  est 

et  que  cette  différence  devient  çoQStante  lorsque  m=:p,  n^szq. 

U  8Bit  de  là  que  Ton  p<arvient  à  des  différences  constantes  lorsque 
u^^y  est  unie  fonction  rationnelle  et  entière  par  rapport  aux  variables  x 
et  jr^  et  que  par  conséquent  la  formule  (III)  du  n*  914  se  termine  dans  ce 
cas.  U  est  à  propos  d  observer  que  si  on  effectuait  les  produits  indiqués, 
elte  prendrait  la  forme 

Us,j  s=  w»,o  +  ^^  +  Bx^  +  Cr*    4-  etc; 

jf ^y  +^^+<?'^/+  etc. 

'  ri-  ^y  +  ^'^*+  etc. 

rf-C'y  +  etc. 

i-fr  etc.  ; 

qui  est  ceDe  d'une  fonction  rationnelle  et  entiière  ordonnée  suivant  les 
puissances  des  variables  x  et  jr. 

918.  Par  des  transformations  semblables  à  celles  du  n*  899,  les  for- 
mules (I),  (U)  et  (lil)  (914)  deviennent  propres  à  Tinterpolation^  pour 
obtenir  des  termes  compris  ^  soit  entre  ceux  d'une  même  bande,  soit 
entre  ceux  d'une  même  colonne,  ou  enfin  tombant  entre  deux  bandes 
et  deux  coloxmes,  c'est«à*dire  portant  à-la-fois  deux  indices  frac^ 
{ioanaires. 

5.  7 
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Ceci  n'a  besoin  d'explication  que  par  rapport  à  la  formule  (IH).  Vent 
lai  donner  totile  Textenslon  dont  elle  esl  susceptible,  supposons  que  h 
et  t  désignent  les  accroissemens  de  oc^  et  de  /;  que  la  valeur  repré- 
sentée par  He^o  réponde  à  a:=ay  ^=ij  et  pour  dîstîn^er  lésnouyeltes 
variables  x  et  jr,  des  indices  qui  ^  dans  )a  fbtinule  cotmoft:  dans  le  lai- 
bleau^  commencent  par  o  et  croissent  de  l'umté ,  dénotons  maialenani 
ceux-ci  par  m  e\n  ;  il  viendra 

jcr  =  rt  +  77ïA,    ^=i-{-7ïA:,     d*ou  ,  m  =  î^^^,  ./2  =  ?--r— . 

Enfin,  pour  abréger,   posons  x—-assih'fy — iss^y  et  mettOM  sïta>i 
plenient  u  au  lieu  de  u,^,  la  formule  (III)  sera  transformée  en    >  .  ' 

«,„=  «4-^  A^+  ^Ja.«    +  -L_^^4^«  +  etc. 


xôr  "'"  ^  ~â:^a   â 

Hh  «le 


Toutes  les  fois  que  les  nombres  j-^  -ry  tomberont  dans  la  suite  natu* . 

relie  o^  i^  a^  5^. ...  cette  formule  reproduira  les  valeurs  de ii«,^  dan# 
néespoi^r  des  indices  entiers  ;  elle  conviendra  par  conséquent  aux  indices 
fractionnaires  ^  sous  les  mêmes  restrictions  que'  celle  du  n*"  899. 

On  étendrait  les  considérations  précédentes  aux  fonctions  qui  dépendent 
de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables^  mais  avec  une  compli- 
cation dans  les  signes,  à  laquelle  on  échapperait  en  partie^  par  le  moyen 
de  l'analogie  à^s  puissances  avec  les  différences-  c'est  pourquoi  nous  ne 
pousserons  pas  maintenant  plus  loin  ce  sujet* 

919.  Nous  nous  bornerons  à  former  les  expressions  des  différences 
totales d'uQè  fonction  d'un  nombre  quelconque  dé  variables,  an  mbyén 
de  ses  différences  partielles.  Par  les  premîèteë,  on  entend  celles  qui  rë* 
sultént  du  cliangemeht  simultané  de  toutes  leà  variables.  Une  fonction  'u 
^^  ^;  f>  s*  l'on  n*y  fait  d'abord  varier  que  x^  se  thâhgera  en 
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CaisftDt  ensuite  varier  y  ^  dans  cette  seconde  valeur  ;  on  en  tirera 

Lorsque  la  fonction  u  contiendra  trois  variables  .r,^  et  z^  en  ny  fai- 
sant d'^ord  varier  que  les  deux  premières^  elle  deviendra 

u  +  A*w  +  LyU  -f-  A,  A,M  , 

e^cpression  que  la  variation  de  z  changera  en 

4-  A*A,A,w. 

Ce  procédé  peut  se  continuer  aussi  loin  qu'on  voudra;  mais  on  saisit 
bientôt  la  loi  de  ces  résultais^  en  y  supprimant  la  lettre  i^;  car  le  pre- 
mier devient  alors  - 

X  4'A,4.A,  +  A,A,  =  (i+A,Xi+A,); 
le  second, 

i4-A,4-A,4-A-r|-A  A+A,A,4-A.  A,4-A,  A,  A.  =  (i+A0(i+A,)(i4-A.); 

^l  Ton  en  conclut  qu'ils  sont  reqpeclivemeut  équivalens  à 

(i  4-  A,Xi  +  A> ,       (i  4-  A,Xi  +  AO(t  4-  A>; 

d'où,  en  retranchant  Tétat  primitif  i^,  on  déduit  pour  les  difierencea 

totales, 

% 

ss  A,«  +  A^4-A.A,tt, 

A«  =  ((iH-A,)(i+A,Xx4-A.)  — i}» 

=  A^  -H  A^  -i-  A/t  +  A,  A^  -♦-  A,  A.«  -f-  A.A,h  -f-  A.  A,  A^^. 

Poor oblenir  la  diffërence  seconde,  il  suffit  de  changer  u  en  Au,  dans 

la  différence  première.  LorMjae  U  fonclioa  ne  renferme  que  deux  ▼*• 

rîables,  il  -vient 

A'tt  =  A,A«  4- A,A« -4- A.A,A«  ; 

metUnt  pour  Ai*  sa  y^eur,  «t  développant,  pn  trouve 
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résultat  équivalent  à  '  " 

(A,  +  A,+  AA)*"  =  {(i  +  A^Xi  +  A,)  — !}•". 
Ces  formules  se  retrouvent  et  se  généralisent  avec  la  plus  grande 
facilité ,  par  Tanalogie  des  puissances  avec  les  différences  ;  et  Ton  en 
conclut  pour  une  fonction  de  trois  variables  ^ 

A»«  =  {(i  +  A.)(i  +  A,)Ci  4-  AO  —  I yu- 

920.  Il  est  visible  que  les  mêmes  formules^  lorsque  j»=:i^  doivejnl 
donner  la  différence  première  du  produit  d^un  nonibre  quelconque  de 
fonctions  dune  seule  variable.  Si Fon  fait^  /par  exemple^  uissjgrz  dans 

Au  =  {(i  +  A,)(i4-A,Xi+û.)  — i}«, 

il  suffira  d^observer  qu  alors  les  différences 

A^  £=: jzAr,       A«A,u  =  zArAy-,       A^A^^a  =  ArA;^A;a,  etc; 

s^obtiennent  en  plaçant  comme  facteurs ,  avant  la  caractéristique  A'^  Ie$ 
variables  qui  n'y  sont  pas  appliquées  comme  indice. 

M.  Laplace  a  remarqué  que  cette  propriété  s'étendait  à  im  ordre  quel^ 
conque ,  et  nous  le  démontrerons  d'après  lui^  dans  le  chapitre  lY. 

931.  Nous  avons  supposé  que  les  variables  indépendantes  xet^  n^ 
recevaient  que  des  accroissemens  égaux;  mais  pour  donner  au  ca^ul 
toute  Vextension  dont  il  est  susceptible^  on  conçoit  que  ces  variables 
éprouvent  des  changemens  successifs  quelconques  et  îndépendans  les  uns 
des  autres;  et  afin  de  mettre  de  la  symétrie  dans  les  expressions  analy- 
tiques^ on  représente  les  accrorssemens  des  variables  indépendantes  comme 
ceux  de  la  fonction  proposée. 

Lorsqu'elle  ne  dépend  que  d'une  seule  variable,  on  établit  que  les 
valeurs 

u,    tt„     w.,     1/3, w., 

répondent  aux  quantités 

JC^         JT,,  JT»,  X^^    •  m  m  m  m     Xf^i 

qui   désignent  les  divers  étals  par  lesquels  passe  jc;   et  l'on  fait,  en 
conséquence  du  n""  881  , 

or,  —  X  =  Ar 

Ajc,  —  Aa:  =  à^x 
Ax»  — .  Ajt»  s=  A*x, 
etc. 


X.  —  x,=  Ax, 
^j  —  x^5=  Ax, 
etc. 


A»x,  —  A*a:  se  A^ 


etc.. 
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té  ^l  donne 

j?.  =r  a: +?  Ao:  +  2^1=22  A*x  +  etc.  ; 

«.=  f(^.)  =  f  [^+>^-f-=^  A'x  4-  <"";;)^;z:i)  A^.r  4-elc.3 

En  dédaisant  de  cette  formule  les  valears  successives  àeu,  on  ob*' 
tiendra  An,  A*ii,  A^a,  etc.,  par  la  formule  du  n*  885  j  mais  Lagrange 
a  remarqué  qu'on  pouvait  y  parvenir  aussi  en  remplaçant  m.  par  l'exprcs^ 
sîoQ  du  u*"  88a,  et  laissant /i  indéterminée,  par  ce  que  réqualion 

tt  +  -Att4.-i^^A»w  +  -5.— j-^^g ^  A^tt  4-  etc.» 

L^c  +  -  Ao:  +  -i^-^  A?a:  +  ^-     ^^^ — ^  A'or  +  etc. Jy 

doit  se  vérifierindépendamment  de  toufe  valeur  particulière  de  cet  indice.* 
Si  donc  les  deux  membres  étaient  développés  suivant  les  puissances 
de  n,  on  égalerait  enire  eux  les  coefHciens  d'une  même  puissance^  et  les- 
équations  qu'on  obtiendrait  par  ce  moyen  serviraient  à  déterminer  les 
différences  de  la  fonction  u  par  celles  de  la  variable  a:. 

Ce  procédé  est  analogue  à  celui  du  n*"  35,  et  s'étend  de  même  anx- 
fooctions  d^un  nombre  quelconque  de  variables.  Pour  as=sf(ar,^,  z)^, 
pw  exemple,  il  faudrait  poser 

B  H^  -  Aa  -f^   -^ '  A*u  H i ~= — -  A'a  -f*  etc. 

1  i.a  i.â.o 

=  f  [a:  +  2  A^  +  «-^  A*a:+  =0^^-)  a»^  4.  etc.; 
^  4-  7  Ar  +  -^^  A*j^4-   ''   ^,^',5        Aîy  +  etc.y 

3  +  ^  A2   +  -^^-^  A*55  -i-  ^  ag         ^  ^  +  etc.  J. 

£a  comparant  Tes  termes  affectés  d'une  même  puissance  de  n  dans  cette 

équation,  on  s'en  procurera  un  nombre  suffisant  de  nouvelles,,  pour  dé^ 

terminer  Au-,  A*tt,  Ù^Uy  etc; 
922.  Lres  calculs  qu'exfge  cette  méthode  la  rendront  le  plus  souvent  fort 

laborieuse  ;  il  sera'peut-étre  plus  commode  encore  dé  déduirez  les  unes  des 
antres  les-  différences  successives,  ce  qui,  pour  les  fonctions  d'une  seule 
variable^  s'effectuera  ainsi.  Ayant  obtenu  Az£=:i/,—- ^i< ,  par  le  changement 
de  or  en  or-f-Ajc,  dans  K>on  formera  A^W3c=A«^,'—A«^   en  substituaot 
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dans  au,  au  lieu  de  x  et  de  ùx,  les  valeurs  x+Ax  et  àpc^^fi^x^  on 
formera  ensuite  /i^u=A*u^ — A^u,  en  substituant  dans  A^u,  au  lieu  de  x, 
AXy  A^Xy  les  valeurs  x-\^  Ax,  Ax^  A^x,  A*x^ùl^x,  Sans  pousser 
plus  loin^  on  voit  que  pour  passer  d'une  différence  quelconque  à  celle 
de  Tordre  supérieur^  il  faut  regarder  en  même  temps  comme  variables  x 
et  ses  différences 9  et  que  par  conséquent^  à  chaque  dtfferentialion ^  Is 
nombre  des  variables  s'accroit  de  Tonité^  .   i 

Remarque»  9^'*  L'cxprcssion  de  u^y  obtenue  dans  le  n*  882,  et  dont  on  a  déjà  vu 
«urdîTerses  ex-  dcs  appHcatîons  importantes ,  n*est  pas  la  seule  qu'on  puisse  conclure  des 
prewions  ei/..  ^qQ^^jj^Qg  ^,^^  ^cj^  g^  ^j^  J^  numéro  881.  En  les  combinant  dé  diverses 

manières^  elles  conduisent  à  des  résultats  variés  que  je  vais  faire  con^ 
naître^  parce  qu'ils  seront  utiles  dans  la  suite. 

En  ajoutant  d'abord  toutes  les  équations  (i),  let  laçant  les  terme) 
communs  aux  deux  membres  du  résultat^  il  vient 

i/^  =  tt  »f«  Atf  4*  AWj  4-  A«4. . . . .  +  Ai/,^;  J 

ce  qui  présente  la  valeur  u^  comme  la  somme  de  la  première  valeur  çl 
des  accroissemens  des  valeurs  successives. 

g34-  Ld  sonmie  des  équations 

w.  =    u^i  H-  Aw^it     , 

• f 

m 

donne ^'  après  les  réductions^ 

Lorsqu'on  veut  se  borner  aux  différences  de  l'ordre  m^  on  &it.  • . . 
yû,»-*-»!^  ==  o ,  etc.  y  d'oui  il  suit  ATu  7=1  ÙTu^  =  A*tf^,  etc.,  et  il  vient  alor$ 

tt,  =  tt.-..  +  Att.^.  4-  AX^ .....  4^  A"-"»»^^»  4-  A-«. 

925.  Si  l'on  prend  la  différence  première  de  cette  équation ,  il  viendra 

Ai/.  =  Am„_,  4-  AX-.  4-  A'w.-s  +  A<«._4  4-etc.  (i)  ; 

soumettant  .ce  résultat  à  de  nouvelles  différentjations^  en  dinùaaai|| 
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UÊSxpie  fyïB  hes  iàdiced  dWe  unité  y  on  aura 

.A'u^,  =  A*a.^»  +  A%^s  •+-  A^tt.^4  4-  A^a^-ç  ^  elc; 
AX-.  =  A'i/.^s  +  A<w,.4  +  A^a^^s  +  etc. , 

A%,_,  =  A^«,_^  H-  A5«.^5  H-  etc. , 

A^tt..4  ï=  A^«,.5  +  elc, 

etc.  > 

et  prenant  la  somme  de  ces  ëquations^  en  observant  que  celle  de  leur» 
premiers  membres  est  précisément  la  valeur  de  A*i/,»,  qu^on  tirerait  d« 
réqualion  (i),  on  obtiendra 

A*«.  =  A*w^.  +  3tA'u,^s  +  5A^w,^4  4-  4A«tt,^5  +  etc.       (2). 

Différentiant  ceRe  dernière^  %fi  diminuant  chaque  fois  les  indleei^ 
d'ane  unité  ^  il  viendra 

A^tf,-.  =  A^«._,  +  aA*!/,:.:^  +  5A^w^_5  +  4^^u^^6  -fi  elc. , 

A*tt,„.  =                        A^w»,«4  -î-  aA^w^s  +  3A««,_e  +  etc.  ^ 

A*a,«s  =  A'£^«^5  4*  2A^tti,.e  +  elc.  y 

A'tt,.^  =  A^tt,^  •+-  etc.^ 
etc.; 

ajoutant  encore  ces  résultats ,  en  observant  que  la  somme  de  leurs  pre-* 
fflicrs  membres  est  la  valeur  de  A^w^,  qu'on  tirerait  de  Tequalion  (r}y 
OQ  trouvera  " 

A*^.  5=  A«w^,  +  3A^««^4  +  ôÂ^i/^^s  +  ioA^u^~s  +  etc.         (5).: 

Les  coéfiiciens  numériques  des  équations  (i)^  (3)  et  (3)y  sont  les  méme^ 
que  ceux  des  développemens  de  (i  —«)"•*,  (i— a)~%  (i-i-ra)-^^  et  la 
cause  de  celte  identité  est  aisée  à  trouver  dans  l'analogie  de  léuv  for^ 
matîott.  En  effet  ^  on  passe  d'abord  dia  développement  de 

(i— ^)-'  ==  I -|-«  +  a*  +  a'  +  a*  4- elc.,< 
à  celui  de 

(1  -f- a  -f- a*  +a^  +  a*  -Jr  etc.)  (i  +  a  ^  a*  -f-  «^  if-  a* -f-  etc.)  s=»      / 

ï-t-a  +  a*-|^a*  +  ctcl 
4-  a  +  û*  +  ^'  -f-  etc. 
««^  «•-}-«'  -f^  elc. 
.    4-  ^'  +  etc. 
4-  etCr 


r 
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résultat  d'une  forme  semblable  à  la  somme  des  éqaations  qui  ont  ^Qmé  (aPt 
fl  en  sera  de  même  des  autres  cas. 

Les  coefficiens  numériques  de  rexpression  de  AX  seront  donc  les 
mêmes  que  ceux  du  développement  de  (i^ — û|)""';  et  Ton  posera^  to 
conséquence, 

+  ^^^-^^^^l^^^  A'-^X-r.3  +  etc. 

1  .2.0 

Cette  formule  peut  s'écrire  ainsi  ; 

AX  ;=  A'/i..,  (i  —  Aa->)-^, 

pourvn  que  dans  le  développement  du  second  mennbre  les  exposans  d^ 
la  lettre  u  soient  changés  en  indices. 
926.  La  parfaite  correspondance  des  expressions 

i^«  =s  II  +  «w  *f«  j8x*  +  yx^  +  etc.  (898) , 

• 

lorsqu'on  les  arrête  au  même  nombre  de  termes^  solidement  établie 
par  les  considérations  du  n*  goS^  £aiit  voir  que  Tune  de  ces  exprès-^ 
sions  peut  être  regardée  comme  une  transformation  de  Fautre. 

Il  y  a  dans  chaque  terme  le  même  nombre  de  facteurs  variables  ;  mais 
dans  la  seconde  ces  facteurs  sont  égaux  ou  leur  différence  est  nulle  ^' 
tandis  que  dans  la  première  leur  différence  est  constamment  égale  k 
l'anilé*  Ce  changement  des  puissantes  en  produits  de  &cieurs  inégaux  ^ 
est  un  trait  caractéristique  du  calcul  qui  nous  occupe;  et  pour  le  biea 
saisir»  il  suffît  de  aohstituerà  la  seconde  jexpression  de  u,,  rapportée  ci^ 
dessus^  la  série  de  Maclaurin^  qui  donne 

en  observant  de  faire  or  s;:=o  après  les  différentiatipns.  On  voit  que  dans 
la  prejsiière^  les  différences,  qui  se  rapportent  aussi  à  lia  valeur  x  =  p  ^ 
ont  pris  la  place  des  coefficiens  différentiels. 

La  manière  de  parvenir  à  cette  première  jexpressîon  est  aussi  parfai-* 
tement- analogue  à  la  marche  qu'on  a  suivio  pour  oj^tenir  U  série  de 
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llackaiin;  car  d<^uer  successivement  à  la  fooctioa  a«  les  yaleurs 

M,       U,,       «.,       W,, Uny 

comme  on  Ta  fait  dans  le.  n^  goS,  c'est  établir  que  a, et  ses  dififérenccs 
successives  deviennent  respectivement 

II,     Aw,     A'w,     etc. ,    lorsqu^n  y  pose  xz=:  o. 

C'est  donc  comme  si  on  calculait  d'abord  ces  valeurs  en  général,  et 
qu'ensuite  on  y  fit  Thypolbèse  indiquée. 

Cette  marche^  qui  ne  serait  pas  la  plus  simple  si  l'on  prenait  Tex- 
pression  de  tf«  ordonnée  suivant  les  puissances  de  a:,  le  devient  quand 
on  fait 

u,  =  J  +  Bx+  Cx{x^  h)  4-  Z>a:(^—  h){x—:ih)  -{-  etc. , 

à  cause  de  la  facilité  avec  laquelle  s'obtiennent  les  différences  succes- 
sives d'un  produit  composé  de  facteurs  équidifférens. 
En  effet,  on  a 

A.jr(jc— A)(a;  —  ah) [pc — (/w  — i)]â  = 

{x+h)a:{x'^h) [a:  — (/n  — 3)]i  |  _ 

—  x{x  —  A) [jc-^(m —  i)A]  j 

3c{x — h). ...:....  [a: —(m  —  3) A]  {o:  +  A  — •  [j: — (/n—  i)A]}  = 
v{x — A) [j?Hi(//î  —  3)A]/wA, 

résultat  ne  comprenant  que  m — i  facteurs  variables  multipliés  par  leur 
nombre  primitif  m ,  et  par  leur  différence  commune  A,  ce  qui  est  tout- 
à-fait  analogue  à  la  différentielle  de  af^  (6). 
Au  moyen  de  ce  résultat,  on  tirera  de 

i/,  =  ^  +  Bx  H-  CxÇx-^h)  4-  Dx(x — A)(a:— aA)  4-  etc. , 


Bh  +  ^Chx 
txCh" 

+  5Dhx{x—h) 

-H  etc., 
+  etc. , 
H-  etc. , 

etc.; 

posant  x=so,  on  obtiendra 

A  — 

u,    -ff  =  X'     ^  ~ 

i.a.Zli> 

,    etc.. 

et  par  conséquent 

,     XÙM    .    x{x—H)tL*u 

«'-»+  Ta  +     i.a     V 

x(x-A)(x- 
"T"              i;3.3 

■aA)  A'u 

-h  etc.. 

résollat  qai  ( 
5. 

se  'déduirait  de  l'expression  du  n*  699, 

en  y 

Élisant  <i;s 
8 
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ou  en  ^langeaiit  a;  ^^^  a  «n  or*  Le  procède  que  je  Tiens  d'expMer  pont 
y  parvenir^  a  été  indiqué  dans  le  Dictionnaire  de  Mathématiques  de  VEn^ 
iyclopédie  Méthodique^  L  U,  p.  254,  ^*  colonoe. 

937.  Dans  la  formule  ci-dessus  ,  les  facteurs  vont  en  décroissant;  niHS 
si  Ton  veut  établir  le  contraire  ^  il  faut  d  abord  observer  que 

A.x{a:  +  h){x  -f-  ^A) [x  +  (m  —  i)h]  =3 

(x  +  h){x'^2h) ^....(jo  +  mh)  I  _ 

^a^x  +  h){x  +  2h). la:  +  {m  —  i)h']  j  '^ 

(jc: -f-  A)(a: -f-  aA) ['^'hi^ — 'i)h]mh. 

Posant  ensuite  ^    ♦ 

w,  ==  ^  +  ^x  +  Cxix+h)  +  Dx{x  +  h){x  +  2h)  +  etc., 

on  en  déduira 

Au,  =  Bh  +  2Ch{x'\-h)  +  ZDh{x^h){x+2h)  +  etc., 

A*i/,  =  aCÀ»            +  a.5Z>À*(a:  +  aÀ)         -f-  etc., 

A»w,  =  2.5Z?A5                       +  elc, 
etc.  ; 

mais  alors  ^  pour  faire  disparaître  la  variable  x  de  tous  les  termes  ou 
elle  est  restée  ^  il  faut 

dans      u,^ poser           x  sr:  o^  d'où  .••.«•••...  .^=  u^ 
Au^y 0:4-    A=o, tt,=:ii_,   et    -Bs=^^^ 

A*e<«9 or+aAsrso,. . . .  .UgSszu^t,^...  .C  =  — î^, 

A'n,, j:+5A  =  o, «»  — «*--^»----^===-rjîlsT, 

etc., 
et  Ton  a  enfin 

Ici  les  différences  ne  sont  pas  rapportées  à  la  même  valeur  de  Uy  comme 
dans  la  première  formule;  mais  si  Ton  prend  les  différences  en  rétro- 
gradant ^  et  qu'on  marque  ces  nouvelles  différences  par  A,  on  aura 

Am_,    =  w  —    M_»  =:^Am, 

A*w_.  ==  i^  — -  ai/_,  +  "-»               =  A^   —  Att_,    c=  ^A*«, 

A'w.3  =  {«  — .  3w_i  +  3w_.  —  w_i  =^A*w  ~  *A*«^i  =;^A'ii, 
etc.; 
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et  de  cette  manière  on  poarra  écrire  l'expressioa  ... 

i   h  ^^      1.2       A»   ^^  1V2.3  A^   T^^'C-i 

k  laquelle  on  parviendrait  direclemeat  en  supposant  qu'à  chaque  dlffe- 
rentiatîon,  x  sechangeàt  en  a:— A  ,  et  en  retratichant  le  second  état  du 
premier. 

L'expression  de'A'tf,  relative  à  cette  hypothèse,  se  ticfirait  det  o^n- 
du  n""  083,  en  y  cnangcaui  re  signe  des  muiccs  de  Uy  et  quanoT/z  est  im- 
pair,  celui  de  chaqtie  terme.  Quant  a»x  expressions  de  ii«,  obtenues 
dans  le  numéro  précédent  et  dans  celui-ci^  elles  peuvent  évidemment 
s'abréger  ainsi  : 

c  \      -- 

928.  En  aub^tîtuant  aux  produits  de  facteurs  équidifierens ,  de^  6»^^ 
tions  analogues^  on  construirait  d'autres  formules  d'inteirpodation.  Si 
Foa  posait,  pair  exemple^ 

u^^=:J'{'Bsinx+  C  siox  sin(j: — h)+Dsinx  sin(a: — A)sîn(a:— 3A)-j-etc^ 

et  qu'on  en  prit  les  différences  sncce8srves^%comme  dans  le  n*  g^,  am 
moyen  des  formules  du  n*  89a ,  on  verrait  bientôt  que  la  supposition  de 
x=zOy  qui  fait  évanouir  sino:^  et  réduit  la  valeur  de  u^  à  son  premier 
terme  9  ne  laisserait  subsister  que  les  deux  premiers  dans  ^u^,  les  trois 
premiers  dans  l^*u,y  et  ainsi  de  suite ,  ce  qui  fournirait  encore  le  moyen 
de  déterminer  les  côêfficiens  A  ^  B  ^  Cy  Dy  etc. 

Mais  il  n'est  pas  toujours  permis,  ee  me  semble,  de  regarder  comme 
«ne  véritable  transformation  le  procédé  ci-dessus,  par  lequel  on  ne  fait 
qu'assujétir  un  nombre  Ihmlé  des  premiers  termes  d'une  série  choisie  ar- 
bitrairement,  à  reproduire  un  pareitBombre  de  valeurs  de  la  fonction 
u^,  correspondantes  à  celles  de  x  prises  dans  la  suite  o.  A,  2A,  etc., 
quand  même  les  coefficient  présenteraient  une  loi  qui  pourrait  se  con- 
tînaer  à  l'infini.  Dirait-on,  par  exemple,  queTéquation 

u,  =  ^'sin  ^  +  ^'  sin  ^-^  +  A^^'  sin  ^  -(-  etc.  (908) 

est  le  développement  de  e^=  o,  ou  que  la  courbe  ondulée  qu'elle  repré- 
sente est  une  ligne  droite,  à  cause  que  la  fonction  a  un  nombre  infini 
de  valeurs  égales  à  zéro,  et  la  courbe  un  pareil  nombre  de  points  com- 
mnns  avec  Taxe  des  abscisses? 
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Il  n'en  est  pas  ainsi  de  la  se'rie  de  Madaarin ,  parce  que  Ie«  valeur* 
qu'on  est  censé  donner  à  la  fonction  «,,  se  succèdent  ^  des  intervalles 
iofiniment  petits,  ou,  ce  qui  est  ïa  mênae  chose, elle  est  la  limite  com- 
mune aux  deux  séries 

'     i     h r— — -rr- "^*  " r  „  5ç  aj    ^^        *  • 

parce  que  la  supposition  de  hz=o,  qui  change  les  produite  variable» 
en  puissances ,  change  aussi  les  quantités 

Au,     A*u,     A^u,  'Au,     'A»u,     A^u,  du     d«u     d'u 

"F*  1~>  ^~^  etc.,  et  -^,  -^,  -jrr-,  etc.,  en  ^,  g^,  S?*®*^*' 

et  qu'un  nombre  limité  des  premiers  termes  de  la  série,  représentant 
l'ordonnée  d'une  courbe  osculatrice  de  la  courbe  donnée ,  au  point  où 
x=zo^  ne  s'éloigne  que  peu  des  vraies  valeurs  de  u^^  tant  que  celles 
de  x  demeurent  assez  petites  pour  que  cette  série  soit  convergente.  Le 
passage  des  différences  aux  différentielles^  établit,  par  le  rapprochement 
des  points  communs  aux  deux  courbes  que  l'on  considère,  la  loi  de 
continuité  dans  la  succession  de  ces  points. 

D^cioppc-       929-  Le  théorème  de  Taylor,  comprenant  celui  de  Maclaurin  (84)  > 
ment  des  diflEë-  n'est  autre  chose  que  la  limite  de  l'expression 

renées  par  les  *  * 

différentielle».  X  — aAu    ,    x—afx—a  \  A»u     ,       .       /o      \ 

servant  à  tirer  la  valeur  générale  u^»  de  celles  que  cette  fonction  et  ses 
différences  prennent  par  la  supposition  de  x-=.a.  Si  l'on  écrit  l'expresr 
sion  précédente  comme  on  le  voit  ci-dessous,' 

..   —  ,.  -J-  (^~^)  ^"  ^  (J— g)(g  — g— ^)  A«a 

^    (r— a)(3;— g— A)(x— g— Qft)A3u   ,^,^ 

et  qu'on  y  fasse  A=o,  en  observant  que  les  rapports 

A«       A*u       A^u      .  ^  V     ..      du      d*u       d'u         , 

r>    ir,  -p-,  etc.,  ont  pour  limites  g^,   -^,   -^,  etc., 
OB  obtiendra 

„,  =  „  +  Jf  (£ZI1)  +  ^  (£=liO!  +  ^  (£=§!  4.  etc. 

'  *^  da       1         '    da*      i.a        '    da^    i.a.o      ' 
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Posant  ensuite  x— «  =  A,  et  changeant  a  en  x^  on  aura  évidemment 

De  là  on  conclut,  en  supprimant  l'indice  x,  qui  n'est  plus  nécessaire^ 

du  h    ,   d»M    fc»     ,    d^u      h^       ,' 
do?  I    *   doc^  i.a   '    dor*  i.a.o    " 

930.  Si  Ton  remplace  par  -^h,  la  variable  x  dans  le  développement 
de  e*  {Int.  22),  on  trouvera  que 

J^*  _duh        du^   h*     ,    du3     &3       ^ 

^  ~^— diT^"d]?r:i"**d?i.a.3'*"^*^-' 

développement  qui  ne  diffère  de  celui  de  Au  du  numéro  précédent,  qu'en 
ce  que  les  puissances  de  du  y  tiennent  la  place  des  différentielles  succes- 
sives de  2^  ;  on  peut  donc  poser 

Att  =  e<**  —  X  , 

pourvu  qu  on  ait  soin  d'appliquer  à  la  caractéristique  d  les  exposans  des 
puissances  de  du.  C'est  Lagrange  qui  a  fait  le  premier  cette  remarque, 
et  c'est  de  là  qu^il  est  parti  pour  donner   une  suite  de   formules  élé- 
gantes, fondées  sur  l'analogie  des  puissances  avec  les  diiSerences. 
On  peut  encore  simplifier  cette  manière  d'écrire,  en  posant 

u^  ùkU^=iUi=ie   ^Uy       Aw  =  \e   ^  —  i/w, 

car  il  n'y  aura  rien  à  changer  dans  le  développement;  mais  il  faut  bien 
se   rappeler  que  la  lettre  d  exprimant  une  caractéristique  et  non  pas 


(♦)  C'est  à  peu  près  ainsi  que  Taylor  a  découvert  le  théorème  qui  porte  son  nom  ; 
et  quand  on  y  est  parvenu ,  la  théorie  du  Calcul  différentiel  n*ofFre  plus  aucune  difE." 
cnlté  ;  ce  qu'on  vient  de  voir'  suffit  donc  pour  montrer  comment  le  Calcul  différentiel 
«e  déduit  de  celui  des  différences  ;  et  si  Ton  saisit  bien  les  remarques  faites  dans  les 
n**  898,  gaS,  on  trouvera  peut-être  qu'elles  éclaircissent  et  confirment  entièrement  les 
idées  exposées  dans  la  préface  (  page  xxiv— xxv)  ,  sur  les  principes  qui  tiennent  de 
plus  près  à  la  nature  du  premier  de  ces  calculs. 
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une  quantité  ^  les  eqonioas  ci-deMos  ne  dmemieal  tSkcûrts  4fM  Untfxt 

leur  second  membre  est  deTeloppé. 

*    Oa  a  pareillement 

II.  s?  e    ^11,       A'ii  :=  V^  ^ —  ly  a. 

La  première  de  ces  formules  est  presqu*éyidente  par  elle-même  y' 
puisque  u  répondant  a  jc^  u,  répond  à  x-i-nh^  et  s^obtient  par  consé* 
quent  par  le  seul  changement  de  h  en  nhy  dans  Texpression  de  u,. 

Celle  de  àf'Uy  posée  seulement  d'après  Tanalogie  par  Lagrange^  est 
une  conséquence  bien  simple  de  la  formule  du  n*"  885.  En  effets  si  Ton 
met  dans  celle-ci ,  2i  la  place  de  </«,  2^^,  ^  u^-^y  etc.^  leurs  expressi<nu 
formées  d'après  celle  de  ii«  indiquée  ci-dessus  y  il  viendra 

1  I  •  3 

„^  .^ iy^ /  e         d'il  4-  etc.  \ . 

équation  rigoureusement  exacte,  lorsque  son  second  membre  est  de- 
Teloppé, et  qui  ne  cessera  pas  de  l'être  si  on  l'écrit  ainsi 

car  le  développement  ne  changera  pas  pour  cela.  Mais  si  Ton  observe 
que  le  développement  de  e"'  est  le  même  que  celui  de  (e')*,  et  qu'on 

fasse  en  conséquence  A  ^:;;=:t,  il  viendra 

ŒE  (d*  ^  lyu  =a=  U^   —  0  «• 

Celte  démonstration  y  très-simple  et  très-élégante,  a  été  donnée  par 
M.  Brinkley,  dans  les  Transactions  Philosophiques  de  1807  (*). 

93 1.  M.  Laplace^qui  démontra  le  premier  celte  importante  formule  , 

•«  ^ 

(*)  J'en  doU  la  connaissance  à  M.  J.  Herschel ,  qui  en  a  fait  usage  dans  l'Appen- 
dice mis  à  la  suite  de  la  traduction  anglaise  qu'il  a  bien  vonhi  faire ,  conjointement 
avec  MM.  Babbage  etPeacock,  de  mon  Traité  élémentaire  de  Calcul  différentiel  et  cfe 
Calcul  intégral. 
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prit  d'abord  oo  wtre  lour,  anssi  fort  ûœple  et  fort  ^lëgant.  Ay«nt  ro- 
nwrqaé  qu'en  générai 

A\  jf'^  etc.  désignant  des  coeificiens  qui  ne  dépendent  que  de  n,  et 
par  conséquent  qui  doivent  rester  les  mêmes ^  quelle  que  soit  la  fonc- 
tion u^  U  considéra  en  particulier  le  cas  où  uts:e*^  qui  donne 

g?  =  e'(22),     et     A-u:=:e'{<^^jy(Sgi), 

quelle  que  soit  m^  et  par  conséquent 

(e*  —  i)»  =;  *•  +  ^'A--^'  4.  ^"A-+.  ^etc.  ? 

d  où  il  suit  que  les  coefficiens  jà'.  A",  etc. ,  doivent  être  les  mêmes  que 
ceux  du  développement  de  (e* — 1)%  puisque  Taccroissement  h  doit  rester 
indéterminé.  D'ailleurs  il  n'est  pas  difficile  de  voir  quon  passerait  du 
second  membre  de  l'équation  ci-dessus^  au  développement  posé  pour 
ù*u,  sî  on  cbangeait  les  puissances  de  h  en  facteurs  de  la  forme.  ••• 

2pA^,  dx^^**^**  ^^^'^  ^®  ^"^  serait  la  même  chose  que  d'écrire 

U  ^—1/  w,  au  lieu  de  (e^—^iy. 

La  forme  du  développement  de  A^u  serait  constatée  en  prenant  les 
différences  successives  de  l'expression  de  Au;  mais  on  la  trouve  tout  de 
soilepar  la  formule  du  n"*  883^  en  y  substituant  pour  i/«y  i^-i,  ^.t»  etc. 
les  dévéloppemens  que  nous  n'avons  fait  qu'indiquer  dans  le  numéro 
précédent^  et  qui  sont  tous  semblables  à  l'expression 

'  ,    au  nh    ,    d^a  ii*A*    ,     à^u    n^¥     ,      ^  . 

"•="+diT+d^r.r  +  d?rx3  +  ^^-^- 

on  voit  bien  alors  que  le  résultat  ne  doit  contenir  les  différentielles  de  u 
qu'au  premier  degré  ;  et  l'on  sait  d'ailleurs  que  le  premier  terme  du  dé« 
veloppement  cherché  doit  être  de  la  même  forme  que  d"i/ ,  ce  qu'on  re- 
connaîtrait aussi  par  le  développement  de  (e^ — 1)%  qui  est  celui  de 

9(3.  M.  Brinkley^  dans  le  Mémoire  d^jà  cité^  a  remarqué  que  les 
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coefficient  des  diverses  paissaacés  de  h,  tirés  du  développement  cl- 
dessnSy  dérivaient  aussi  des  différences  de  la  foncdon  x".  Cela  se  voit 
en  faisant^  dans  la  formule  du  n"*  883 ,  les  substitutions  indiquées  à  la  fia 
du  numéro  précédent  y  ou  en  développant  l'expression 

û"«  =  {e'^2i-?e^''-'*ai+  'i(2=0^^"-'>*ai  _  eic.}„, 

et  ordonnant  le  résultat  par  rapport  aux  puissances  de  h;  il  vient  alors 
A^u  =  {  I 1 ^^ '  —  etc.  I U 

I      f  ^  r  \       I     n(ji— i)^  X  .^  )  du  h 

+  {«  - r(»- 0'  +  -Vr^^»-^)  -  «**^- }  dP  rxr.TT 

+  etc., 

où  les  expressions  comprises  dans  les  accolades  sont  les  valeurs  que 
prend  la   première  expression  de  A". or"  du  n""  887  ^  lorsqu'on  y  fait 

x=:o,  hzsziy  m=sï^  =3 9 =iy  et  sont  nulles  pour  les  valeurs 

entières  de  i  moindres  que  n. 

Pour  marquer  cette  origine ,  M.  Brinkley  les  représente  en  général 
par  A".o';  et  comme  A".o"=  i  .2,3 /i  (887) ,  il  écrit 

On  peut  aussi  ^  par  le  procédé  du  n"*  94  9  déduire  les  uns  des  autres , 
les  coefliciens  -^',  -^",  etc.,  du  développement  de  (e*— i)".  En  observant  qu« 

d.l  (<?^— 0*  np*  ^ n 

dS         ^cA_i— T-e-*^  .       fe»        A3  M       ,     ,    ' 

^      ^  a  ^a,3       a. 3,4 

on  trouvera  sans  peiue 

tilC. 
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955.  La  même  relation  entre  les  puissances  et  les  différences  se  retrouve 
dans  les  fonctions  d*un  nombre  quelconque  de  variables;  et  pour  la 
mettre  hors  de  doute ^  il  suffira  de  considérer  le  cas  où  u  dépendrait 
en  même  temps  de  x  et  de^.  Si  Ton  conçoit  que  ces  deux  variables  de- 
viennent respectivement  or-H^  et^-^-^^  la  fonction  u  se  changera  en 

+  etc.  (55); 

et  si  de  cette  formule  on  retranche  u^  le  reste  sera  le  développement  de 
àUf  différence  totale  de  u  ^  et  se  formera  de  celui  de  l'expression 

en  observant  de  transporter  à  la  caractéristique  d  les  exposans  de  du, 
c'esl-à-dire  de  changer  le  produit  j^  g^f  *°  dx^dï*  »  ®"  mieux  encore 
en  posant  l'e'quation 


au 


et  en  joignant  Vu  à  la  caractérislique  d,  lorsqu'on  déreloppera. 
On  aura  ensuite,  par  analogie, 

(  h^^kt      Y 
A'a  =  \e  ^      ^f —  1/  a. 

En  effet ,  on  verra  par  les  développemens  successifs  que  produisent  les 
substitutions  réitérées  de  oc+A  et  /+*,  dans  ceux  de  A«,  A*a,  etc. , 
que 

■+•  etc.; 

5.  9 
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et  M  Ton  prend  u  =s  e"*^,  on  trouvera 

àu du d*a d*»    dHi ^ 

S  — 5;  — a?— d^~^~"^""  ^ 

valeurs  qui  changeront  l'expression  générale  de  A"a  en 

+  ^Â-^'+  ^'A-    A  +  ^'A— 'A*  +  B'"hr-^1^  +  elc. 
+  etc.: 

or  les  accroissemens  heik  devant  rester  indéterminés ^  il  en  résulte  que 
les  coefficîens  numériques  A' y  A\....y  By  Jff',....,  etc.,  du  second 
membre  seront  identiques  avec  ceux  du  développement  du  premier. 

Il  doit  être  évident ,  sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  de  nouveaux 
détails,  que  si  u  dépend  àe  Xj  jr^  z,  etc.,  et  que  A,  k^  /,  etô.  soient 
les  accroissemens  respectifs  de  ces  variables, 

car  en  opérant  comme  ci-dessus ,  on  ramènerait  la  détermination  des 
coefficiens  numériques  à  celle  du  développement  de  (^'^'î'*"''*'*^*' — i)". 

954.  A  l'égard  des  différences  partielles  des  fonctions  de  deux  va-* 
riables,  on  a  d'abord  les  équations 

En  combinant  la  seconde  formule  avec  la  première,  pbur  développer 

A,(A,m)  =  A,,,  II, 
on  obtient  un  résultat  de  la  forme 

^'.y  ^  —  d?Nd/^ ^  A  +  jg—-—h  -*■*•  +  etc. 


+  etc.. 
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ott  les  coefficiens  A  y  A' y  etc.,  sont  indépendans  des  variables  or,  j"  et 
de  leurs  accroissemens  hyk\  et  Ton  tombe  sur  une  expression  de  la  même 
forme  lorsqu'on  développe  le  second  membre  de  Téquation 


/  4        NV  ,J-        Y 


il  ne  s^agit  donc  plus  que  de  constater  l'identité  des  coefficiens ,  ce  qui 
se  fait  encore  en  posant  w  =  6*"^^,   d'où  il  résulte 


et  par  où  Ton  voit  que  la  formation  des  coefficiens  dont  il  s'agît,  est 
la  même  dans  la  première  expression  que  dans  la  seconde. 

935.  La  même  marche  mène  à  la  démonstration  de  la  formule  gé« 
nérale  du  n""  919.  En  effet,  les  opérations  successives  indiquées  dans 
ce  numéro,  devant. conduire  à  une  expression  de  la  forme 

A-£i  =  AùTji    +  ^'<7*^^'u  -{-  ^''Ai7*^^'ii  +  etc. 

H-  etc., 
que  la  supposition  de  a  s=:  e*^^  change  en 

fe»+»-.,)-=.^(e*~i)-  +^'(e*— i)— '(e*-.i)-|.^'(e*~i)-*(^»~i)*+etc 
+  5(c*— 1)-^>+5'(^— .1)-  (V— i)+5"(e*— i)-«(a*— .i)*+etc. 
+  etc. , 

00  connadtra  les  coefficiens  A ^  A\  etc.,  B^  ^Cii,  si  Ton  obtient  pour 
le  premier  membre  un  développement  de  la  même  forme  que  le  second 
membre ,  ce  qui  est  facile ,  en  observant  que 

(e***-  i)-=  {[i  +  (e*— 1)]  [i  +(e*-i)]-i}- 
le  coefGeient  d'un  terme  quelconque  (e*  —  i)'(e* — 0'  dans  ce  déve- 
loppement, sera  donc  celui  de  A^,,u   dans  celui  de    A"ii;  ainsi  Xotl 
pourra  poser 

A-Il  =  {(i  +  A,)(i  +  A,)  —  I  }"«,^ 
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On  parriendra  au  même  résultat ,  en  tirant  des  expressions  de  àja 
et  de  ÀyU,  celles  de 

e  «l'srsi  +  A.,       e  drssi  +  A;, 

et  substituant  ces  dernières  dans 

/  h^—t-k—       Y 
L'u  s=  Ve  ^      '^—ij  «(935). 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  ces  calculs,  d'après  lesquels  on  Toit 
évidemment  que,  quel  que  soit  le  nombre  des  variables  de  la  fonction  «, 

A««  =  {(i+A,Xi  +  A,Xi+A.) —  i}««. 

gSe.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  les  accroissemens  des  variables 
indépendantes  étaient  constans;  dans  le  cas  contraire,  l'application  du  théo- 
rème de  Taylor  fournit  une  expression  très-élégante  du  développement 
de  A"»,  lorsque  u  ne  renferme  que  la  variable  x.  Pour  y  parvenir,  soi» 

X,  — «=A.,    *. — xssk^,    x,— cvssA,, X.— x=A,; 

nous  obtiendrons 

^  ^^dxi^^dz*i.a^^d3:»  i.a.3  ^  ^^'' 


—  «  j_  ^"  *•    .d"»  A%    .    *u    A», 
et  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 


nous  aurons 

A'us=  B  I   1— 2         4. "("-'>        —  n(«-.0(«-a)  j.-,- 1 

l  »  ^     i.a  ,.a.3  -t-eic.| 

A-     l      —  fh  2  A      _i»(n— 0  jL  n(n— 1)(«— a)    ,         .  » 

^    i.a    dx«t     ■      i'^— '^ TTÎ"""— • r.a.3        *»->4-g»C-} 

U L_  Ë5;  /a» -A»  -  -1.  "^"^0  ILS  n(n— iXa^a)  ,^         ,     .     1 
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Le  coefficient  de  u  est  identiquement  nul  ;  car  c'est  le  développe- 

nent  de  (i  — i)*;   de  plus^  si  l'on  changeait  en  exposans  les  indices 

de  la  lettre  A,  les  séries  qui  multiplient  j^,  ^,  j-^^etc,  deviendraient 

respectivement  égales  aux  développemens  de  (h — i  )%  (h* — i  )«, 
(fc'  —  I  )%  etc. ,  privés  de  leur  dernier  terme ,  qui  est  qr  i ,  suivant  que 
n  est  impair  ou  pair  :  on  peut  donc  remplacer  ces  séries  par  les  quantités 

(A— i)-dbi,    (A*  — i)-rfci,    (A3~i)»±i,    etc., 

en  observant,  lorsqu'on  développera,  de  convertir  en  indices  tons  les 
exposans  n,n— i,;i-^3,  etc. ,  et  de  ne  laisser  à  la  lettre  h  que  les  expo*- 
saos  1,3,  5,  etc. ,  dont  elle  est  affectée  dans  les  parenthèses  ci-<dessus  : 
t'est  ainsi  que  M.  Prony  a  présenté  la  formule  suivante  : 

+iiBËK*'-0"±0  +  etc. 

957.  La  valeur  que  prend  la  fonction  11,  lorsqu'on  y  change  x  en     ©^teioppe^ 
x+nh,  est,  par  le  théorème  de  Taylor,  menid»  daw- 

renûeUesparlef 

et  par  l'expression  de  u^  (88a) , 

on  a  donc  ainsi  deux  développemens  de  la  même  expression,  l'un  or- 
donné suivant  les  puissances  de  n,  et  Tautre  suivant  des  produits  de 
acteurs  équidifférens.  En  effectuant  ces  produits  et  comparant  les  termes 
afièctes  de  la  même  puissance  de  n ,  dans  les  deux  expressions ,  il  vient 

g|   A  =  Att  —  i  A*M  H-  I  A»tt  —  :J  A^tt  H-  etc. , 
^  *•=  A*«—     A^tt  4.  fi  A^tt  —  etc., 
^  A»=  A»«—  I  à*u  H^  etc., 

etc. 
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Euler,  qui  trouva  le  premier  ces  valeurs,  à  peu  près  comme  ou  vient' 
de  le  voir^  n'en  remarqua  pas  la  loi;  et  elle  n'est  évidente  que  pour  la 
première,  par  la  formation  de  laquelle  on  voit  clairement  que  Ton 
peut  écrire 

^A={l(i-fA)}«. 
La  même  chose  résulterait  aussi  du  renversement  de  l'équation 

A«  =  \e  <^—  ïjuy 
en  y  supprimant  d'abord  la  lettre  u  dans  les  deux  menobres  ;  car 

A=:(/3i_,)     donne     J'^=:i+£i,     d'où     h^  :=:z\(i+à)} 


dx' 

du 


et  en  remettant  la  lettre  u,  on  formera  la  valeur  de  ^h* 
Far  analogie,  on  en  conclura  que 

ce  qu'on  vérifiera  bien  aisément,  puisqu'on  sait  déjà  que  la  valeur  cher« 
chée  doit  être  de  la  forme 

^  A-  =  £i^u  H-  B^ù^-^'u  4-  i5"A»-»-tt  +  etc. 

En  faisant  uzi^é'  dans  cette  équation,  on  en  déduira 

h-  =  (e*~.  i)-  +  5'(^—  i)-^-'  +  jy'(e*—  i)-+»  +  elc,; 

et  pour  mettre  en  évidence  l'identité  des  deux  membres  de  cette  équa«« 
lion ,  il  suffira  d'observer  que  A"  =  { 1  (i  -|-  ^— .  i))",  parce  que  le  déve- 
loppement de  l(i+<?* — i),  ordonné  suivant  les  puissances  de  e* — i, étant 

(e*_i)_i(e*-.,).  +  i(e*-i)3~l(e*-i/  +  etc., 

si  l'on  pose,  pour  abréger,   e* —  i  =fl,  il  viendra 

{8  —  ^  Ô»  + 1  fl3  _  i  fl4  ^^  etc.}-  =  9-  +  5'fl-+*  +  ^'0-+'  +  etc. ,       ' 

équation  par  laquelle  les  coefficiens  B\  ^',  etc.,  seront  déterminés;  et 
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comme  en  écrivant  dans  le  second  membre  ùk'Uy  JH^'^'^Uy  elc.^  à  la  place  de 

(h,  fr^',  etc.,  on  aura  la  valeur  de  t^^A",  il  s'ensuit  que  celle  valeur 

est  égale  à  ce  que  devient  le  développement  de  {l(i  +0)}%  lorsqu'on 

y  effectue  un  semblable  changement,  c'esl-à-dire  que  j-^  A"i=  {l(i+A)}''a. 

On  déterminerait  successivement  les  coefficiens  £',  B\  etc. ,  les  uns 
par  les  autres,  en  appliquant  à  l'expression 

la  méthode  du  n*  94. 

Nous  ferons  observer  que  l'expression  de  b!'Uy  obtenue  dans  le  n^gi  i , 
et  qui  suppose  A  =  i ,  étant  mise  sous  la  forme 

donne  aussi 
è  =  — ^ —  f  *A'a+  -^  A'-^*«  +  ,  ^  w'^.^  A^+*w  +  etc.  J  , 

lorsqu'on  y  fait  —  =  do:,  et  qu^on  en  prend  la  limite  dans  l'hypothèse 

de  m  inlSnie;  et  parce  que   a  =  A\f  ==  i«:2.3...*.r  (885),   elle  se 
réduit  à 

^  =  A'«  -I-  -^  A'-*-'tt  4- ^ ?  tJ^^u  4-  etc.  • 

ce  qui  fait  voir  l'origine  des  coefficiens  A\  B\  etc. 

938.  Les  formules  précédentes  supposent  que  les  différences  de  la  va- 
riable X  soient  constamment  égales  à  h  ;  quand  cette  circonstance  n'a 
pas  lieu,  c'est  aux  expressions  de  u^^  obtenues  dans  les  n'^903  et 907, 
qu'il  Êiut  recourir.  En  différentiant  la  première,  on  en  tire 

du  ^d^=f)J^„^l:^=:J)(£=-^)J^.„^_e^c., 
dr  àx  *  ux  ' 

ft  =,  d«.(a:--aXx-a.)  j.^  ^  ^^^ 
etc. 
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On  a  donc  le  moyen  de  déterminer,  dans  tous  les  cas,  les  coefficient 
différentiels  d'une  fonction ,  sans  connaître  son  expression  analytique, 
maïs  lorsqu'on  a  seulement  un  certain  nombre  de  ses  valeurs.  Cependant, 
il  ne  faut  pas  oublier  les  restrictions  indiquées  dans  les  n**  898 ,  908, 
car  elles  conviennent  également  aux  formules  que  nous  venons  de 
construire ,  et  dont  l'application  n'est  sure  que  lorsqu'elles  sont  conver*» 
çentes:  encore  feiut-il  observer  que  des  erreurs  peu  considérables,  dans 
les  valeurs  données  de  «,  devenant  très-grandes  relativement  aux  valeurs 
des  différences  d'un  ordre  élevé  de  cette  fonction  ,  rendent  souvent  très* 
inexactes  les  valeurs  des  coefliçiens  différentiels  qu'on  en  déduit  (♦). 

959,  L'expression 

que  le  théorème  de  Taylor  donne  pour  le  développement  de  ce  que 
devient  u,  lorsque  x  reçoit  l'accroissement  quelconque  V,  peut  être 
changée  en  une  formule  d'interpolation,  en  y  substituant,  au  lieu  des 
coefficiens  différentiels  ,  leurs  expressions  trouvées  ci-dessus ,  en  diffé* 
rences.  En  nommant  uf  h  nouvelle  valeur  de  1/,  il  vient  d'abord 

V=u4-^  [l(i+^)>  +  rSî  [l(iH-A)]«u+  -il^-[l(,H.A)]»a+€tc.(957), 

formule  ordonnée  suivant  les  puissances  de  h',  mais  qui  n'est  guère  ap« 
plicable  ,  à  moins  qu'on  ne  l'ordonne  par  rapport  à  la  caractéristique  Aj 
or  ,-il  est  aisé  de  voir  qu'ellp  doit  prendre  alors  la  forme 

Si  l'on  y  feit  ensuite  u =«•,  d'où  u!  =  e***',  il  en  résulte 

(*)  Euler  a  essayé  de  se  servir  de  ce  procédé  pour  comparer  les  observations  delà  Luno 
avec  la  théorie ,  par  Tintroduction  des  différences  dans  les  équations  différentielles  qu« 
fournit  la  loi  de  la  gravitation  (  Mém.  de  VAcad.  de  Berlin,  année  1763 ,  page  aaS  )• 
Cest  aussi  ce  qu'a  fait  M.  Laplace ,  pour  déterminer  Torbite  des  comète»  (^Mécan.  ce-* 
leste ,  1. 1 ,  page  aoo.) 
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et  l'on  peat  donner  au  premier  membre  la  forme  du  second ,  en  ob« 

servant  que  e*  =  [i  -f-(e* — i)]*;  il  suffira  donc  de  remplacer,  dans  cette 
dernière  expression^  ^  —  i  par  la  caractéristique  A^  pour  arriver  à 
lequation 

dont  le  développement  donnera  précisément  la  formule  du  n""  899. 

Il  est  maintenant  évident  que  cette  formule  ne  peut  être  légitimement 
employée  à  représenter  une  fonction  inconnue,  que  quand* Tin tervalle  h, 
compris  entre  les  valeurs  de  la  variable  indépendante^  est  assez  petit 
pour  que  les  expressions  du  n''  967  soient  convergentes  et  donnent  au 
moins  une  valeur  approchée  des  coefficiens  différentiels  ,  ce  qui  confirme 
bien  les  remarques  faites  daus  le  n""  928. 

94o.  Si  l'on  retranche  u  de  uf^^  la  formule  précédente  donnera 

et  Toti  en  conclura^  par  l'analogie  déjà  si  souvent  vél:i6ée^  entre  les 
différences  et  les  puissances^  que 

A'-a  =  {(i  +  A)*— i}"w. 

Cette  équation  peut  aussi  se  déduire  de  la  combinaison  de  celles  du 
n*  950;  car  ayant  d  abord 

A''a.=r  \e  ^^^i)  u,       e  ^uz:^u  +  Am,     d'où     6^u  ==  (i  +  A)^«, 

il  en  résulte  précisément  l'équation  ci-dessus^  dont  le  développement 
donnera  les  différences  de  la  fonction  Uy  pour  Taccroissement  h'  de  x, 

M  moyen  de  celles  qui   ont  lieu  pour  Taccroissement  h. 
Cette  expression  résoudrait  donc  aussi  le  problème  que  s'était  pro^ 

posé  Mouton  (91 1). 

941.  Toutes  ces  relations  s'étendent  sans^  peine  aux  fonctions  de  plur* 
Bieurs  variables;  et  il  est  facile  de  voir  que  la  formule 

inverse  de  celle  du  n*  933^  se  vérifierait  comme  celle  du  n*  937. 
5.  10 
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Ensuite^  les  équations  du  n*  954 >  par  rapport  aux  différences  par^ 
tielles^  donnant 

1-  I  d^  X  d^  1 

^u  =  (i+A,)'w,     ef^ru  =:  (i+A^/w,     ef^u  =  (i+A,)^a,     etc. , 
si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans 

on  obtiendrai 

A'-tt  =  t(i+A,)^(i+Ay/(i+AO'  etc.  —  i/i/.    , 

En  posant  d'abord  /i=i  dans  cette  expression,  on  en  déduira,  pour  Vîor- 
terpolation  des  fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables,  une  for- 
mule analogue  à  celle  du  n*  918;  et  comme  on  en  pourra  tirer  aussi  toutes 
les  différences  de  u  relatives  à  des  accroissemens  A',  k',  l'y  etc.  de  Xy  jr^ 
Zy  etc.,  parle  moyen  de  celles  qui  répondent  aux  accroissemens  A,  A:,  ly  etc.^ 
elle  résoudra,  dans  ce  cas,  le  problème  analogue  à  celui  du  n""  911. 

^2.  Il  peut  n'être  pas  inutile  de  faire  observer  que  si,  dans  Texpres* 
sion  de  A"u,  formée  suivant  l'hypothèse  du  n**  921,  on  écrit  en  première 
ligne  les  termes  qui  contiennent  la  puissance  la  moins  élevée  de  chacune 
des  différences  des  variables  x,  j  y  etc. ,  l'ensemble  de  ces  termes  de- 
viendra identique  avec  la  différentielle  d"/i,  lorsqu'on  y  changera  Ax^ 
A*x,  etc.,  Ljy  A*j^,  etc.  en  àxy  d*a:,  etc.,  ày,  d%  etc.,  et  que  chacun 
d'eux  sera  de  la  forme 

Mlix^L^o;^b?x^. . . . Aj^Ay'Ay*. . . .  Az'A'a'^AV,  etc., 

M  désignant  une  fonction  des  variables  Xyjr^  Zy  etc.  y  et  les  exposant 
satisÊiisant  à  l'équation 

p^2p'  +  V-  •  .•+  ^  +  2/  +  V-  ••  •+  '•^  ^/^^  5/^'- . .  •=  n. 

Ceci  est  une  conséquence  de  la  subordination  établie  entre  les  diffé- 
rentielles (69),  à  cause  qu'elles  sont  les  premiers  termes  des  différences 
de  même  ordre,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  de  ce  que,  si  l'an 
rapporte  les  variables  x,  j,  2,  etc.  à  une  même  variable  indépendante  t^ 

le  coefficient  différentiel  ^  sera  la  fonction  qui  multiplie  d^"  dans  le 
développement  de  À'm. 
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CHAPITRE  a 

.4 

Du  Calcul  inperse  des  Différences  j  par  rapport  îxiix  fonctions 

explicites. 

943.  Jus  calcul  înyerM  des  différences  a  pour  objet  de  remonter  de     intégration 
celles-ci  aux  fonctions  primitives  ;  il  est  par  conséquent  analogue  au  ^  ^f'^^ri^uci"' 
Calcul  intégrial.  Je  m'occuperai  d  abord  des  différences  qui  sont  expri* 
mées  immédiatement  par  la  variable  indépendante,  c'est«à-dire  où  Ton 
a,  pour  déterminer  la  fonction  u,y  un€  équation  de  la  forme 

A^«,  =  f(ar), 

l'accroissement  de  x  étant  constant  et  donné.  Je  le  représenterai^  k 
l'ordinaire^  par  h. 

Soit  premièrement  r=i,  d'où  Aw^  =  f(j::');  pour  indiquer  Topé- 
ration  qui  doit  &ire  revenir  de  Lu^  à  u^^  on  emploie  la  caractéris- 
tique 2^  et  Ton  écrit,  en  conséquence , 

Itiu^  =  w,  =  2f(J:^), 

les  earâclérisiiques  A  et  2  indiquant  des  opérations  contraires  qui  se 
détruisent  lorsqu'on  les  effectue  l'une  après  Tautre  sor  la  même 
fonction. 

L'opération  indiquée  par  le  signe  2  s'appelle  aussi  intégration;  car 
2f(x)  désigne  une  vétiuble somme ^  puisque,  d'après  l'équation 

w,  =;  M  +  Aw+  Am,  h-  Aw, +Aw._i  (925); 

si  l'on  représente  par  u  la  valeur  de  b,  correspondante  à  jc  =  « ,  on  aura  , 
pour  une  val^r  quelconque  xzsza^nhy 

2f(x)  =  «+f(tf)  +  f(a+A).4.f(aH.-2A) H^  [«+(»-^ïy*}î 

cette  expression,  qui  augmenterait  de  i{a  +  nh)y  ou  f(jc),  si  l'on 
ajoutait  Â  à  la  dernière  valeur  a+(/i  —  i)^  attribuée  à  x,  et  qui  a 
par  conséquent  pour  diffiérmce  f (or),  se  cçmpose  aussi  de  la  somme 
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de  toutes  les  valeurs  que  prend  f(x) ,  depuis  jr=:a  jusqu*à  a:=a-|-(n — i  )hj 
plus  de  la  première  valeur  u^  qui  est  indéterminée,  et  qui  tient  ici  la 
place  de  la  constante  arbitraire  que  le  passage  de  u^  à  Lu,  a  pu  faire 
disparaître. 

Pour  revenir  de  A'i/,  =a  f  (a:)  ^  u,j  il  est  évident  qu'il  faut  effectuer 
autant  d'intégrations  'successives  qu'il  y  a  eu  de  différentiations ,  ce 
qu'on  indiquerait  ainsi  : 

2'A'tt,  =  tt.  fc:  Tî{a:). 

A  chacune  de  ces  opérations  il  faudrait  ajouter  une  nouvelle  cons* 
tante,  ce  que  Ton  peut  voir  aussi  en  observant  que  l'équation  A'tt,=  f(jr) 
ne  donnant  les  différences  de  la  fonction  cherchée  qu'à  commencer  de 
l'ordre  r,  laisse  indéterminées  les  r  quantités  u^  £Cu,  L*Uy. .  •  •  A'^'i^^  el 
par  conséquent  les  r  premiers  termes  de  l'expression 

au  moyen  de  laquelle  on  passe  de  la  valeur  de  u  relative  à  a:  =  a  ; 
à  celle  qui  se  rapporte  à  a:  ss  â  -f-  nh. 

On  voit  donc  qu'ici ,  comme  pour  les  différentielles ,  l'intégration  in- 
troduit un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal  à  Texposant  de  l'ordre; 
mais  il  y  a  cette  différence ,  que  les  quantités  qui  disparaissent  quand  on 
passe  aux  différentielles,  sont  absolument  constantes,  au  lien  que  pour 
se  détruire  quand  on  prend  les  différences,  il  suffit  qu'une  quantité  soit 
telle  quelle  demeure  la  même  lorsqu'on  passe  de  a:  k  x-\'h:  et  il  ea 
existe  de  telles  ;  car  il  est  visible  que  l'expression 

9  Uiri^,  cos  ^V  qui  devient  alors  W_sinr^4-2^)>(cos^ 

jouit  de  cette  propriété,  quelle  que  soit  la  forme  de  la  fonction  ^,  ce 
qui  rentre  dans  les  remarques  faites  au  n""  908. 

g44-  U  est  à  propos  de  remarquer  qu'en  prenant  l'intégrale  de  chaque 
membre  de  l'équation  » 

Atf  4-  Ap  —  Aw  =  A(i«  +  p  ~  iv)  (88x), 
il  vient 

2(A2iyf- A»' -r?  iâ^H")  ==  M  4;  p  ^-- »VI?=:  ZAm -^^ZAt' --- 2Atv  > 
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ce  qni  ramène  rintégralioa  des  différences  polynômes  à  celle  des  diffé- 
rences monômes. 
De  méme^  Tëquation 

aLu  ^=z  ùk.au    donne    S^iAzi  =  âz£  =  àlAu^ 

par  où  Ton  voit  que  les  constantes  passent^  comme  on  yeut^  sous  le 
signe  2^  ou  hors  d^:  ce  signe. 

945.  Lorsque  la  fonction  î{x)  est  rationnelle  et  entière  ^  l'expression 
de  tt.  se  terminant^  en  donne  riiftëgrale  exacte.  En  -  effet ^  si,  m  désigne 
Tordre  auquel  les  différences  de  cette  fonction  sont  constantes  ;  comme 
de  A'tt  =  f(x),  il  suit  A*f(x)  =  A'^*!!,  et  que  cette  différence  est  cens* 
taate^  on  a  sur-le-champ 

,     n.        ,     n(n— 1)   .,       ,     n(n— i)(n— ar)  .- 
'     1  '         i.a  •  i.a.3 


expression  où  Ton  pourra  changer  n  en  iT^  si  la  valeur  u  répond  à  ^=0^ 
et  que  la  différence  de  x  soit  i,  Dans  le  cas  contraire^  n  sera    T   ^  de 

même  qn^au  n*  899. 
En  &isanl^  pour  abréger ,  i(x)  =  v^^  il  viendra 

ù!u  =:  9,     A'^'ii  sss  Ap  ,     A'"*"*!^  s=s  A*!' , A'+*ii  sss  A"!'; 

tt  et  ses  différences  y  jusqu^a  Tordre  r— -  x  inclusivement  j  demeurent  ar«* 
bitraires^  ainsi  qu'on  l'a  déjà  dit. 
Soit^  pour  exemple^ 

Aîi,  sa  jc*  -p-  Baf  H-  6a?  —  i  ; 

raccroissement  de  x  étant  i  ;  on  aura  r=:\^  'm=5^  et  Ton  trouvera 

p  =  ~i^    A(^  =  2,    AVœ  — 4,    AV=6,    A^psso  (888), 


d'où 


-*^^ txm 


Digitized  by 


Google 


7«  CHAP.  n.  CALCUL  INVERSE 

946,  Si  l'on  fait  r^szij  dans  l'expression  précédente   de  w,,  ce  qw 
la  change  eu 

n(n-^  0(;t  — a). .  ,(fi~m  )  ^m^t^    \ 

on  en  déduit  tout  de  suite  les  intégrales  des  produits  composés  de  fac* 
leurs  équidifférens  ;  car  si  on  y  augmente  de  Tunité  les  exposans  de  la 
car^tCtcrts^que  Â^^en  se  rappelant  qbe  ^"''^''léso^onaura 

A^,  =  i.Aa4-7A*tt+  îî^7=^       

•  •••••••  •T"  x.a,3 m 

Prenant  ensuite  les  intégrales  par  rapport  à  n,  dans  tous  les  termes  de 
cette  dernière  équation^  il  tiendra 

■                          i                       i  .a 
'^  i.a.3 m  *^' 

et  comparant  terme  à  terme  cette  dernière  valeur  de  u^  avec  celle  d'où 
elle  a  été  tirée ,  ou  en  conchira 

%i  ist  n, 

a         ' 
-,   /  X        n(7i-^iVn  —  a) 

2/ï(«— i)  =  -i ^ i , 

SnC/i—OCï  — 3),.,(«  — w  +  i)=:-i '^^^\ ^, 

formules  où  la  variable  n  croit  par  des  différences  égales  à  lunité. 

On  en  aurait  trouvé  de  semblables^  pour  un  accroissement  quelconque 
àe  Xy  en  traitant  de  même  la  valeur  de  o^»  du  a*  89^^^  après  y  avoir 
fait  a  =  o  ;  mais  on  pemt  éviter  ce  calcul ,.  en  observant  que  le  produit 
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et  qu'A  suffit  par  conséquent  d'écrire,  dans  l'intégrale  précédente,  ? 
au  liea  de  n,  ei  de  multiplier  le  résultat  pal^  h%  pour  avoir 

formule  que  Ton  obtiendrait  aussi  en  renversant  la  différence  trouvée 
dans  le  n*  926, 
£n  effets  si  Ton  prend  l'intégrale  des  deux  membres  de  l'équation 

A .  x(x — h) . . .  [x — (m —  1  ) A]  =f  wA .  a:(x — h) . . .  [x — (/tx— :î)/i]  , 

il  en  résultera 

x(a:— A) . .  •  [x — (m — i)A]  =  mhlx(x—h)  • . .  [x— (m — 2)h'], 

d'où,  par  le  changement  de  m  en  m+i ,  et  en  tirant  la  valeur  de  Tin* 
tégrale  qui  est  dans  le  second  membre^  on  déduira  l'expression  ci-dessus. 
il  est  aisé  de  yotr  qu'au  moyen  de  «ette  formule^  on  peut  intégrer  se* 
parement,  par  rapport  à  or,  chaque  terme  de  l'expression 

et  qu'on  retombera  sur  la  valeur  de  u^y  fue  donnerait  celle  de  i^«  em* 
ployée  dans  le  numéro  précédent. 

947*  La  formule 

servirait  aux  mêmes  usages ,  si  Ton  prenait  les  différences  en  rétro- 
gradant^  et  donnerait  les  intégrales  des  produits  composés  de  facteurs^ 
équidifférens ,  en  progression  croissante. 

Pour  arriver  à  ces  dernières,  lorsque  les  différences  sont  prises  di- 
rectement, il  suffira  de  changer,  dans  celles  du  numéro  précédent,  x  ea 
a>|-(iïi — i)A,  d'où  il  suit  que  x — mh  devient  a:— A,  et  d'écrire  les  fac- 
teurs dans  un  ordre  inverse;  on  trouve  ainsi 

Xr(x+A)...[ar+(m-,);i]  =  (»:-AM^-^^)-^C^ +(>»-.  0/^3^ 

conune  on  le  déduirait  du  renversement  de  la  diOerence  obtenue  dans 
le  n*  927. 
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948.  Avant  d*aller  plus  loin ,  je  fiefai  remarquer  que  les  intégrales  des 
produits  des  facteurs  équidifferens,  sont  analogues  à /Lt'^Ar;  car  elles  s'ob- 
tiennent de  même  que  celle-ci  y  en  augmentant  le  nombre  des  facteurs 
d'une  unité,  et  divisant  par  ce  nombre  et  par  raccrois3ement  de  ^;  il  eu 
est  de  même  lorsque  le  produit  des  Esicteurs  divise  Tunité,  ce  qui  répond 
aux  puissances  négatives. 

En  effet  9  par  la  différentiation,  on  trouve  d^abord 


1 


(x+A)(x-f-aA). . .  .(x-hmA)        x(x-4-A). . .  .[x-}-(m— i)3A  "^ 

a:  -—  (g?  +  mh)         —  mh ^ 

xÇx  +  h),.  ..(a:+  mh)        x^X'+'h), . .  .(jc+mA)  * 

À 

et  prenant  ensuite  l'intégrale  du  premier  çt  du  dernier  membre  de  ce 
résultat^  on  obtient 

i(x+  A). .  .[x+  (m—  i^Â]  ™  ~  ^^^  x{x  +  h),. .  .(x+mA)  > 

oîi  il  n'y  a  plus  qu'à  changer  m  en  m— *i,  et  à  tirer  la  valeur  de  Tinté* 
grale  indiquée  dans  le  second  membre,  pour  arriver  à 

2  ^ :_  ^_ i 

xix  +  A) . . .  [x-f(TO— i)A]              (m— i)A.x(x-hA)..  .[x+(ïn  — a)Xî^ 
résultat  semUable  à  far'^djc  =  —  y \  ^,; 

Il  sufErait  démultiplier  par  h  le  prpduit  affecté  d^  signe  2,  d'y  sup- 
primer tous  les  termes  où  h  surpasse  le  premier  degré,  et  de  le   faire 

nul  dans  la  valeur  de  l'intégrale,  ppur  arriver  à  2x*A=:-^^^,  où  2 
tient  la  place  de  /. 

949-  0°  donne  k  ces  divers  résultats  une  forme  qui  parait  plus  gé- 
nérale, en  posant  JCX^X^.  •  •  ?-^mi  pour  le  produit  à  intégrer.  On  trouve 
d'abord 

A  •  AJi^A.^  •  •  •  •  Xf^  =  X^X^X^  •  • .  X^^^  —  *  XX iX^  • .  •  X^ 

^=^  X^X^X^.  ..X^.(m-^i)/^Xy 
§ï  la  différence  première  des  facleura  X  est  constante;  et  de  la  on  tire. 
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en  dlminnant  tous  les  indices  dé  runité,  et  en  intégrant  le  premier  et  le 
dernier  membres  ^ 

Cette  formule  s'appliquerait  immédiatement  au  produit 

a;r(aa: +^)(Ar+  ai) ... .  [ax  +  (m  —  i)i] , 

i  étant  la  différence  de  ax,  produit  qu'il  est  d'ailleurs  bien  aisé  de  ra- 
mener k  la  forme  j:(a:+A).  •  .£a:+  (m—  i)  h]. 

On  intègre  de  même  la  fraction  y'  y^  y — ,  parce  qu'en  la  différen- 
tiant  on  trouve 


AAïAn,  •  •  Ain_i         JL  1X^X3  m  •  .  Am         AAiA». . .  A,n_, 

X— jy« mAX  . 

A^A| A^aAs . . .  Xm  XXiX^X% . . .  Xm 

ce  qui  donne 

^XX,X^...Xl'^~'  la^  XX,  X, . . .  XnZ.  ^  ^^^^^^i 

et  changeant  /ti  en  /»  — •  i ,  on  obtient 

+  const. 


XX\X^, .  .A*».!  (m— i)aX  XXi-Xft. .  .A^m 

gSo.  On  trouve  aussi  fort  aisépient  l'intégrale  des  fonctions  ration- 
nelles et'entières  ordonnée,  comme  ces  fonctions,  suivant  les  puissances 
de  la  variable  indépendante  ;  et  pour  commencer  par  le  cas  le  plus 
simple,  nous  chercherons  d'abord  celle  de  o^. 

Par  le  n*  885,  on  a 

1  i.a  i.fl.o 

(m+i)m(m-0(».>-a)  ^_,^,^  ^         ^^.^ 

'  1.9.3.4 

En  intégrant  terme  à  terme  chaque  membre  de  celte  équation,  et 
passant  hors  du  signe  2  les  facteurs  constans,  on  obtiendra 

1  *         i.a  i.a.o 

'  l.a.3.4  ' 

5.  II 
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Cette  e'quation  ferait   connaître  l'intëgrale  2x",  si  l'on  araît  2j?""'j 

2af~*,, . .  .2x%  puisqu'on  en  tirerait 

(m+i)A        li.îi  •       i.a.3  •  m+i  3* 

Si  Ton  écrit  successivement  dans  celte  dernière  m — i,  m— 2',  m — 5,  etc. 
pour  m  y  on  formera  des  expressions  de  Sjc*""*,  2jc""*%  2a:*"""^,  etc. , 
qui  ne  dépendront  que  des  intégrales  des  puissances  de  x  qui  leur  sont 
respectivement  inférieures.  On  peut  aussi  former  ces  valeurs  en  remon- 
tant; et  si  Ton  prend  d abord  /w==o,  il  vient  2a:*=T,  parce  que  l'ac- 
colade ne  doit  renfermer  qu'un  nombre  m  de  termes.  Cette  conclusion 

se  vérifie  d'ailleurs  à  priori j  soit  en  observant  que  de  àxz=:  A«;r%  il 
résulte  ûczszhXx'',  et  par  conséquent  Sor'^ss  t;  soit  en  prenant  la  diffé- 
rence de  la  fonction  primitive  p  pour  laquelle  on  trouve 

x  +  h        X 

Faisant  ensuite  m=:i,  m=i2,  /7i=3^  etc,^  et  substituant  successif- 
vementpour  2a:%  2«r',  2a?%  etCt^  les  valeurs  auxquelles  on  parviendra, 
on  formera  cette  table  : 

2^=:  |, 

22   A  22        ' 

oh        a         '    a. 5        ' 

etc. 

gSi.  Au  lieu  de  pousser  plus  loin  cette  induction,  supposons  qu'en 
général 

Sjs-  =i  ^jc-r^i  +  i?x-  rf  Ca:",^l  +  Z?a-^*  4.  etc.  ; 
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nons  tarons,  en  prenant  la  différence  première  de  chaque  membre , 

l  '  1.2  '  l.fl.3  ' 

et  comparant  entre  eux  les  termes  affectes  d'une  même  puissance  de  ^^ 
nous  obtiendrons  entre  les  coefficiens  A^  B^  Cy  Z>,  etc.,  les  rela- 
tions suivantes  : 

A    SB  ' 

JB^^Akl±JÏL:=^X^ 

2  •' 

a. 3.4  â«a  a       ' 

etc. , 

avec  lesquelles  on  déduira  facilement  les  uns  des  autres,  l«s  coefficfens 
de  l'expression  de  S^"",  quel  que  soit  l'exposaut /7i.  Eu  calculant  immé- 
diatement les  douze  premiers  termes,  on  trouyera 

-^^  —  (m+i)A       S'^^a.S   a   ^  b.S  a. 3.4  ^ 

1       jn(m— i)(m~a)(m— 3)(m— 4)ft^  ^^g 

^  r^  :         a.3.4.5.6      '    ^ 

3  m(m  — 1) (7n->6)  A'     _,_y 

10.9  a. 3 9 

•_5^  m(m--0 (m-8)Ai^         , 

*T-    6.JJ  a. 3 io^ 

_      691      m(i7i~0.-- (^^  >o)fc"  j^„-.,i 

aïo.  i3  a.3....,..i^ 

•L.     JL    »(^—  0- (^^  ^^)*^  ^«-la 

"^     a.i5  a.i. 1^ 

8617    m(m— p.. (m^T^ï4)**^  5 

.    ~"    5o.i7  a. 3 1^  •* 

,     4S867   K"»—  0 '  -  ("^^Ir  'g)fc*^  j.^^,. 

"**    4a.  19   '  a. 3 18 

«*  ^^^^^77  m(m —  1) (m —  i8)A*9  j^j»— 1  » 

•   110. ai  Û.3 ao 

etc.  -f-»W. 
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formule  dans  laqneHe  la  partie  des  coefficiens  qui  dépend  dé  l'exposant  m 
suit  une  loi  évidente;  il  n'en  est  pas  de  même  des  nombres  qui  précèdent 
cette  partie,  et  qui ,  revenant  souvent  dans  la  théorie  des  suites^  ^ritent 
une  attention  particulière.  On  les  appelle  nombres  de  Bemoulliy  parce 
que  Jacques  BernoulH  les  a  remarqués  le  premier ,  comme  formant  le 
coefficient  du  dernier  terme  dans  les  sommes  des  puissances  paires.  En 
pttendant  que  nous  les  retrouvions  par  des  considérations  plus  générales^ 
nous  allons  faire  connaître  d'une  manière  simple,  une  loi  trouvée  par 
Moivre^  pour  les  former  successivement. 

gSa.  D'après  la  définition  de  Tm,  (943)>  îl  ^^^  visible  que  cette  inté- 
grale peut  se  prendre  entre  des  limites  données ,  et  qu'alors  la  cons- 
tante disparait  comme  pour  les  intégrales  définies  aux  différentielles.  En 
efiet ,  si  l'on  prend  la  diiTérence  des  valeurs  de  Zii,  correspondantes  aux 
valeurs  x=znh,  x=  (n+r)h,  on  aura 

2l/,   =11,-1-  M,^,.  .  .  .+  I/»+r_..       - 

Suivant  cette   formule ,   l'intégrale   2jc*^  prise   depuis  :r  =  o  jusquli. 
x^=ihy  doit  se  réduire  à  o,  puisqu'alors  n=:o^  r=  i,  et  iio  =  o;  ainsi^  en 
désignant  par  B^^  B^jB^^  etc.,  le  premier  facteur  du  coefficient  de  jc"""' 
jr"~%  jc""%  etc.,  il  viendra 

(m+OA        5à       ^^      *  a        ^^      •  fl.3,4  '^ 

.      n    m(iii— i)(m — a}(m— 3)(m— 4)  . 
+  ^* a.3.4.5.6 '^ 

^  ^'  '  a.3.4.5.6.7.8 A-  +  etc.i 

divisant  cette  équation  par  A*,  et  donnant  ensuite  ^  m  les  valeurs  a,  4; 
6,  8,  etc.,  on  en  tirera  les  équations  suivantes: 

0  =  3**5  +  ^., 

_    »    S     *    _l_    8     »     _I_   8-7-6     n     j^    8.7.6.5.4     «        .        _ 

etc. 
Ces  mêmes  coefficiens  ont,  avec  les  nombres  rejurésentés  par  le  sym* 
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bole  A".o'  (95a),  des  relatioDS  qu'on  obtiendrait  en  comparant  l'expres- 
sion précédente  de  Zo;**  avec  celle  qui  résulterait  de  la  formule  du 
n*  g45y  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  x. 

IVous  observerons^  avant.de  finir  cet  article ,  que  si  l'on  multiplie 
^iaf^  par  A  ^  et  qu'on  passe  cet  accroissement  sous  le  signe  Z  ^  on  aura 
lequalion 

"Suxfh  =  — , af^h+'  ^  jc*'"^"  —  etc.  +  consL , 

m+i         a  '    a  a. 3  '  ' 

dont  le  çecond  membre  a  pour  limite  — p-  +  const. ,  lorsque  h  s'éva- 

Douit,  cas  auquel  2«r"A  se  change  en  fjc^dXy  d'après  ce  qu'on  a  vu  dans 
le  n*  467» 

955.  Ce  qui  précède  fournit  le  moyen  d'intégrer  toutes  les  fonctions 
algébriques,  rationnelles  et  entières ,  lorsque  la  variable  indépendante 
ne  change  que  par  une  différence  Constante. 

Prenons  pour  exemple  la  fonction 

àx^  4-  j8jc»  ^  yx  '+'  J", 
nous  aurons 

^ax^  +  fiûc^+yx  +  ^)  =  a2ar«+i82jp*4->2^+<r2a^*; 
et  mettant  pour  So^,  Sx*,  Zo:,  Sx*,  leurs  valeurs  (gSo),  il  viendra 

U  est  £aicile  de  voir,  d'ailleurs,  qu'en  posant  tout  de  suite 

2(fltjr  +  fijcr-'  +  yar-^  4-  etc.)  =  JaT-^*  +  ^^  +  Oc»-*  +  etc.  ; 

et  prenant  les  différences  de  chaque  membre,  on  aurait  immédiatement, 
comme  dans  le  n^  gSi ,  les  relations  des  coefficiens  ^,  B,  C,  etc., 
avec  «,  jS,  >,  etc. 

954*  Passons  maintenant  aux  fractions  rationnelles,  et  supposons-les 
décomposées  en  fractions  simples,  comme  pour  l'intégration  des  diffe-* 
rentielles  (Sya).  On  pourra  toujours  intégrer  parmi  ces  dernières  chaque 
couple  de  la  forme 


x  +  m  +  h        x  +  a* 
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car  il  est  évident  que 


.. ^=4 


el  en  prenant  Tînlégrale  de  chaque  membre ,  on  arrive  k 

\x  +  m+h        x+a)         x+a 

Il  est  k  remarquer  que  ni  Tune  ni  Vautre  des  fractions  du  premier  membre 
ne  peut  ^intégrer. 

Soit,  pour  exemple,  xCx+AKxV^fe)'  ^^^^'^P^*^^"  ^  ^*"^  ^^^^ 
tion  en  fractions  simples,  conduit  à 


=»  ï:  2  ::.  +  ï  2  — r-fc  •— î  2  ; 


par  la  formule  générale  obtenue  plus  kaul,  on  a 


x  +  a  x  +  a  +  h        x  +  a^ 


et  par  conséquent 


2t       ««      1  1 

X  X  +  A       x' 


en  substituant  cette  valeur,  on  trouvera 

-^  x(x+fc)(x+«A)  •"  ï  t     î+1       *Ï+»S/        Ax'' 

On  aurait  pu  mettre  immédiatement  la  formule  proposée  sons  une 
forme  évidemment  intégrable,  en  décrivant  ainsi  : 

Zx+ah        11^ -i  *T     '  .  ..r    '^^     '  >^-    y 

xCx+A)(x+aft)  ""  A     X        h     x+H'^Ji    x+h       h^x^fUi^ 

M  Oïl  aurait  conclu  sur-le-champ 

3x+aA  11        «      i        * 
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Cet  exemple  suffit  pour  faire  conoallre  l'esprit  de  la  méthode;  et  Ton 

voit  y  par  ce  qui  précède^  combien  il  doit  être  rare  de  tomber  sur  des< 

fractions  rationnelles  qui  soient  la  différence  exacte  de  quelque  fonction 

priroitiTe.  En  revenant  sur  ce  sujet  par  les  méthodes  d  approximation , 

nous  ferons  voir  que  la  fraction  -  n'est  pas  même  intégrable  par  loga* 

rilhmes^  comme  lorsqu'il  s'agit  des  différentielles. 

955.  Les  cas  où  l'on  peut  intégrer  les  différences  irrationnelles  sont    intégration 

•  .«.'i*  ».  des  fonction» 

SI  rares  et  si  particuliers ,  que   nous  ne  nous  y  arrêterons  pas;  on  entranaccndanu». 
reconnaîtra  d'ailleurs  les  caractères^  en  différentiant  des  fonctions  ir- 
rationnelles^ et  nous  passerons  en  conséquence  tout  de  suite  aux  fonc- 
tions transcendantes,  parmi  lesquelles  il  s'en   trouve  plusieurs  qui  se 
prêtent  assez  facilement  aux  intégrations;  De  ce  nombre  est  la  fonction  a*. 

En  effet ,  puisque  A .  fl'=:a'(a* — i  )  (89 1  ) ,  il  s  ensuit  Sa's=  nr™"  +  consL. 

On  intègre  aussi  l'expression  à'y ,  lorsque  jr  est  une  fonction  ration*» 
nelle  et  entière  de  a:;  car  si  Ton  fait  jr  zs  *-f-/3ar+5^«*  +  J^x^  +  etc. , 
que  Tqp  suppose  ensuite 

S^a^-  iSjf  4*>;t»+ J^j^+etc.)==  à'(/à+BxJhCx^-i-Dx^  +  etc.), 

et  qu'on  prenne  la  différence  de  <^faaque  membre ,  on  trouvera 

développant  le  second  membre  et  divisant  tout  par  a*,  il  viendra 

a+/8x4->a:»4-<rj:'+etc.=  («*— 1)  (A-^  Bx+  Ca:*-+'Dx''^ic.) 

'  +a*h  (B-+.2Cx-i-5Dx'+etc.') 
+a*A'(  C4-3Z?JH-elc.) 
-Hï*A\Z?-Hîtc.) 
-f-etc. 

Comparant  les  termes  semblables  dans  chacun  des  membres ,  on  aun 

«  =  —  ^  +  a»(y^  -^    Bh  +     Ch'  +  Dh'  +  etc.), 

/3  =  —  ^  -♦-  fl*(5  +  aCA  4-  5Dh'  ■+-  etc.), 

>  =  —  C  4-  a'ic  +  5i?A  H-  etc.) ,  , 

J"  =s  —  Z?  4-  a'iD  4-  etc.) , 

etc. 
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Si,  pour  donner  un  exemple,  on  veul  terminer  à  yx^  la  fondions, 
on  fera  êr  =  o,  ce  qui  donnera  Z?=o^  et  on  trouvera 

r  —     y 

j.  /3— flCa*A        fl*(^  — flyfi)  — /g 

•        ^  =  5^=7 (a*-i)^  ^ 

d'où  rpn  tirera 

2a'(flt  +  jSjc  +  ^jc»)  =  consU  4-; 
.  fa**(i»— /?ft+yftO— g*(fl^^^fc— y^')+*^j_  \_a\i^^*iy}i)^f\x         y£\ 

gSG.  Venons  à  Fintégration  des  fonctions  circulaires.  Elle  s'effectue 
par  les  formules  trouvées  plus  haut^  lorsqu'on  fait  usage  des  expres- 
sions exponentielles  dé  ces  fonctions.  On  a,  par  le  n**  4'  ^^  Tlntroduc- 
tion,  et  par  le  précédent , 

flV^— 1  av/ — 1  "^  ^ 

= : — F ;  j^,>i  I — -jbty-.iN-i "+•  consU 

a  v/— 1  Ca  —  {jrCr^  +  e  *r.~*)]  ' 

Le  dernier  de  ces  résultats  étant  transformé  en  fonction  de  sinus  el 
de  cosinus,  devient  successivement 

-,    .  sinto-^A)  — ainaî  ,  ^ 

a(i — cosA)  ■ 

%\TkX — sin(x— -A)  ,  ^  cosfa:— ^A)     . 

4  (din  i  A)*  •  asm  î  A         *  ' 

au  moyen  des  relations 

I  —  cos  A  =2  (sin  j-^)%      sîn^  —  sîn5  =  2sini  (-^ — ^iî)cosi(^+^). 

On  étendrait  sans  peine  ce  procédé  à  beaucoup  d'autres  fonctions  du 
même  genre;  mais  il  paraîtra  sans  doute  plus  commode  d'opérer  im- 
médiatement sur  les  sinus  et  les  cosinus ,  ainsi  que  nous  allons  le  faire. 

957.  l^  On  trouve  dans  le  n*  892,  l'équation 

Acosors:^ — asin^Asin  (^4-jA), 
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de  laqiielle  on  tire 

^^       '    *    ^  asm  jh'  a sin i  A      ^ 

en  écrivant  or-— 7 ^,  au  lieu  de  x;  prenant  ensuite  l'intégrale  de  chaque 
membre  de  la  dernière  é(}ualion,  on  obtient^  comnoie  ci-dessus^ 

a*.  De  réqualîon 

A  sîn  j:  =s  3sin  ^  h  cos(ar+ 1  A), 
on  tire  de  même 

Cl  en  intégrant  les  deux  membres  de  la  dernière^  il  vient 

2  cos  X  s=  — ^-^n-^  +  consL 
asm  I A         ' 

Z^.  La  conversion  des  puissances  de  sinus,  de  cosinus  et  de  leurs 
produits,  en  fonction  de  sinus  et  de  cosinus d arcs  multiples,  ramènera 
anx  deux  formules  que  nous  venons  de  trouver  y  l'intégration  de  la  fonc« 
tien  générale  sin  o::^  cos  :r",  lorsque  les  exposans  m  ^l  ^  seront  des 
Bombres  entiers  positifs. 

En  effet,  cette  fonction  sera  changée  en  une  suite  de  termes  de  la 
forme  ji  sin^«r ,  ou  ui  cosqXy  dont  les  intégrales  se  déduiront  de  celles 
de  ^sinx  et  ^coso:,  en  écrivant  qx  et  qh,  au  lieu  de  x  et  de  h}  et 
il  est  facile  de  voir  que  Ton  aura  en  général 

XiOrsque  le  développement  de  la  fonction  sin  j:f  cosjt:'  contiendra  des 
termes  constaus,  son  intégrale  renfermera  Tare  de  cercle  .r,  puisque 

958.  On  peut  encore  pousser  plus  loin  l'intégration  des  fonctions 
Scolaires,  et  obtenir  h  fonction  primitive  dQulIa  ^Sévenoe  est  j::^sin  x'^ 
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ou  os'cos  â/,  af  étant  aiie  fonciioa  de  x  ayant  pour  dîfforence  j^Mintère 

la  constante  h! ,  Le  déyeloppement  des  fondions 

A{(x— A>'cos(a:'— iA')}    «*    A{(*  — ;*)'sin(x'— iA')}y 
donne  d'abord  les  équations 

A{(a?— A)''cosCa:'— i*')}  =  a;'cos(a:'-f-iA')— (jo-AycosC^'—i^O 

=  ay{cos(a/4- i^  ;*')— cos(a:'— i  A')}^- 
ti  i.a  '  1.2.3  J        ^  »    /» 
A{(a:— A)»  8in(a/--  i  A')}  =  of 8in(a;'+ 1  A/)  —  (a:  —  A^  si»  (x'— i  A'> 

=  «'{sin(«'+i  A')— s»°(«'— r  *')}  + 
f  e  a:.-.A— 2fcî2  a^.;i.  +eÇ£i:l)l£:^  j^s^j  _  eic.}  sin  (jc'— i  A'). 

Sobstîtuant  dans  Ftine  la  valeur  de  cos(jc'+xA')— cos(j:'— ^A'),  et 
dans  Fautre  celle  de  5in(a;'-f-jA')  —  sîn(a:'— f  A%  il  viendra 

L{{x  —  A)^cos(a:'—  ï  A')}  *=  —  ao^'sin  jc'siu^  A'  -^ 
{£  «r-'A  -  e^  «'-A-  +  ^^^Ta^-^  af-^h^^  etc.}  cof(x'--.i  A'), 

A{(jer—  Ay  8in(^— .^A')}  =  aor^cosx'  sin^^-f- 
J5  ^.;,  -  eCZllL)  ^.-.A.  ^.  P^P^'^^p^^  ^3A3  -^  ete;}  skiCor'-i  H) f 

tirant  de  ees  dermère»  la  vateor  de  sf  sin  af^  celle  de  afçosx^^  et  pM«« 
4ianl  l'ûtégrale  de  cliaque  terme  du  résultat,  on  aura 


asin^A  • 

^  {  ?  ASaf-'cos(x'-.  i  A')— 2<Z^)  A»2a*-t*  cos  (a/—  i  A*) 

H-^^^=^f|=^  A'Sj?-»  cos  (x'—  i  A')  —  elc,  }  +  const,  ; 

^,  {2A2a;^-.sîn(a:'— lA')  --C^f^i^  A*2x^*sîn(a:'— ^A') 
+^^^Txf^  ^'^^"'  sîn(a:'— iA')  —  etc.}  +  consC, 
Si  Ton  &it  d'abord  p;ssï ,  cet  formules  donavont 


Aêiai 
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et  comme,  par  le  numéro  précédent^  on  a 
il  ça  réfiultera.  ^  ^ 

asm  5  A'  '       (fisia^fl^*^     '  ' 

Avec  ces  expressions  on  obtiendra  celles  de  2a:*  siii  a/,  S^*cos;%/^  ea 
faisant  p^=^^y  puis  celles  de  Sx^sin«r',  Zr'cosor',  en  faisant  p^=iZ^ 
et  ainsi  de  suite;  on  sera  donc  en  état  d  assigner  Tintégrale  des  fonc* 
dons  j'sinar^^cosar^  dans  tous  les  cas  okj  sera  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de;r. 

11  est  bon  de  remarquer  que  si  Ton  prend  ^=  Ar'+^>  ee  qui  dour 
nera  h:=^ah',  on  conclura  immédiatement 

2(ax'+*)'sîny,  2(aj/+J)'co8j/, 

de  "Zoif  sin  a/,  'S^af  coso/,  en  changeant  hqrs  des  sinus  et  des  cosinus  seu^ 
lement^  jp  en  ax'+b^  et  h  en  ah\  On  n'a  pu,  jusqu'à  présent,  faire 
pour  les  tangentes  «  les  sécantes ,  ni  pour  les  fractions  ayant  pour  dé- 
nominateurs des  puissances  de  sinus  et  de  cosiniis,  ce  que  nous  venons 
de  £nre  sur  les  fonctions  rationnelles  et  entières  de  ces  derniers. 

qSq.  L'intégration  par  partiçs  se  pratique  sar  les  différences  aussi  bien 
4[ae  sur  les  différentielles.  Soient  P  et  Q  detix  fondions  quelconques 
de  Xi  el  fiasons  XPQ  a»  QlP  +  ?  »  2  étant  une  fonction  ioconnue  de 
la  même  v«ri4>le.  En  prenant  h  ^Sirenqe  de  çha(|nf  membre  dç  çelLo 
«qoalion,  on  aura 

PQ  :v:  (Q+4kQ)  2  (P+  AP)-. ÇSP+  A2  ; 

d«velopp«nt  et  réduisant,  «n  observait  <p«  QX^P^s^PQ,  il  viendra 

fi^£^QXÇP±àP)±às,     ou     àzssi—àQ^P±àP), 
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et  par  conséquent 

d'où  il  résulte 

2PÇ=QSP— 2(AQSP0 (a); 

Changeant  maintenant  Q  en  AQ  et  P  en  2P^,  la  formule  (a)  nous 

donnera 

2(AQ2P0  =  AQ2-P.  —  2(A-Q2*P.)  ; 

car  il  est  visible  que  le  second  état  de  P  étant  représenté  par  P^^JP-^AP^ 
le  second  état  de  ZP,  sera 

2P.+ A2P.  =  ^P,+P,=.^P,, 
€t  Ton  aura  par  conséquent 

SPC  =  Ç2P-.  AÇS'P,  +  S(A*<?2*P0; 
On  trouvera  encore  par  la  formule  (a)  que 

.  2(A*Q2^P.)  =  A*Q2^P.  —  2(A5Ç2«P,)  f 
€t  par  ce  moyen  Ton  aura 

2PQ  =  Ç2P  ~  AQ2-P.  +  A*Q2»P.  —  ^ûl^Q^^P,). 

En  général ,  soil  2(A"Ç2"P,)  le  terme  auquel  on  arrive  après  72  opéra* 
lions  semblables  aux  précédentes;  la  formule  (a)  le  changera  en 

S(A-Ç2"P.)  =  A-Q2-^»P, — 2  (A"-^'Ç2-^'P,^,) , 

équation  qui  renferme  la  loi  de  cette  expression  élégante^  donnée  pouf 
la  première  fois  par  l'ajlor,  dans  les  Transactions  Philosophiques  : 

:LPQ  b  Q2P—  AQ2»P. 4-  L*QS?P^  —  à'Ql^P^  +  A<Q25P^  —  etc. 

Si  Ton  y  met  ponrP,,  P^y  P^y  etc.,  leurs  valenrs  en  P,  et  qu'on  effecr 
tue  les  intégralknis  qui  deviennent  possibles ,  elle  se  change  en 

2PQ  =  Ç2P  —  AQ(2*P  +  2P  )  +  A*Q(S3P4-  22*P  -f-  2P) 
— A'Q(2^P  H^  323P    +  52^P  +  2P)  +  etc. 

C'est  sous  cette  forme  que  Condorcet  Ta  présentée  dans  son  Essai  sur 
TJpplication  de  V Analyse  à  la  probabilité  des  décisions,  p,  i6.5. 
Elle  s  arrête  toutes  les  fois  qne  la  fonction  Q  mène  à  des  différences 
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tonfttantas  ctâris  nn  ordre  quelconque  ;  et  si  la  fonction  P  est  suslcep-^ 
tible  d*un  nombre  suffisant  d'intégrations  successives^  on  parvient  à 
Tiûtégrale  eicacte  de  la  fonction  PQ. 

960.  II  suit  de  là  qu'on  peut  intégrer,  i*.  toute  fonction  delà  ibrme 

quand  les  exposans  du  numérateur  sont  entiers  et  positifs^  et  queïe  plus 
fort  est  moindre  que  n— - 1  ^  parce  que  la  fraction 

i 

fie  peuf  s^intégrer  que  /i— x  fois  de  suite,  à  cause  que  le  nombre  àéé 
facteurs  dS  dénominateur  diminue  de  Tunité  à  chaque  fois  (943),  et  que, 
comme  on  le  Verra  plus  loin^  elle  cesse  d'être  intégrable  lorsqu'il  n'eo 
reste  qu'un. 
a^.  Toute  fonction  de  la  forme 

quel  que  soit  le  signe  de  m. 
3^  Enfin  toute  fonction  de  la  forme 

sïno:" cosoc^{Jx*  -f-  Bx^  +  Cx^.. . . . .), 

pourvu  qtie  mel  n  soient  positifs,  et  en  changeant  le  produit  sinoi^cosàr'^ 
en  sinus  et  cosinus  d'arcs  multiples* 
Ce»  deux  dernières  x'emàrques  sont  fondées  sur  ce  que  les  fonctions^ 

di"**,      sino:    et    cos^ 

sont  susceptibles  d!^un  nombre  quelconque  d'intégrations  siiccessives 
(955,  957). 

LfCS  trois  formules  rapportées  ci-dessus  méritent  d'autant  plus  d'atten-^' 
tion ,  qu'elles  comprennent  à  peu  près  tous  les  cas  où  Ton  petit  intégrer  les 
différences  qui  ne  dépendent  que  d'une  seule  variable,  et  qu'elles  con-»' 
duis<eat  par  conséquent  à  la  sommation  d'un  grand  nombre  de  suites  (943)* 

961.  En  intégrant  plusieurs  fois  de  suite  et  par  parties,  chaqjae  termo 
de  la  formule 

^PQ  =  QtP  —  AQ2»P,  +  ^^Qi'P^  -^  A^Q^^Ps  +  etc: , 

aa  obtiendra  successivement  les  expressions  de  2^PQ,  2^PQ,  etc^ 
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Tayior  a  donn^  celle  de  3'PQ,  atcfoir  s 

-Z'PQ  =  Ql'P  —  2  LQU-^'P,  ^  "^?.+  '^  A»Q2***i», 

Cctle  formule  se  vérifie  facilement  de  proche  en  proche^  en  obserrftnf 
que  les  coefficîens  de  QiS'P,  AQS***-*/^,,  etc.,  sont  les  mêmes  que  ceux 
des  puissances  de  x  dans  le  développement  de  (i+J:)"'%  analogie  que  l'ou 
prouve  comme  il  suit.  Si  Ton  fait 

2"i>Ç  =  AQ%-P  +  BLQ^^-^'P,  +  CL^Ql'^'^^P^  +  etc., 

et  que  Ton  prenne  la  différence  de  cette  équation  ^  en  n'y  Êiis^pt  varier 
que  les  fonctions  P  et  Q,  on  aura  ^ 

parce  que   A2*-PQ  ^  2— *PÇ,  et 

ùk.xjrv=:  xLy  +jr^x  +  A^^Ao:  =:  ùkxj  +j,Ajrj 
mais  si  Ton  fait  aussi 

(iH-x)— =-r^  +  -Ba:+  Cr'  +  Z?,r3-f  etc., 
on  trouvera 

(i  +  xy^'^r'l  ^{i+  xy^i  +0?)  =2=  ^  +  J5 

11  suit  de  là  que  l'on  passe  de  S"PÇ  à  2»"""PQ,  comme  de  (i-H^)"? 
à  (i  +  J?)"^"""^;  cette  correspondance  ayant  toujours  lieu  jusqu'au  cas 
ou  7ir=:i^  pour  lequel  les  coefficiens  de  2PQ  et  de  (iH-Jcr)""'  sont 
identiques^  il  en  résulte  que  toute  la  suite  des  développemens  de  Sif^Q^ 
2'PQ,  2'jPQ,  etc.,  sera  semblable  à  cet  égard  à  celle  des  dévelop** 
pemens  de  (i-j-or)'"',  (i-f-:r)"%  (i-}-^)~%  etc,  (♦). 


X  4-  C\x^  +  etc. 


'i\tU  tl  IfcAaéÉhMXÉ 


(^)  Taylor  démontre  immédiatement  son  résultat  par  des  intégration^  qu'il  est  aisé 
de  reconnaître  dans  Texpression  de£"'PQ^  et  d'efFectuer  ensuite.  H  est  évident  que  si 
Ton  change  n  en  n  -f"  ^  ^  quon  écrive  en  conséquence  Ai^  B^,  C(,  etc.  ^  pour  ^,  B^ 
C,  etc. ,  2"""'PQ  devenant  alors  V'PQ ,  on  agra 

A^=A,      B,^A,=B,      C,+B^xC,  tte.^ 
d'où  àA=o,      A5=  — -rf, ,      AC=— jff,,etc. 

^  première  de  ces  équations  donne  d*abord^ = const.  puis  A:=si ,  pnisqae  n=s  o  dow0 
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louant  êMX  Uttmefi  proTenaot  de  la  constaqle  arbitraire  qu'il  faut  aJQn-> 
ter  après  chaque  intégration ^  ou  trouve  aisëmeni  leur  forme,  en  obder-r 
Tant  que  de        . 

2a  =s=  f  (a?)  ^  C^ 

3  résulte 

2»a  =i  2f(a:)4-  CSi  ;=  2f(a:)  +  Cg  +  C  (gSo) , 

2^a  =  '2*f(x)  +  C2  J+  C'?  +  C'V 
elCr 

g62.  Il  ne  seraft  pas  difficile ,-  au  jmoyen  ^e  ce  €pi  4m  a  vu  dans  la' 
n*  920,  de  parvenir  à  la  formule 

Il  ■ I  ■  Il      1 1     II    II         II  i        t  •  ' 

aussi  ^  £=:  1  ;  la:  seconde  conduit  à  AB  =—  i  ^  iB  =  — >  -  »  à  cause  de  ^  =:  o^  quand 
jisso;  ponrauivant  de  la  mtme  manière  on  obtiendra 

1     '  1.2      '  i.a        '      ,  1.11.5 

Pour  mettre  plus  d'uniformité  dans  la  méthode ,  j'ai  préféré  à  ce  procédé ,  la  consi*- 
dération  de  Tanalogie  des  puissances  et  des  différences.  En  le  suivant  j*aurais  rendu  la 
démonstration  indépendante  de  celle  du  binôme^  mais  j'observerai  que  Ton  peut  se 
servir  de  l'intégration  pour  parvenir  à  cette  dernière ,  sans  tomber  dans  aucun  cercle 
vicieux.  En  elFet ,  si  Von  prend 

il  +xY     5=  1  +  jix  +  Baf"  +  Cx'^  etc. , 
(i  +  ;ï:)«+i  =  1  -J.  ^'o:  +  jBV  +  Ca?+  etc. , 
on  aura 

^'=^+1,    B'^B^A,     C'  =  C  +  *,  etc., 

AAz^i^  AB  =  Jj  /iCsAB,  etc.; 

•n  istégrant  d'après  le  n^  ^6,  qui  ne  suppose  point  la  théorie  des  puissances ,  et  fai-^ 
muâ.  attention  que  ji^  B^  C,  tic,  doiveixt  toe  nuls  quai^  n  =  O;  on  obtiendra* 

^el  qae  soit  l'exposant  n.  H  serait  facile  de  donner  à-  cette  démonstration  une  forme 
purement  élémentaire  ;  c'est  ce  qu'on  peut  voir  dans  Y  Encyclopédie  méthodique  (  P/c- 
tionnairede  Mathématiciues  au  mot  &mo7ne)et  dans  les  t^ova  Acta  Acad.  Petropolitanœ, 
fan.  1787. 
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de  laquelle  on  coiicluraît  l'expression  ^eS'PÇj  par  le  seul  chàiïgc* 
ment  de  +n  en  *— n  et  de  A"""  en  S'.  Celle  relalion  énire  les  différences 
et  les  intégrales^  suite  de  leur  analogie  avec  les  puissances^  se  mani- 
feste dans  l'expression  du  n**  883,  d'après  laquelle     ; 

'      l  '  1.2  ■    *     *  ^«^.p  •     «»     I 

Si  Tony  fait 'd'abord /2==i>  on  trouve 

^  ÙL-'u  =  w.,  +  M_,  +  r^„3  +  u^^  4-  etc.; 

ce  qui  est  la  somme  des  quantités  a,  à  partir  de  ««  exclusivement;  çl 
comme,  en  plaçant  l'origine  de  ces  quantités  hiU,^  on  aurait 

t^-'U,  =    «,_,    +   Z/,^^    4-'  Wrl-3.  .  .  .+    W  +    UL.^    +    etc.  i 

la  différence  de  ces  deux  expressions  donnerait  évidemment  2w, ,  dcr 
puis  ^szsr  jusqu'à   ar  =  o  inclusivement, 

La  supposition  de  /i  ;;;==  2  conduit  à  l'expression 

A"'a  =  w_,  +  2tt_3  +  5«_4  +  4w_^  +  etc.  ; 

^ui  peut  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

tt«a  +  w_3  -h  w_4  +  tt_5  4-  etc, 

4-  «-S  4-  ^'-4  +  "-Ç  +  etc. 

4-  u^4  4-  w-5  4-  etc. 

4"  w-5  4"  ^^^* 

H-  etc., 

où  chaque  ligne*  exprime  une  des  sommes  partielles  de  la  suite 

««a,    w_3,    u^4,    «-5,    etc., 

à  compter  successivement  du  premier,  du  deuxième,  du  troisième,  etc. 
terme,   ce  qui  donne  la  somme  des  sommes,  à  partir  du  dernier  terme; 
*-  et  la  comparaison  de  cette  forme  de  calcul  avec  celle  du  n""  9^5,  ^n 

fait  voir  l'analogie  avec  le  développement  des  puissances  négatives. 

Développe.  965.  L'utiiilé  dont  est  l'expression  de  Si^,  pour  la  sommation  des 
™r^M2*^ar"î^^"^^^^>  ^  ^^^  ratleution  des  analystes  sur  cette  expression;  et  ils  sont 
diffi-rcnticUesct  parvenus  à  lui  donner  plusieurs  formes  très-élégantes.  Euler  la  fit  dé- 
fu  tcgrac»/.    çjjj'j.^  descoefficiens  différentiels  de  u  e\  de  l'intégrale  fuda:.  Onaïf jye  ^ 
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ce  résultat  en  parlant  de  la  formule 


.  az  /i     ,     a-a    n-      .a-»       nr      -,       .^ 


i.a.î: 
qui  donne 

1      <Lr    •    i.a      dx*    '    i.a.3      dxi    '- 


Si  on  fait  3^  =s  ^j  il  viendra  2  :=i/udx  et 

/iido:  =  ASu  4^*2  ^  +  iSA^S ^-+  etc.  ^ 

en  représentant  par  a ^  i^^  7^  etc.  ^  les  coefEciens  numériques;  on iît 
rcra  de  là 

Si  maintenant  on  prend  les  coefficiens  différentiels  de  chaque  membre^ 
en  observant  que  ^iî-  =  2g^,  ce  qu'il  e^t  fort  ai$é  de  vérifier  C^)^ 
on  obtiendra  cette  suite  d*équations  ' 

etc., 

dont  on  se  servira  comme  il  suit,  pour  éliminer  successivement  de  U 
valeor  de  Xup  les  fonctions 

^di»  ^d?*  ^db?*        ^^^• 

Après  avoir  multiplié  ces  équations,  respectivement  par  Ah,  Bh*, 
Ch^,  etc.,  on  en  passera  tous  les  termes  dans  le  second  membre,  pour  les 


(*)  On  voit  d'abord  que 
dAtfr=:d{f(a:  +  A)  — fCx)}==={f(x  +  fi)-f(x)}dx=Ar(x)da:  =  Ada, 

et  posant  ensuite  2u  =  C/>  il  yîent 

u=^U,    dtt=:dAl/;=5Adl7, 
tfpù  5Jda  =  îAdl^=?dC^=5=dÇtt, 

5,  »5 
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ajoater  à  la  valeur  de  Zu,  et  l'oo  aura 

+  Ju       -    ^A2:g-^«A-2^,-^^A32^-elc. 
^Bh'£  -    5A.2|^-.^«/i'2g-elc. 

4-  etc.; 
en  égalant  à  zéro  tous  les  termes  affectés  d'intégrales  semblables  ^  on 
formera  les  équations 

J  +  A=:Oy  J       (^  +  r!^  =  ^* 

B  +  Ja  +  fi  =:  o,  y  ou  <5  +  —  H ^  =  o, 

etc.,  etc., 

qui  serviront  à  déterminer  les  coefEciens^,  B^  C,  étende  Fexpres^ 
sion  restante 

En  faisant  u:s:zûc^  dans  cette  expression ,  on  en  déduit 

4-  /w(/w~i  )(/?^-^a)Z?A^a:"r34-m(m— I  )(in— a)(m--^5)£A^ 
et  comparant  avec  celle  du  n"  gSi  ,  il  vienl 
'^==  — ^,    ■ff  =  5^-5f     C^=o,    2)=-—^,^-,     ^=0,  etc. 

On  peut  vérifier,  par  les  relations  indiquées  ci^dessus,  entre  j/,  i?,  Cy  eXc.^ 
les  valeurs  absolues  qu'on  vient  de  trouver,  et  établir  ensuite  de  nour 
velles  relations  entre  les  nombres  de  BernouUi  (gS^). 

964.  La  détermination  des  coefficiens^,  J?,  C^  etc.,  s'opère  encore 
ici  comme  dans  le  n*  93 1,  par  la  considération  de  la  fonction  parti* 
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culièf  e  e*,  pour  Ia<]aelle  on  trouve 

^e':^^^,       fe'dx=:e',       ^=^, 
d'où  il  suit 

^^  =  1  +  J  +  Bh+  Ch^  +  etc.; 

ce  qui  montre  que  les  coefGciens  A ^  By    Cy  etc.^nesont  autre  chose 
que  ceux  qui  mullIpUent  les  puissances  de  h  dans  le  développement 

de  la  fonction  ^_    ,  réduite  en  série  ascendante  par  rapport  à  celte 
lettre. 

965.  On  étend  sans  peine  l'expression  de  %Uy  donnée  dans  le  n""  96?^ 
au  cas  où  Ton  a  u^=^a'y^  jr  étant  une  fonction  quelconque  de  or,  parce 
qu'en  intégrant  par  parties,  d'après  la  formule  du  n^  qSq,  on.  trouve 

tifjr  =  ^^y^^       ^y  •  substituant  pour  A/  \%   série  qui  rexpriœe , 
il  vient 

Si,  à  la  place  de^,  on  met  successivement  ^^ ,  j^,  etc.,  on  trou- 
vera les  équations 

etc.  y 
avec  le  secours  desquelles  on  éliminera  les  intégrales 

2a-g,         So-g,     etc. 

D  est  visible  que  le  résultat  sera  de  la  forme 


{i^-i)%^j  z=à'j  +  Ahf'^  +  Bh*cf  ^  +  Ch?<f  ^  +  etc. 

Euler  détermine  les  coefficiens  u/,  B,  C,  etc.^en  substituant  dans  cette 
dernière  é<}uatioa  les  valeurs  de  i^'/,  <^£,,  *^'â'  **<^*>  P"®®*  ***"• 
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les  précédentes.  Par  ce  moyen  on  obtient  Féquatioa 

^i,  devant  être  identique  >  donne 
^(a»— .i)-j«  «*  ss  o, 
i?(a»-0+£^«»4.^  =  o; 

etc. 

g66.  On  obtiendra  de  la  même  manière,  ek  sans  phis  de  difficulté j> 
fintégrale  répétée  Z"£^}  car  la  formule 


eonduk  à 


A-.  ==  ^  A.  +  «  ^^  A-  4.  /3  g^  A-  ^.  etc;  feSi) 

^  =:  A-S-  g  +  «A-2-  g;i+  ^-X-  ^  +  etc. , 
faisant  ensuite  j-^  es:  i^y  on  aura  i  a:  f'^uàx',  et  por  eonséquenf. 

prenant  les  coeffîciens  drffércntiek  de  chaijue  membre  de  cette  cfep^ 
Bière  équation  ^  on  formera  les  suivantes  ^ 


du 


dV 


à*u 


etc.. 


dx?4 


a  Faide  desquelles  on  chassera  2"g^,  *^"d^>  ^'^*>  ^^  rexpressiofn  de 
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S'a.  L'éqnation  finale  pourra  être  représenlée  par 

et  deTiendra 

4.  JV"  +  P^  +  ÇA»  +  elc. , 

<{Qandon  y  fera  îs=:é*  2  leseoefficiens^^  B^...My  iV,  etc.,  sont  donc  encore' 
ici  ceux  qui  maUiplient  les  puissances  de  h  dans  le  développenoient  de 

rr^-r;  :  ainsi  Ton  peut  écrire 

pounrfi  qu'après  le  déyeloppement  on  change  les  expressions  d^f  en' 
/%  ce  qui  donner» 

tt  en  rapprocHant  cette  expression  dé' 

Urur  a=  (/  3Î^  1)  u  (950)  ;• 

en  yerra  qne  Texfiressioii  de  2"ii  se  déduit  de  celle  de  t^Uy  par  lè  seuï 
changement  du  signe  de  n^  ce  qui  confirme  la  remarque  du  n*962.' 

967.  En  écrivant  /i-— i,  /i-^a*,  etc. ,  à  la  placé  de  n,  dans  l'exprès-" 
sien  de  S*i^  y  on  en  déduit  une  suite  d'équations  au  moyen  desquelles  otf 
peut  éliminer  successivement  les  intégralesy^?r*wda:*^*,/'!"*»ttdr*r»,  etc., > 
et  obtenir  un  résultat  de  la  forme 

qui  devient' 

lorsqu'oDr  y  fait  11=^*;  mais  pŒ  -j—^^ij—^,  expression  qui,  se 
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développant  dans  la  même  forme  que  le  second  membre  de  Fequatloa 

précédente^  fera  connaître  les  coefilciens  A\  B',  etc.;  ainsi  Ton  aura 

pourvu  qu*on  change  les  signes  A  en  Z^  tant  que  leur  exposant  sera 
négatif. 

Cette  expression  est  une  des  formules  propres  à  quarrer  les  courbes 
par  les  sommes  et  les.  différences  de  leurs  ordonnées^  procédé  très** 
important  pour  la  détermination  des  valeurs  numériques  des  intégrales 
aux  différentielles^  et  qui  sera  développé  dans  la  suite  avec  quelqu'étendue. 

L'expression  de  p/^udûo",  rapprochée  de  celle  de  T-i^'Cg'y),  fait 

voir  que  Téquation 

a  lieu  lorsque   Texposant   n  est  négatif^    aussi  bien  que  lorsqu'il  est 
^ositif^ 

968.  Si  Ton  écrit  h'  au  lieu  de  A,  dans  l'expression  de  2"«  (966),  ou 
laura^  pour  le  cas  où  x  varie  de  h', 

équation  tjui  fi|9  déduirait  aussi  de 

(  4       V 

par  le  seul  changement  du  signe  de  Texposant  n: 

Il  n'est  pas  difficile ,  en  suivant  la  marche  tracée  dans  le  n*"  940  ^  dt 

passer  à  Téquation 

v 

qui  se  groupe  avec 

A'-tt  B=  {(i  +  A)^—  I  }•«. , 


969.  Si  dans  Texpression 

^Pq  =  qiP  —  AÇ2*P.  +  A*Ç2»P,  —  A'ÇS^P,  +  etc. , 
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ollenue  ti*  gSg,  ou  remplace  les  dlfTëreoces  de  la  fonction  Q  par  leurs 
valeurs  en  séries^  formées  d'après  le  n"*  qSi  ^  et  que  nous  représenterons^ 
pour  abréger^  par 

AÇ  =  A    41  +  -*•  ^'  +^*'  S  +  «'«•  - 

elc, 
oa  aura 

Exammons  en  particulier  le  cas  où  Pz^a*}  il  viendra  pour  ce  Cas^ 
2P=nr-,  S'P.ssS'o'+^ss^rf— t.,  2'P.=2'a**»»=r4--j5,  etc.: 
et  par  conséquent 

-^  S^  i ÇïIHy-*  (ÏCrô-3  +/3(srz:ï)-.j  h?  +  etc. , 

formule  qui  rentre  dans  celle  du  n*  965 ,  lorsqu'on  y  substitue  les  valeurs 
des  coeiBciens  a,  j8,,  ...et',  ^',  de. 

En  faisant  usage  dans  le  cas  actuel,  ainsi  que  dans  les  précédens, 
de  la  considération  des  exponentielles^  il  faut  prendre  Qzzzé'i  it- 
vient  alors 

et  dans  la  même  hypothèse ,  la  série  qui  exprime  Sa'Q  devenant  divl<fi 
sîble  par  o'e*,  on  a 

1     1  o*     y   I  f    ^""^  *^*    \h^ 
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«qualion  dont  le  second  membre  peut  être  mis  sons  la  forme 

Il  reste  maintenant  à  développer  le  premier  sous  une  forme  analogue  ; 
pour  y  parvenir  ^  il  £iut  remarquer  que 

1  .  I e~*  , 

parce  qu'il  en  résulte 

^zr,-^ c?=ôî 

^érie  qui  prend  évidemment  la  forme 

et  rentre  par  conséquent  dans  celle  de  la  précédente.  • 
Si  donc  on  y  change  les  puissances  de  h  en  produits  de  la  forme 

h-^^  ^^  d^  ;  ^^^*  >  ^^  qu'on  la  multiplie  par  a%  on  aura  rçxpre$sip)i 
de  Z^Q;  d'où  il  suit  que  Ton  peut  écrire  cette  équation  : 

pourvu  qu'on  en  développe  le  second  membre  comme  il  a  été  dit  ci* 
dessus,  ce  qui  s'opérera  en  £aiisant,  pour  abréger,  h^ssz,  et   en 

réduisant  la  fonction    ^  ^    en  séné   ascendante  suivant  les    puis-» 
sances  de  z. 

]Le  résultat  précédent  n'est  qu'un  cas  particulier  de  Féquatipi^ 


X'afjr  SB  a\a  e  4î— i^ 


/? 


Digitized  by 


Google 


DES  DIFFERENCES.  io5 

donnée  en  premier  lieu  par  M.  Laplace,  et  à  laquelle  on  parviendrait 
par  des  considérations  analogues  aux  précédentes.  Nous  la  déduirons  |, 
dans  le  chapitre  IV^  de  la  source  même  dont  ce  géomètre  la  tirée. 

970.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  au  cas  où  la  fonction  u  renferme 
plusieurs  variables;  nous  nous  bornerons  à  indiquer  les  formules 

2^-tt=:=  l(i+A,)Hi+A,)ï(i+A.y-..— 1/     u^ 
qui  résultent  des  expressions 

.  f  A^      d      d     ^^^       Y  ^  ^^^ 

A"a  =  le  «^       4r      ^         —  ij  «(953), 

f  V  k  V  ^n 

A'"«=  1(1  +A,)^(i  +^)^(i  +  A.y .  ..-i/a(940, 

lorsqu^on  y  change  -f-«  en— /z,  en  vertu  de  l'analogie  des  puissances 
négatives  et  des  intégrales.  Le  lecteur  familiarisé  avec  les  démonstra-* 
lions  que  nous  avons  données  des  cas  les  plus  simples  de  ces  formules  , 
trouvera  sans  peine  le  moyen  de  les  prouver  en.  général. 

Leibnitz  remarqua  le  premier,  sur  les  différentielles  àes  produits  de 
plusieurs  variables,  l'analogie  qu^elles  ont  avec  les  puissances  ;  il  mon- 
tra bientôt  après,  que  les  intégrales  en  avaient  une  semblable  avec  les 
puissances  négatives.  Cette  connaissance  demeura  stérile,  jusqu'au  Mé- 
moire que  Lagrange  publia  3ur  ce  sujet  en  1772;  il  généralisa  les  idées 
de  Leibnitz,  les  étendit  aux  différences,  et  en  déduisit  les  formules  qu'on 
vient  de  rapporter;  mais  ces  formules  n'étaient  encore  que  les  résultats 
d'une  induction,  à  la  vérité  très-fine,  et  l'auteur  les  regardait  comme 
très-difficiles  à  prouver  directement,  lorsque  M.  Laplace  en  donna,  dans 
le  septième  volume  des  Sapons  étmngers ,  des  démonstrations  qui  réu- 
nissent l'élégance  à  la  simplicité;  il  ajouta  quelque  chose  a  ce  travail, 
en  1777  :  c'est  ce  dernier  Mémoire  que  j'ai  suivi  dans  ce  qui  précède. 
On  verra,  dans  le  chapitre  IV,  ces  mêmes  formules  faire  partie  d'une  théo- 
rie complète  des  suites,  due  entièrement  à  M.  Laplace;  mais  dès  à  pré- 
sent, il  paraîtra  sans  doute  que  l'analogie  des  puissances  avec  les  diffé- 
rences est  précieuse  pour  trouver ,  retenir  et  généraliser  des  expressions 
qui  coûteraient  beaucoup  de  peine  par  d'autres  méthodes. 

5.  14 


Digitized  by 


Google 


io6  CHAP.  U-  CALCUL  INVERSE 

D^Tcioppo.     971.  La  formule 

ment    de  l'ex-  . 

pression  pr^c^  f   ^  s^  1**^       /    /•/»% 

d«medc2-ii.  2"a=:\e    **— ^1/      U   (9OO) 

se  développera  par  le  procé4é  dont  on  a  fait  «wge  pour  la  fonction 
{ef" — 1)"  à  la  fin  du  n*  g33;  et  les  relations  des  nombres  qui  multiplient 
les  coefficiens  différentiels  tenant  ici  la  place  des  puissances  de  h^  s'ob- 
tiendront en  écrivant  —  n  au  lieu  de  n^  dans  les  équations  de  la  page  64. 
Si  Ton  donne  le  signe— -aux y^  qui  sont  affectés  d'un  nombre  impair 
d'accenSy  afin  de  rendre  positifs  tous  les  termes  de  ces  équations^  il  vien- 
dra^ par  cette  opération^ 

I 

et  on' aura  par  conséquent 

*_.)  «=5i:fîA-.-_./'£r::iiA-+.  ^  ^-_ 


(.'i-,ru=^*-._^'^»—  +^^A--._  «c; 


changeant  en  intégrales  y  d'après  la  règle  prescrite  dans  le  n*  966^  les 
différentielles  à  exposant  négatif,  il  en  résultera 

2-«:=  i,/-wlr"—  5^/-'ttda:^"  4-  t^  /— iidr—  —  etc. 


97 X  Examinons  en  particulier  le  cas  oè  n^sz  1  ^  dans  lequel  on  a 

en  observant  que  f'^^uAaf'^^  devient 

/^•"'wdx'""'  =  paix""  =53  u. 
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wmMméro  pccccJoty  qot  les  coe&cmis 
paires  de  A,  s*êT»K>ws8e«it ,  ce  ^*oa 
pour  jf  s»  Tale«r  ^^  du»  Su  ,  d'où  fo» 


2«-J>dr+i«=^^*-ele,- 
si  Ton  pose  «  =  e*  dans  cette  éqaatioii^  le  pfemitr 

fimctioD  qid  ,  ne  fiûsant  qne  dimger  de  signe  lorsqu^on  y  met  — *  A  an 
lieade  +  A^ne  doit  point  contenir  dans  son  deYeloppeaient  les  pnis« 
sances  paires  de  cette  quantité  ;  ainsi  Ton  a 

ce  qui  justifie  la  forme  supposée  à  Xr?  dans  le  n*  gSa. 

973.  On  s*est  beaucoup  occupé  de  la  rechercbe  des  coefficiens  nn« 
méricpies  de  la  Tdeur  de  Za  :  Toici  comment  M.  Laplace  est  parvenu 
à  l'expression  générale  de  Fun  quelconque  de  ces  coefficiens  ^  indépen* 
dammeni  de  tons  ceux  qui  le  précèdent.  On  a  premièrement 

en  mnltipUani  les  deux  membres  par  h,  il  viendra 

jr~  =  -^+^.A  +  -^.A'  +  -^,A'  +  ^4A*+  etc. 

Celle  série  étant  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  positives 
de  A  ^  il  résulte  du  théorème  de  Taylor^  que 

^    .  ^{^] 

■*"  '^  i.a n  dÂ=        » 

en  observant  de  faire  A=o,  après  les  differentialions  ;  cependant  si  Ton 
effectue  les  calculis  indiqués ,  les  valeurs  Ae  ji^Jl^j  A^^  etc. ,  se  présen- 
teront toutes  sous  la  forme  f  :  M.  Laplace  a  évité  cette  difficulté ,  par 
un  artifice  d'analyse  très-iogénieux*  La-  fraction 
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h                         h                     j,                              ï*           -    4* 
-T s=:  — n Tï —   se  décompose  en  -A ri —  ; 

de  plus^  il  est  visible  que^  lorsqu'on  fait  h^sso^  oa  a 

puisqu'il  est  indifférent  d'écrire,  au  lieu  de  la  quantité  k^  son  mul- 
tiple phj  qui  s'évanouit  en  même  temps  qu'elle.  On  tire  de  là^  tou- 
jours dans  l'hypothèse  de  A  =  o  ^ 

en  faisant  pss\  et  q  =zn,  on  aura  donc 

dA»  dA» 

a»        dA*        '^fi»        dA»  dA«        ' 

d'où  l'on  déduira 

dA»        "•       a»— 1  dA*        ^ 

équation  dont  le  second  membre  ne  devient  plus  f  ^  quand  on  y  met  o 
pour  h. 

Si  l'on  donne  à  ^^-7-^   la  forme   A(e*  + 1)-*,  on  obtiendra ,  par  la 

formule  du  n*  91, 


d«{^(e»  + 1)-'}  =  d-A(e*  +  i)-«  H-/id-'Ad.(e»  H-  i)-' :. 

mais  la  différentielle  dh  étant  prise  pour  constante,  il  ne  reste  que  les 
deux  derniers  termes  du  second  membre ,  et  la  supposition  de  A  sso,  fait 
encore  disparaître  le  dernier,  en  sorte  qu'on  a  seulement 

d"{ A(e*  ^  I )-' }  =  ndkd'^' . (e* + 1)-, 
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lorsque  A  =  0;  ce  qui  donne  ^ 

dA»  2»— 1         3ï^*  2»— 1         dA»-*        ' 

et  par  conséquent 

-       , ^i îl^Tll 

•^■~  i.a.3 (n— iXa»— 1)         à¥-\       ' 

Si  maintenant  on  calcule  les  diffërenlielles  successives  de  la  quan- 
tité-j——,  pour  en  connaître  la  loi,  on  trouvera 

et  l'on  en  conclura  qu'en  général, 


dA»-»  (e*+i)» 


.9,,  ^»,  ^s,  etc.,  désignant  des  coefficiens  numériques  indépendans 
de  h.  Il  est  d  ailleurs  évident  que  le  numérateur  de  cette  fraction  ne 
doit  contenir  que  des  puissances  positives  de  e*,  et  que,  par  conséquent, 
le  second  membre  de  Téquation 

doit  s'arrêter  à  S,-t^  ;  d'où  il  suit  qae  si  on  dëyeloppe  le  premier  en 
nne  série  descendante  ordonnée  suivant  les  puissances  de  e*,  cette  série 
doit  aussi  se  terminer  à  «*.  Or  on  a  , 

(e»-!-!)—  =  e-»(i-t-e-*)—  =  e"»  —  «-•»  +  e"»  —  e-<»  +  etc., 
ÎI^îiHssqs  (e-»  —  3— «-»»  H-  5— e-»  —  4— •«-<»  4-  etc.}; 

le  signe  —  se  rapportant  au  cas  où  n  est  pair ,  et  le  signe  H-  à  celui  où 
il  est  impair  :  on  obtiendra  donc 

sç:  (e*  +  i)"{e-»—  a'-'c"*»  +  3— e""  —  4«— «-<»  +  etc.} 
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en  observant  de  s'arrêter,  dans  le  déyeloppemeol  du  premier  membre, 
au  terme  multiplié  par  e*,  parce  que  tous  les  autres  doÎTent  évidemment 
s'évanouir.  D'après  cette  remarque ,  il  viendra 


Si  Ton  divise  les  deux  membres  de  cette  équation  par  («^-f-i)'j  qu'on 
fasse  ensuite  h=zo^  dans  le  second^  il  en  réanltera 

rJsii-  .|-{'--»}+{5"-^-H-=^}       |. 


et  enfin 


Il  ne  &ut  pas  oublier  que  le  signe  supérieur  ^convient  au  cas  oà  n  est 
pair^  et  le  signe  inférieur  a  lieu  dans  le  cas  contraire. 

974*  Cette  valeur  ne  peut  être  employée  que  quand  n>  i;  car  elle  devient 
infinie  lorsque  n  =  i  ;  et  on  prouve  avec  la  plus  grande  facilité ,  qu'elle 
s'évanouit  dans  tous  les  cas  où  n  est  impair  et  ^  i.  En  effet,  si  dans  fa 
première  formule  dun"  887,  on  fait  m=n — \ ,  fc=i  et  jc=— i, — 2,— etc., 
en  mettante  part  les  termes  dans  lesquels  les  facteurs  de  la  forme  (n — 1)*^ 
deviennent  de  celle-ci  (-— ;')*^S  parce  que  i  l'emporte  sur  n^  on  a 

AV(-.i)'^«=(ii^i)--'— 2(n— a)--'+îfc  . .  / 1 

q=/i(n — «)"-'=fc(/i — n — i)"-»       3 
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mais  comme  en  général,  A*.af  =o  (885),  les  premiers  membres 
des  équations  ci«-dessus  s'éranouissent,  et  les  seconds  donnent  alors 


1.^.4.  îî(!î=:i2(/^-.5)•-^..==:5•-^^ 


i.a 


i.d 


etc. , 

en  ne  comprenant  dans  les  premiers  membres  de  cbacnne  de  ces  der- 
nières équations  que  les  termes  où  la  quantité  n-^^i  est  positive  entre 
les  parenthèses  des  puissances  n-^i«  Cela  posé^  il  est  érîdent  que  le 
naméraleur  de  l'expression  de  ^.  renferme  un  nombre  pair  de  termes 
lorsque  n  est  impair  ;  si  Ton  substitue,  à  la  place  de  la  première  moitié 
de  ces  termes  qui  ferment  les  seconds  membres  des  équations  précé-* 
dentés ,  leurs  y^èurs,  et  que  Ton  £tôse  attention  aux  signes  de  la  seconde 
moitié,  qui  se  déduisent  de  celui  du  dernier  terme,  on  aura  le  résultai 
suivant  : 


-  («—2)—  +  ?  (/»-5) 


,--•  —  "^^—'^ 


1.» 


(«— 4)- 


H-  («-Sr*  -  "  («-4)-»  +  ^^  ('^5)-»  - 


+  (n-a)--  -  2  (,^-.3)-  +  2^;=i2  (»-4)—  - 

dans  lequel  les  lignes  placées  à  égale  distance  de  la  première  et  de  la 
dernière  sont  composées  des  mêmes  termes,  mais  pris  avec  un  signe 
contraire  ;  or  le  nombre  de  ces  lignes  étant  pair,  leur  assemblage  sera 
identiquement  nul:  ainsi  u^n^o,  lorsque  n  est  impair. 

Lorsque  n  est  pair,  le  numérateur  de  ^»  a  un  terme  moyen  ex<* 
primé  par 
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et  4^  <>r',r  ^  ;  r-^  ^r-^^^-fent,  ^lac*!  a»  Senne  nwî^ea.  ci-riai^iT-aiPHir^  ks 


i 


r  X- 


f 


J^^^m^     5--_:a^«-^__^,    e<c. 


0  0  0  0  i 


*  !(  ;  r-Te-r+=xi^G--r- }■•  - 

le  «igné  f op^rieur  ajraot  Uea  qaaad  -  est  impair^  et  le  signe  inférieiir 

h/rê^m  ce  nombre  eH  pain  Soit  £siit  ^ssp^  et  coocerans  qu'après  la 

/iti)>#ti(tilioii  00  divife  par  2  le  nmnéralear  et  le  dénomiiiatear  de  ^.^ 
on  aura 

U{(;,-a)'^'-2E(^3)v-.H-2<2Ç-J}(^4)^^ 
(—  etc. , 

1:9  rdtullflt  ëtant  ordonne  par  rapport  aux  puissances  de  p,  p-^i, 
l>  -^  a,  Ole. ,  prendra  la  forme 


"  •/•'^  r"* 


'♦•I 


H-  etc. 
Tello  ont  l'exproftiion  du  coefficient  du  ternie  général  de  la  suite 
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j^  =  J  [A-{-JJi'\-JJi'^  +  ^^A* -+*^,A«. . . . . .  ;4-  J^h*f  +  elc.}  , 

d'après  laquelle  on  forme  celle-ci  : 

975.  Si  l'on  fait  u^szxf^^  dans  la  formule  de  Tarticle  précédent,  on 
aura 

-f-  u^e/?i(/w— i)(i7t— 2)(m — 5)(/?i — ^4)a/"""*A5  +  etc. 

La  série  s'arrêtera  toutes  les  fois  que  Texposant  m  sera  entier  et  posi- 
tif; le  dernier  terme  sera 

Ajn{m —  I  )('w— 2) a .  xh!^^\ 

si  m  est  pair^  et 

si  ce  nombre  est  impair. 

En  rapprochant  ce  résultat  de  celui  que  nous  avons  rapporté  dans  le 
E*95i,  on  trouvera,  entre  les  coefficiens  représentés  par  5,,  J?,,i?5, 
B,y  etc.,  dans  le  v!*  962,  et  ceux  qui  le  sont  maintenant  par  ^.^ 
-^4,  J^^  ^g,  etc.,  les  relations  suivantes  : 

^^4=  JB,.j-g-2>  1         1-^^     s=:  a. 5.4^4, 

^«=^-r3:h:6>  IdW^^   =2.5.4.5.6^,, 


A,^=B^,.   ^^'       ;^.>  J  l^.p-l=    2.3.4.  •  -a/^^spi 

et  comme  la  formation  des  coefficiens  A  ^  A^^A^^A^^  As  y  etc. ,  est  con- 
nue, celle  des  nombres  de  BemouUi,  représentés  par  B^^  B^y  B^^  etc. , 
le  sera  pareillement;  car  de  l'équation 

3.  i5 
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il  résulte 


=tQp 


'  H-etc. 

Exprimée  par  les  nombres  J?,,  J^j,  etc.,  la  Yalenr  de  Zu  deyient 

976.  L'intégrale  fuAx,  qui  entre  dans  la  foratole  précédente  >  pour- 
rait en  être  chassée  au  moyen  de  la  série 

/«dj:  =  ux -  g^  - -f- 53^  ^  -  etc.  C48a), 

qui  s'arrête  aussi  lorsque  la  fonction  u  a^  dans  un  ordre  quelconque^ 
des  différences  constantes;  mais  on  parvient  directement  à  une  exprès- 
sîon  délivrée  du  signe /^  par  le  moyen  du  théorème  de  Taylor^  qiii^ 
pour  les  quantités  u^^^  u.^,  u.^j  •  • .  •«.»>  antécédentes  à  u,  donne  les 
séries 

da;T'+"    dx^i.a         djr»i.fl.3'+'       dx*  i.a.3.4  "^  ^^^'^ 
au  h'.  d»tt  A»    ^  Q  d^ii     A^      ,    ^  d*u      A4 


_^dttA,    ,d'uA»         «d^u    A»      ,     , 

«-^  T+»'d^  TTs-^'d?  no +»' 


dx*  1  a.3.4  ~"  •**^'> 
En  ajoutant  toutes  ces  valeurs  enseinble  (943)>  on  trouve 

2a  =  ntt  —  (i  +  a -H  5  ....+  »)^^ 
—  etc.; 
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désignant  par  Suy  Sn\  Sn^y  etc.  les  sommes  des  puissances  des  termes 
de  |a  série  i,  Hy  3,... ./^9  on  obtient  cette  formule 

dans  laquelle  Z21  ^s'étend  depuis  x — nh  jusqu'à  x.  Les  sommes  Sn^  Sn% 
Sn^y  etc.,  sont  rapportées  dans  le  Complément  des  Élémens  d'Algèbre, 
et  Ton  verra  plus  loin  (990)  la  manière  de  les  déduire  des  intégrales  :S. 
On  rendra  semblables  entre  eux  tous  les  termes  de  cette  expression 
de  2a^  en  observant  quo  n  =  Sn^y  et  on  aura 

2«=5'»«.»-^».^  ^  +  ^««.i^.-^~^»».|^-^ -h  etc. 
do?  1    '  dx*i.a  drM.a.o^^ 

977*  Le  développement  de  Texpression 

l..ify  ^  tfXae^^^yjjr  (969) 

s'obtient  aossi  par  le  théorème  de  Taylor.  En  appliquant  ce  théorèmt 
à  la  fimction  -r-. — ,  il  donne  • 

ttle  coefficient  du  /i""'  terme  de  cette  suite  ^  ou  de  a"-',  sera  égal  à 

\ r  3-^  d"""*  -T-î —  9  en  observant  de  faire  »=  o  après  les  dif- 

fêrentiations.  U  ae  déterminera  d'une  manière  analogue  à  celle  dont  on  a 

^ .aC»"0 

——.^a-^e-*  +  ^•*e-*»  +  tf-«*e-5*  +  tf"^*^-^  +  etc.  ; 


trouvé  g^d"-'  3377  ^*°^  ^*  °*  97^'  ^"  *  ^"^  ^^®* 


par  cette  dernière  série  on  trouve 

d^i  ~^^ = ::p(^»e-^a»-*l^-•*^-4-3•-'dr^*^«•^^'^'lr-^e-4•4-elc.^ 

multipliant  le  second  membre  de  cette  équation  par  le  développement 
de  (4^e*— 1)%  pour  le  comparer  au  numérateur  de  la  première  exprès* 
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sion  de  d"*"'  ti —  s  on  trouvera 

•—  /wi^«-*5*<!^«-»>* — 2»-»n/i^»-«)*c^»-3)» — 3«-'/2/ï^"""^^V'^^^*— etc.  | 

•-f-elc. 
d'où  l'on  déduira 


C,  ==p  (4--5-»H.  :»--?^^  ^n(n-0(>»-a)^ ^ 


etc. 


Faisant  ensuite  zsso^  dans  l'expression  de  d'""   i,l^  »  et  se  rappelant 

qu'il  faut  remplacer  2"^*  par  A*"*  3^^'#  on  aura  pour  le  terme  général 
de  la  valeur  de  Zâ'jr,  cette  formule 

/aC«-0*+(a--»— n)aC«-»>+(3»-»— fl»-'/i4^=i2y^  ^^^ 

^  i.a.3....(ii^i)(a*— x)-  "        **~'^  dP^* 

978.  Nous  allons  encore  rapporter  une  méthode  proposée  parEuler^ 
pour  obtenir  l'expression  approchée  de  Ztt,  au  moyen  d'une  équation 
différentielle  du  premier  degré  et  d'un  ordre  indéfini. 

Si  l'on  fait  2ri  =  z^  il  viendra  iisAjs;  et  l'on  aura^  parle  théorème 
de  Taylor,  l'équation     • 

que  l'on  pourra  terminer  lorsque  la  quantité  A  sera  très-petite  ^  ou  que 
les  coefficiens  différentiels  ^,  dr*>  dj?'  ^*^'»  ne  formeront  pas  une 
série  divergente;  on  aura  alors  une  équation  différentielle  du  pre- 
mier degré ^  à  coefficiens  conslans^  d'un  ordre  marqué  par  celui  du 
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terme  auquel  on  s'arrêtera  ^  et  dont  l'iniégration  ferait  connaître  la  fonc- 
tion z  (61 1). 

An  lieu  d'intégrer  Téquation  différentielle  cî*dessus  y  pour  en  tirer  la 
Taleur  de  Uj  nous  ferons  usage  de  la  méthode  des  substitutions  sue- 
cessives.  En  négligeant  d'abord  les  puissances  de  A^  supérieures  à  la 

première,  on  aura  i^=  v--,  d'où  z^s:  rfuàx.   Soit,  pour  abréger j^^ 

f^fudx  =zP^  et  posons  z^=^P  +ph}  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'expression  de  u^  nous  aurons 

ÎàP  h       à^h^.d^P     V 

mais  il  est  évident  que  la  première  ligne  du  second  membre  est  égale 
à  aPj  et  en  se  bornant  dans  la  seconde  au  terme  affecté  de  A%  ou  ob« 

tiendra  li—  Ai>  =  ^  A%  d'où  p  5=  js/C"—  AP)dar. 

Faisons  encore 

jJ;/(i;-AP)daî  =  P', 

et  prenons  p's^P-\^ffh)  l'équation 

deriendra 

dx    1  "^  dx»  i.a"'"  dx»  i.a.3  "^^  *^*^' 

^ àx  1  ^ï?^i.a^^dx»  ro  ^  *"^'» 

la  première  ligae  du  second  membre  étant  égale  àV^AP',  on  aura^  eu 
se  bornant  au  premier  terme  de  la  seconde, 

»-.Ai>— AAi^sTg^A»,  d'où  ;»'=:pyXi*-AJP— AAPOdjr. 

U  est  facile  de  continuer  ce  procédé,  qui  donnera 

2«  =  a  =  P  +  P'A  +  P"/**  +  €lc. , 
P  =  i/«da:,    P's=p/(a— AP)d*,    P"=^,/(i«-AP— AAP')d:c,elc, 
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Pour  en  mODlrer  Tapplicalioa  ^  nous  ferons^  avec  Euler,  «==x*,  fcssij 
D  Tiendra 

et  par  conséquent 

résultat  qui  s  accorde, avec  celui  du  n*  gSo. 

979.  Lorsque  la  fonction  u  est  de  la  forme  ^f  on  parvient  à  un  ré-- 
sultat  délivré  du  signe  d'intégration ,  en  faisant  Zi^  =  1^2^  ce  qui  donne 

ly  5=  A.^5;  =  »ÙP  4-  i^Az  +  Ai^A^  =:zd(^  -f-  p,A2, 

en  mettant  1^,  à  la  place  de  v+'Ap,  et  doù  on  tire 

En  négligeant  les  termes  multipliés  par  h,  on  obtient  d'abord  zs=21. 
Faisant  ^  =  jP  et  z^sP-i-ph,  il  vjenjl  ensuite 

{àPh   ,d^P  h*  ^é^P    A»       .     .    -k 
^  dr  1  ^  dar»  1  .a  ^  aP rXB  ^  *^-3 


d'où  Ton  déduira,  en  raisonnant  comme  dans  le  numéro  précédent, 

vAP 
hAv 


^phL.  =  ^,ùJP,    et   p^^'-^i 


puis  00  posera 

et  en  vertu  de  l'équation 


on  aura 


^a/A'Ap»  i^J       dx   .  -*-  dx-  ..a  +  «*^-/ 
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Sovi  on   tirera 

La  marche  du  reste  de  Topëratioa  est  semblable  à  ce  commencement, 
et  en  la  suivant  on  parvient  à 

2iy  =5  t^a  =  (^  {/>  4-  P'A  +  i^'A'  +  etc. } , 

g8o.  Ce  serait  ici  le  lieu  de  rapporter  ^  comme  formules  d'approxima- 
tion, celles  qu'on  tirerait  des  n^  94^ >  94?  >  parce  qu'elles  sont  analogues 
aux  expressions  de  fXàx  données  dans  le  n""  4^2  ;  mais  comme  elles 
mènent  rarement  à  des  suites  convergentes ,  nous  aurons  peu  de  chose  à 
dire  sur  la  manière  d'intégrer  par  approximation  les  différences.  Ce  pro- 
cédé,  de  même  que  son  analogue  dans  le  Calcul  intégral  aux  diffé- 
rentielles, consiste  à  convertir  les  fonctions  proposées,  en  séries  dont 
chaque  terme  soit  facilement  intégrable;  et  c'est  ce  qui  arrive  quand 
ces  termes  sont  des  produits  de  facteurs  équidifférens  (946  »  94?  )>  ^^ 
fanité  divisée  par  ces  produits  (948)* 

Cependant  il  esta  remarquer  que  la  plus  simple  de  ces  dernières  foné« 
tioBS  échappe  à  la  règle  générale  donnée  pour  leur  intégration,  de  même 

(jaela  différentielle  sfT^àx  met  en  défaut  la  fo^rmule  —j—  ;    car   l'intégrale 
Z-  étant  rapportée  à  hi  formule  générale  du  n*  948^  donne  mss  i>  cd 

qui  rend  infini  le  facteur  constant  ,         rr  de  cette  formule,  et  nul  le 

nombre  des  £ictenrs  variables  qu'elle  doit  contienir ,  indiqué  par  m-—  i 
dans  l'état  général;  on  verra  plus  loin  (983)  ce  que  signifie  cette  der« 
nicre  circonstance. 
£n  recourant  à  la  formule  du  n*  975,  il  vient 

- 1        1 ,  1        B^h       Bsh^       Btffi        .^     ,  ^ 

X        h  ajB        flx*         4^  ^^ 

gSi.  Stirling  s'est  occupé  le  premier  de  la  conversion  des  puissances     lKgrein<m 
positives  et  négatives  en  produits  directs  ou  inverses  de  facteurs  équidif-  '"'j*,''"j^^ 
fereus;  mais  les  résultats  qu'il  a  obtenus  s'expriment  plus  simplement  orJreoa/acto» 
«tse  généralisent  beaucoup,  en  considérant  ces  produits  dans  leur  ana-'^''*^'* 
logie  avec  les  puissances^  comme  l'a  £iit  Yandermonde^  dont  je  vais 


Digitized  by 


Google 


120  CHAP.  IL  CALCUL  INVERSE 

exposer  ici  Tingénleuse  théorie,    qui  se  trouve  dans  les  Mémoires  de 

V Académie  des  Sciences  pour  Faimëe  17721  {V^  partie,  p.  489)- 

Par  l'expression  af  on  entend  le  produit  d  un  nombre  n  de  termes 
consécutifs  dé  la  suite 

,  ce ^    '^>     *^ 9        y       f     eic« , 

dont  les  différences  premières  sont  nulles.  Après  celle  suite,  se  pré- 
sente immédiatement  celle-ci^ 

Xy    x  +  A,    o'+aA,    ar  +  5A,    etc., 

dont  les  différences  premières  sont  constantes  et  les  secondes  nulles  : 
il  parait  donc  naturel  de  regarderie  produit  d'un  nombre  n  de  termes 
de  cette  dernière,  comme  venant  après  la  fonction  ^,  dans  Tordre  de 
la  simplicité,  et  de  l'exprimer  d'une  manière  analogue;  c'est  pourquoi 
nous  représenterons  la  quantité 

x{X'^h)....\pc^(ri  —  i)A],  par   [jc,  A], 

h  désignant  la  différence  commune  des  facteurs,  et  n  étant  leur 
sombre- 
En  passant. aux  suites  dont  les  différences  secondes  sont  consfuntes  et 
les  troisièmes  nulles,  on  ne  formerait  pas,  comme  a  paru  le  croire 
Vandermonde,  un  nouveau  genre  de  fonctions;  car  toute  fc^ction  algé- 
brique dont  les  différences  secondes  sont  constantes,  étant  de  la  forme 
ao(^  -|-  /3a:  +>»  P^ut  se  décomposer  en  facteurs  du  premier  degré,  sous 
la  forme  a{pc — a)(x—b) ,  d'où  il  suit  que  passant  de  or  à 

x^hy  x^2h, X'^Çn — i)A, 

et  formant  le  produit  des  valeurs  successives  que  prend  alors  la  fonc« 
tion  proposée,  on  aura^  suivant  la  notation  employée  ci-dessus, 

[ax^  +  /3jc  -H  5.,  h]  =îa"[j:— ^,  h]  [x-^b,  h], 

d'où  l'on  voit  que  la  fonction   du  premier  membre  se  décompose  en 
produits  de  facteurs  simples  équidifférens. 

Cette  considération,  qui  peut  s'étendre  aussi  loin  qu'on  voudra,  m'a 
fait  reiu>acer  à  la  dénonûnation  de  puissances  du  second  ordre,  que 
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j'avais  appliquée  au  produit  [x,  A],  et  préférer  le  nom  de  factoriellesj 
que  leur  a  donné  Arbogast  (*). 

I*.  On  peut  présenter  toute  faclorîelle  de  manière  à  rendre  la  diffé- 
rence  A=i,et£aiîre  ensuite  abstraction  de  celle  différence,  ce  qui 
simplifie  un  peu  la  notation;  en  effet ^  en  reprenant  la  valeur  attachée 

au  symbole  [x^  h]^  on  a 

=*-a)a+o(»+^)"-(î+»-)- 

ce  qui  donne 

en  convenant  de  ne  point  écrire  la  différence  des  facteurs  ^  toutes  les 
fois  qu'elle  est  égale  à  l'unité. 
2\  Nous  avons  supposé  que  la  suite 

Xy      x+hy      x+ahy      a:-+-5A,      etc., 
était  croissante;  on  indiquerait  le  contraire,  en  affectant  du  signe  —-la 


T  I  la  forme 


différence  h;  mais  pour  donner  aux  produits  désignés  par 

des  coefiiciens  du  binôme  dont  les  facteurs  sont  écrits  dans  un  ordre 
décroissant,  nous  supposerons  que  x  est  le  dernier  terme  de  la  suite 
proposée^  et  que 

[?i=f()i-')a-'>-G-»+'> 

CelapOM,  faisons,  pour  abréger^  r  5=;?/^  9  et    montrons  ies  rapports 

du  symbole  [p] ,  avec  l'expression  si  bien  connue  p\ 
982.  Il  est  d'abord  évident  que  de  même  qu'on  a  ;?"=;>*./?"-•",  on  a 

n  m  n — m 

aussi  \^p]  =  [p]  [/^— m]  ;  car 

(*)  M.  Kramples  avait  d*abord  appelée» /àcuZl^*  numériques,  dan»  son  Analyse  des  ré- 

fractions,  mais  il  se  sert  à  présent  du  nom  proposé  par  Arbogast  \  et  ildésignerait  [x,  A] 
parx*t*.  (  Voycrz  ses  Siemens  dfArUkmétique  universelle.  ) 

5.  16 
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[pi^'p  (p  ~  OO'  — ^)---(^~»+o; 

W  =7^  {p--  OC/'  — a)....(;?—m+i), 

et  le  troisième  produit^  dont  le  dernier  facteur  se  réduit  k  ^^— n+i  ; 
renferme  tous  ceux  du  premier  qui  ne  se  trouvent  pts  dans  le  second. 

Les  conséquences  qui  résultent  de  Téquation  p"  =^".^»~",  lors- 
qu'on y  fait  771  =  o  et  771  négative ,  ont  leurs  analogues  pour  les  Êic* 
torielles.  Quand  771  zso^  on  a  p*:=:py%  d*où  p*  s=i  ^    et   l'équation 

[p]  =  [p]  [p  —  771],  devenant  [p]  =  [p]  [p],  donne  aussi  [/?]  =  i. 
En  faisant  71=0^  dans  la  même  équation^  on  en  tire ; 

[p\  =  [p]  [^—771],  ce  qui  conduit  à  [p — 771]  =  ^~  =  —,  comme  Té^ 

Cp]^   Cp] 
quation  ^"k^".^""",    dans  la  même  hypothèse,  mène  h ••••; 

p'^  £=^s=—  }  et  si  l'on  écrit  p+m,  au  lieu  de  p,  on  aura 


Ces  deux  dernières  remarques  ëtablissent  la  loi  de  continuité  entre 
[p]  =  p(p—^Xp—3Xp^S).,..(p^n+  i), 

r.  [;>]  =  »» 

W  —  (/»+»)(/» +  »-0(p+»~3)---.(p4-o' 

En  écrivant ,  dans  la  troisième  expression ,  les  facteurs  du  déaoiU« 
nateur  suivant  l'ordre  direct  de  leur  grandeur,  on  aura    • 

t^J  ~  (P  +  »Xp  +  3)(P.+  3) ip  +  ^  * 

et  si  l'on  fiiit  p=o,  on  tombera  sur  la  nouvelle  expression 

qui^  tonte  singulière  qu'elle  est,  n'en  doit  pas  moins  être  adoptée,  à 
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^  cause  de  sa  simplicité.  Elle  n'est  point  absurde^  puisque*  le  facteur  o 
nVotre  pas  dans  son  développement. 

983.  Éclalrcissons  celte  notation  par  quelques  exemples.  Le  produit 
11.9.7.5  s'écrira  de  ces  deux  manières  :  [11,  aij^    ^*r~_J' 

la  fraction  r — de  celles-ci  :  ^^^l 1  1*     --1-1; 

5.7.9.11  La        J*      aLaJ' 

-5  -5 

La  première  et  la  seconde  fractions  se  ramènent  à  la  forme 

(/^  +  iXp  +  a)(p+3)....(p+7.)  =  Wf 

en  avisant  chaque  facteur  du  dénominateur  par  la  différence  qui  règne 
entr'eux. 
La  formule  du  binôme  devient ,  par  ces  nouveaux  signes  ^ 

{a+by  s=  tf«4-  [;^î  [ô>— 'ft-H[/i3  [oî«"'"*4*+ [»]  [o]a«-^A^. 
-H  M  [ôja— •*■  4-  etc. 

Ce  qui  les  distingue  de  la  plupart  des  notations  qu'on  aurait  pu  ima<« 
giner,  c'est  qu'ils  sont  susceptibles  de  devenir  l'objet  d'un  calcul  aussi 
simple  que  celui  des  .  exposans ,  avec  lesquels  ils  ont  la  plus  grande 
analogie.  Le  lecteur  se  les  rendra  Êimiliers  par  les  fréquentes  applica<« 
tlons  que  nous  aurons  occasion  d'en  faire  i  mais  il  doit  se  rappeler  soi* 
gaeusenaent  ces  résultats  : 

m 

[x,  h]  =  x%  lorsque   A  s:  o  ; 

[x,  h]  =  ai'y  lorsque  x  est  infinie  par  rapport  an  et  k  A  ; 

m 

[p]  =  o,  lorsque  p^=o; 
ip]  =  i>  lorsque  p=s^i  j 

H'ip]  =      .  nîp]  (936),       2[;,3  -r  I^  +  const.  (946), 

—114.1 

A[p]  =  -,  n[p]  \  2[?]  ss  z^+,  const.  (947). 
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^4.  Occupons -nous  maintenant  de  transformer   les  pnissance»  p" , 

en  fonctions  des  faclorielies  [p],  [p}'^  etc.  Suivant  la  marche  de  Van- 
dermonde^  feîsons  d'abord 

p'==j4[p]  +  B[p]  +  C[p]-\-D[p].....^M[p]  +  N[p], 

et  supposons  que  n  devienne  n+ij  à  cause  de  p"*"  =:p\pj  nous 
aurons 
^  ;,»+•  ==  Jp[p]  4-  Bp[p]^  Cpy]'^  Dplp\. . . .  +  Mp[p\  +  iV»]  ; 

mais  de  [p\  =  [p]{p—n),        on  lire    p[p]  =:  [/?]  -J-  »>J, 


n.ja  «^1 


[;,]  =  [p^Xp—"^^),  p\p\  =  [/»]  +  («— 2)>:» 

[/,]!=  [;,]("^n+3),,  /»>"""=  [fT+  («-5)  ^if 


W  =  \p\p—^)i  Py]  =  >J   +  ^[p]  , 

[p]  =  W(;'-0,  p[p]  =  W  +  iL/'lî 

substituant  ces  valeurs,  il  viendra 

s-t>i  n  a— I  A— a  •  > 

Le  second  membre  de  cette  équation  donne  la  manière  de  tirer  suc- 
cessivement le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  ceux  de  la 
puissance  immédiatement  inférieure.  Si  Ton  fait  /^  =  o,  il  en  résultera 

Il  , 

p=:jà\p]',  et  comme  [p]=p,  on  en   condura -^s=:  i.  Ce  premier 

coefficient  étant  connu ,  tous  les  autres  se  forment  avec  la  plus  grande 
facilité;  et  c'est  ainsi  qu'on  a  construit  la  table  ci-dessous. 

;^  =  W  +  3,>f+   [pi, 

P*  ^  [p\ -^-eip]  +  7[p] -^  [p], 

p'  =  I/l  +Mp]  t^^Ip]  ±^5[p]  +  [/']> 

•te. 
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On  arriverait  à  l'expression  générale   de  p",  avec  le  secours  de  Tin- 
tégration;  car,  par  l'expression  de  ^""*'',  on  a 

LB=inJ,      ù,Cs=:{n—i)B,      ù,D^{n^3)C,,    etc.; 

or,  Â  étant  i ,  oa  trouve    .grsiS/t  =:2[7i]  =—=!  z=  ^^"'^^) ^  ce    qui 
donne  A(7  =  ^^-^^î  et  ea  observant  que  d'après  les  formules  pré- 


cédenteSy  (n — i)»=[o — i]+['ï— i],  on  changera  A C en  l=^^=ttLîy^  doii 
on  tirera^  en  intégrant^ 


Les  constantes  se  déterminent  ici  comme  après  l'intégration  des  diffé-*^ 
rentielles  ^  par  une  valeur  donnée;  et  puisque  les  coefficiens  B^  C  y  etc.  ^ 
doivent  s'évanouir  lorsquQ  /ï==:o,  il  s'ensuit  que  les  constantes  mises 
à  la  suite  de  leurs  expressions  doivent  être  supprimées. 

985.  La  transformation  qui  se  ferait  successivement ,  au  moyen  des; 
formules  précédentes^  s'effectue  sur-le-champ  par  la  formule  du  n'  926^ 

fpà^  par  la  notatioji  de  Vandérmonde^  et  en  faisant  x^^Pf  devient 


i.â       •     i.a 


y 


En  rappliquant  II  o:",  et  récrivant  dans  un  ordre  inverse  >  ou  trouve  «; 
pour  le  cas  où  A  =  I  ^ 

j^^  —  Cp^'^Q*  I    I:p>"'-'>o'"  ^M^vo»"'     ma.o"> 

ce  qui  fournit  de  nouvelles  expressions  dès  coefficiens  Ay  B  y  C^  etc; 
Il  faut  observer  que  le  coefficient  du  premier  terme  est  toujours  l'unité^ 
puisque  A".o"  =  i.2.3.. .  ./w  (885). 
Je  n'insisterai  point  ici  sur  la  transformation  inverse  de  la  précédente;; 

car  il  est  facile  de  voir  que  la  factorielle  [/?]  y  équivalant  à 
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se  développe  suivant  les  puissances  de  /? ,  dans  la  forme 

!^,  jé^y  Aiy  etc. ,  désignant  la  son^me  des  nombres  i ,  a,  5,k . . .  .n— i , 
celles  de  leurs  produits  d^x  à  deux,  trois  à  trois,  etc.  Nous  revien- 
drons dans  la  suite  sur  la  formation  de  ces  sommes  (^). 

986.  Passons  maintenant  aux  puissances  négatives,  et  fiaiisons 

p-^  =  A\y\  +  Jî|>]  +  C[^]?. . .  •+  itf  [?f^  N\P\^\ic. 
En  multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  p,  nous  aurons 

;,-»+«  =  Jpî^]  +  Bp[p\  4-  Cp[^. . . .+  Mp\y[^  NpÇ-i  +  etc.  ; 
C3*=  W(/H*«),         d'où   k3  =  [^-  «W» 

W  -  [KCp+'^+O,  p{p\  =  W  —  ('H-i)W, 

etc.,  etc., 

d'où  nous  conclurons 

— /i^l      — (/ï+i)i9|  — (/î+m)ilf| 

résultat  qui  ne  diffère  de  son  analogue,  dans  le  numéro  précédent ,' 
que  par  le  signe  de  ti;  et  comme  tous  deux  coïncident  lorsque  71=0, 
on  est  en  droit  d'affirmer  que  le  second  doit  se  dé(luire  du  premier, 

{*)  Par  la  notation  de  Yandermonde ,  et  en  yertu  du  n**  946,  on  a 

1        •    i.a        '      i.a.3    • 
d*où  il  suit 

i.a  i.a.5  ^    i.a.3...  (m4-0 

Si  Ton  range  les  termes  de  cette  formule  dans  un  ordre  inverse^  et  qu'on  développe  les 
factorîelles  suivant  les  puissances  de  p ,  on  obtiendra  des  expressions  assez  simples  des 
relations  annoncées  à  la  fia  du  n^  gSa  »  entre  les  nombres  de  Bemoulli. 
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en  y  changeant  simplement  le  signe  de  n.  On  prendra  donc 

et  Ton  voit  que  la  série  ne  s'arrête  plus  comme  pour  le  cas  de  l'ex-* 
posant  positif. 

On  peut  former  successivement  les  valeurs  de  p'^^y  /?•*,  ^""',  etc.  ; 
en  partant  de  la  valeur  de  p^'j  qui  est  i  ^  et  en  faisant  en  conséquence 
n  =  1 9  dans  l'expression  de  p^l'^^  rapportée  plus  haut^  laquelle,  à  cause 

de  /?•=(/?],  donne 

d'où  on  tire 

/>•'  =:|y?]+i|y^]+i  •^[p]+^  •^•^[/'J»  •  •  •+!  -^-^ ('w4-ï)[/?]-f^tc4 

Supposant  ensuite  /ï=;2,  la  puissance/?'*''^'  se  changera  en  p'^^ }  en 
k  comparant  au  développement  ci-dessus  y  il  viendra 

A=Lj,     B^^2Jz=:iy      C— 3iff  =  ï.a,      etc., 
et  par  conséquent 

P^'  =  [ri  +  5[ri  +  ii[3  H-  etc. 
En  continuant  ainsi  ^  on  trouvera 

;,-»*:  [j^  +  6[i;5  +  35[i3  +  etc.  (*). 

{*)  Les  formules  de  Stîrling  ne  sont  pas  tout-à-fait  les  mêxlies  que  celles-ci ,  parce  que 
tf ayant  pas    aperçu  la   loi   qui   lie    [p]   A  [pD   (98a),   il  prit    pour  analogues; 
dans  le  système  des  factorielles  »  les  expressions  p  et  -  >  qui  ne  k  sont  que  dans  celui 
des  puissances  ;  et  il  trouva  en  conséquence 
1 i 

1  _        I  j l c  4. 1 L  etc 

F~P(P  +  0'*'p(p  +  0(p+û)^p(p  +  i)(p  +  fl)Cp+3)T      '^ 

etc., 

fésoltats  qui  s'obtiennent  en  divisant  par  pies  deux  membres*  des  valeurs  de  p^  p~V  etc.  ; 
lapportées  ci-dessua» 
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987.  Par  suite  de  leur  analogie  avec  les  puissances,  les  faclorieUes 
de  la  forme  [p  +  çîy  ou  k  base  binôme,  s'wpriment  d'Aine  manière  très- 
élégante,  au  moyen  de   [/.],  wTelc  On  a  d'abord 

[/H-7jW+7  =  W  +  L^l» 

où  l'on  remarque  la  même  loi  que  dans  les  deux  premières  puissances 
du  binôme.  Pour  s'assurer  de  la  conlioualion  de  cette  loi ,  il  suffit  delà 

constater  dans  le  passage  de  [p-^q]  ^  L/'+^i-  ^r 

posant  donc 

on  formera  l'équation 

[H^f=  {[P]  -H  Apm  +  ^^n^î  +  ^!:^^^5  +  etc.}(;,-n) 

mais  on  voit  aisément  que 


n-f-i 


[^îf;;,-»)  =  [;,]"((;,-7ï+5)-5}  =  [ph-^[p]^    Wl9  =  W+2L7]  > 
etc.  î 
substituant  ces  valeur»  et  effaçant  l^s  termes  qui  se  détruisent,  il  vient 

[p+gY^  [pï^^\iP'\  t^^  +  ^1 1/*^  ^^^  -^  ^1^^^  t^^  ■+•  *'"•' 

ce  qui  prouve  que  les  coefficiens  des  factorielles  changent  ici  comme 
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ceox  des  puissances  de  p  et  de  ^,  dans  -le  passage  de  (p'^çY  à  (p'hçY'*'^* 
L'identité  des  uns  et  des  autres  étant  déjà  établie  pour  les  deux  pre- 
miers degrés^  oa  aura  par  conséquent^  pour  un  degré  quelconque ^ 

[p+q]  =  [p]  +  [o]ln][p][ç]^[o][n][p][q]-h[o][n][p][<,]+elc., 
suivant  la  notation  du  n*  983. 

98S.  Les  faclorielles  étant  interpolées  prennent^  comme  les  puis- 
sanceSy  des  exposans  fractionnaires;  mais  pour  en  calculer  alors  les 
Tafeurs^  il  faut  les  transformer  en  d'autres  où  le  nombre  fractionnaire 
n^entre  plus  comme  exposant^  ce  qui  les  change^  ainsi  qu'on  va  le  voir, 
en  produits  composés  d'un  nombre  infini  de  facteurs.  Par  le  n*  982^  on 
a  d'abord, 

ip] = îp]  [H-'-î = [p]  [p+r]  [p+r^n] = mp±n , 

r  .  - 

en  observant  que  [p+n^n]  =s r-^,  U  viendra  de  même 

[p— «] 

d'où  l'on  tirera 

[p]  ff]  =  C^+r]  [^+75.— igM_; 

Ip  —  nlilq  +  rQ 

Maintenant  il  est  visible,  soit  par  le  développement ,  soit  par  ce  qui  a 
clé  dit  n'  985,  que  la  limite  vers  laquelle  tend  l'expression 

ij>-f-r]  [^H-r]*  à  mesure  que  le  nombre  indéterminé  r  augmente  par 

rapport  aux  nombres  p^  q  et  /i,  est  [r]   [r],  et  que  cette  dernière  tend 
à  son  tour  vers  r^r^^^z:  i.  En  supposant  donc  r  infini,  on  aura 

r   "  rî  _      Çp]  M (p— n+OO?— yi+a)etc.   (<7+y>+0(?+n+g)etc. 

Ip—nJ  Iq  +  nJ 
valeur  dans*  laquelle  le  nombre  n  n'entre  plus  comme  exposant. 
Prenons  pour  exemple  la  série 

1       1,3       1.5.5       i.5.5.7...(ajc— 1) 
5;  17 

\^ 
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dont  le  terme  général  est 

dans  ce  cas  on  a  p=:x-^^y  ?=^o>  n:=Xy  et  il  vient 

Si  l'on  fait  xssi,  qq  trouvera,  en  développant  les  factorielles  affecr 
tées  de  l'exposant  infini  r, 

LOJ  [OJ  —  i.a.S.et^  •  1.3.3. etc. 

1.5.5. etc.    3. 5. 7. etc. i. 5.3. 5. 5. 7. etc. 

""*  a. 4. 6. etc.  *  a. 4-6. etc.  ~~  a.2.4-4-^'^-^^'' 

989.  En  changeant ,  dans  l'équation 


—I         1    n— I 


[p+q]  =  [;;J  +  [o]  [n]  [p]  [9]  +  [o]  M  [,7]  [y] 

+  W  W  R  M  +  [oï  ri'M  rà  +  etc, 
à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n"*  9871  7  en  m^  p  en /?-!-''> 
et  multipliant  ses  deux   membres  par  [p],  il  viendra 


«^.1    «-« 


[p+m+n]  [p-]  =  [/H-«]  [;,]  +  [m]  [o]  [»]  [p+n]  [p]. 

'{-[nî\[ô][TÎ\[p+n][p]\. 

-{'[m][o][n][p^][}]\ 
H-  etc. 
or,  il  est  visible  qne 

on   aura  donc 

Ip+nH-n]  [3  =  1  +  [m]  [ô]  [»]'  [^  +  [m]  [6]  [«]  [;^ 

4-  [«]  M  W  W  +  [mî  [o\  [4  [p\  +  etc.; 
et  comme  le  second  membre  de  cette  équation  demeure  le  même  lors- 
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qu'on  y  échange  les  quantités  m  ei  n  entre  elles  ^  il  s'ensuit  que 

■      ~n  m      —m 

[p^m+n]  [p]  =  [p+n-hm]  [p]. 

Si  Ton  remplace  p  par  7,  et  qu'on  écrive  ensuite  /;  à  la  place  de 
^-}-iw  +  7i,  el/? — 9^— /z  à  .celle  de  m  y  on  aura  l'expression 


—1         1      ^1  a     —s        « 


W  [y]  =  I  +  [/'—y—'»]  W  M  [7]  +  [a^— 7— ^]  [o]  >]'[7] 

-f-  [;'-^— ^]  [o]  W  [y]  +  [;^— y— 'ïl  [ôj  [4  [^  +  etc., 

dans  laquelle  la  quantité  n  n'entre  plus  comme  exposant,  et  qui  peut 
par  conséquent  servir  à  Tinterpolatioa* 
En  l'appliquant  k  l'exemple  du  numéro  précédent^  elle  donnera 

[x-i]  W  =  I  4-  [-d  [ô]  [x]  [Z]  +  [-iî  [O]  [X]  [o] 

+  [-if  [oIm  m  +  [-ij  [ôj  [x3  [^  +  etc., 
résultat  qui  revient  à 

L^^^tJ  [oJ=i— -  TTT  +  ^  riTiTi  —  JX^  1.1.2.2.3.3   +  ^*^- 
Une  des  interpolations  les  plus  remarquables  de  ce  genre,  est  celle  de 
la  suite 

L.JL      .J==(_i^.,)(_i^.3)—       3> 

m' r    ii i(i-0(i-s) 1 

L.JL      .J  —  (_i+i)(_i^_3)(_i+3)        5» 

rai  r— rf  ~  . Ki-oa-aXs-3) 1 

L.JL      .J  —  (_i+i)(_i4.3x_i+3X-5+4)""       7* 
etc.; 

d'oii  il  faut  d'abord  conclure  [^J  [ — ï]  =±  — ^,  suivant  que/ï  est 
impair  00  pair. 


.  2/1 — 1 

sin- 


Avec  un  peu   d'attention,  on    reconnaît   que  l'expression  —  ^_^.  ■ 
donne  précisément  les  mêmes  valeurs  lorsque  l'indice  n  est  entier,  d'où 


Qn — 1 

sm X 

2 


il    résulte  que  les   deux  expressions    [t]  [ — i]  ^t  ■   ^^_-; — ,  ont  une 
infîaité  de  valeurs  communes.  En  interpolant  donc  la  première  par  la 
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féconde,  on  en  déduira,  lorsque  n=s{, 

i      _i  sinoXj 

[i][-î]  =  — 7-^; 

mais  la  vraie  valeur  da  second  membre  de  cette  éqaatlon  étant  ^  tt^ 
il  viendra 

irésullat  dont  le  premier  membre  étant  développé^  donne  l'expression 

s  "^  i.3«3.5\5.7...  ' 

due  à  Wallis^  et  qui  sera  vérifiée  de  plusieurs  manières ,  dans  la  suite, 
au  moyen  des  intégrales  définies  auxquelles  les  factorielles  peuvent  aussi  se 

rapporter. 

fi      .      «         •.!« 
Si  dans  l'équation  [p\  =:  [p'\  {p — m\  (982),  on  feit  /?  =  î>  /w=i, 

71= i>  on  aura 

[i]=[7Î[-l]=i[-^3,    d'où    [-l]  =  a[i], 
et  par  conséquent 

^{[tÏY  =  j ,      ce  qui  donne       V^  =  ^[i f , 

expression  analogue  à  V^  =  2  \/^.  Il  est  remarquable  que  la  première 
êoit  le  côté  du  quarré  équivalent  au  cercle  dont  le  rayon  =1,  et  la 
seconde^  celle  de  la  diagonale  du  quarré  dont  le  côté  =1. 

Nous  apprenons  encore ,  par  ce  qui  précède,  que  le  terme  corres- 
pondant à  rindice  7,  dans  la  série 

^  ^     I,      "^jf      +5^      -"71      "T-etc. , 

«8t    UÎ  [-1]. 

Si  Ton  fait  nz=zj  ou  ^,  on  trouvera 

L      .J--LâJL      *J  ~  3.9  .9.i5.i5.ai.ai.27.„.  ~  l^ 
puisque  sinlTTSTs^. 
Prenant  encore  n;=^,  ou  f ,  on  parviendrait  à 

fil  r— "t=  \A  r— t!_  LLz:9:1Llî3.^  —  t/; 

L  •  J  L      .  J  —  L  •  J  L      â  J  —  a.6.6,io.io.r4....  —  V^> 
à  cause  de  sin  -*-  ^  s=  f  \/â. 
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On  peut  obtenir  dans  cet  algorithme  un  nombre  infini  de  résultais 
semblables  à  ceux  que  nous  venons  de  rapporter^  et  parmi  lesquels  il 
s'en  trouvera  qui  seront  transcendans^  d'autres  qui  seront  seulement 
irrationnels^  et  d'autres  enfin  qui  seront  rationnels,  ce  qui  établit  une 
différence  essentielle  entre  les  puissances  et  les  faclorielles,  puisque 
par  les  unes  on  n'a  pu  exprimer  en  termes  finis  que  des  quantités  ra-- 
lionnelles  ou  irrationnelles ,  et  que  les  autres  s'appliquent  aussi  a  cer- 
taines transcendantes. 

990.  La  sommation  des  suites ,  par  le  moyen  de  leur  terme  gêné-    Appiicatioa 
ral^  est  une  des  applications  les  plus  importantes  du  calcul  inverse  aux  aim-rencei  &  u 
différences^  et  la  plus  immédiate;  car  pour  une  suite  quelconque,  si  »o™™aiion  dt« 
on  £m 

on  aura,  par  le  n""  94?, 

2i/.  =  «+«*  +  «^. 4.  u^^.tszSu^^u^, 

et  par  conséquent 


Su^  =  Z2/.  4-  ^«  =3  2^1 


u-^f 


On  voit,  par  ces  expressions,  que  la  fonction  Su^y  nommée  le  terme 
sommatoire  de  la  suite  proposée ,  diffère  de  l'intégrale  du  terme  géné- 
ral, seulement  parce  qu'elle  comprend  ce  terme^  et  qu'elle  est  identique 
avec  l'intégrale  du  terme  suivant. 

Désormais ,  pour  abréger,  nous  supprimerons  l'indice  /i,  et  nous  au- 
rons seulement 

Su:s:z'S,u^u^  const., 

la  constante  arbitraire  étant  déterminée  par  le  terme  d'où  Ton  fait  partir 
la  somme  de  la  série.  Au  moyen  de  ces  relations ,  chacune  des  fonction» 
intégrées  dans  ce  qui  précède  nous  donnera  la  somme  de  la  suite  dont 
elle  représente  le  terme  général. 

991.  Ayant 

^  iM-i  —«4.1 

2 W  =  ;^  +  const. ,      2.[p]  =  :S£L.  ^  const.  (983)  , 
nous  en  déduirons 
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114.1  n-^i  n 

5[;,î  =x  ^  +  0]  +  const.  =  m±^m  +  const. , 

•îW  =  i^  +  W +  --'.  =  ^S^^-^ +--'•/ 

mais 

114.1  R  '  fi  K  a  ■44 

donc 

n4-i 

de  même 
donc 

— «4'i 

/  [3  =  ^:Èt:^T  + '^'"«'- 

résultat  qui  se  tire  du  précédent  ^  en  changeant  seulement  le  signe  de  n. 

L'un  et  l'autre  se  concluent  immédiatement  de  2[^]  >  en  y  écrivant 

jD+i,  au  lieu  de  /?;  puisque  S[p\  =  2[/^+-i]  (990). 

Les  expressions  que  nous  venons  d'obtenir ,  donnent  la  somme  des 
suites  des  nombres  figurés^  ou  dont  les  termes  ont^  avec  un  numérateur 
constant^  ces  nombres  pour  dénominateurs.  On  a,  par  ces  expressions^ 

iH-iH- 1+ I +    {pi    =    E^    =fj 

,+04-5+4 4--^^^  =  -^^-^  =  ^-^^^, 

,4-54-64.10 4,  ÇP±J=:=  CH-j  ^P(H-0(^g) 

■      *         "  '        i.a  1.2.3  i.a.5        ' 


etc.. 


valeurs  qui  s'évanouissent  en  même  temps  que  p ,  et  qui  toutes  se  pré- 
sentent dans  cet  état  y  excepté  la  première^  pour  laquelle  il  faut  avoir 
égard  à  la  constante  arbitraire. 
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On  a  de  même  la  somme  des  séries  inverses  des  prëcédenles,  en  ex- 
ceptant néanmoins 

i+i+i+i +i[/>-Ti, 

o 
— »  fnT 

pour  laquelle  S[p — i]  devient i=^j  car  on  trouve   ensuite 

i+i4--|-  +  Tô---+         l.a[/^-^]  =  —      2[p]'^consL, 

i+f  +  iT+3T---+i-2-5.4[/^— ^=  — 2.4[;?]  +  const., 
etc. 

La  constante  est  ici  nécessaire  pour  compléter  les  résultats  obtenus  qui 
doivent  donner  l'unité ,  lorsqu'on  y  fait  p=:i;  mais  comme  dans  cette 
hypothèse 

[/'i  =  ^»  W  =(;,+  ,)(;,  +  «)'     **''•' 

se  réduisent  respectivement  à  ^^  |,  etc.^  on  a  pour  le  premier^.  .•: 
const.  =  7  ;  pour  le  deuxième ,  const.  =  |  ;  pour  le  troisième , . .  • . 
consL  =  1  +  ^=1,   etc. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  valeur  de  chaque  constante  est  la 
limite  de  la  série  à  laquelle  elle  se  rapporte  ;  car  les  factorielles  à  ex- 


.1  ^a 


posant  négatif  [/?] ,  [/?],  etc. ,  s'évanouissent  lorsque  p  est  supposé  infini. 
Cela  posé^  on  aura 

T-^W,    |--3[^],    i-^'Afpi,    etc., 
ou 

pour  les  sommes  des  séries  dont  les  termes  généraux  sont 

i.2[p — i],       i.2.5[p — i],       i.!à.5.4[p — Uf      etc., 
on 

i.g  i.fl.5 ï  .g. 3. 4 

Kp+OV   P(p+i)(p  +  a)>     p(p  +  0(p+a)(p+3)>    ^^^- 
U  est  bon  d'observer  que  tout  ce  qui  précède  reposant  entièrement 
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sur  le  n*  94g >  peut  être  facilement  ramené^  s'il  éfait  besoin,  à  une 

forme  élémentaire. 

Toutes  les  séries  dont  le  terme  général  pourra  se  décomposer  en 
factorielles  soit  a  exposant  positif,  soit  à  exposant  négatif ,  c'est-à-dire 
directes  ou  inverses ,  seront  sommées  facilement  par  ce  qui  précède. 

992.  La  fraction  •  fîXr^t  r\y  V^^  ^^^^^  avons  intégrée  dans  le 
Xi"*  954  y  produit,  dans  le  cas  où  A=  i ,    la  série 

6  9        a4>        609         IS09        ^l^"  f 

on  en  obtient  la  somme,  soit  en  mettant  ar+i ,  au  lieu  de  or,  dans  Tex- 

pression  —  -—  "7  ^  +  const.  que  donne  l'intégrale,  |)ar  la  supposition 

de  h=Li;  soit  en  ajoutant  à  cette  intégrale  le- terme  général  :  on  à,  par 
l'un  et  Tau tre  procédés, 

r,         3^  +  2  5x  +  4  t 

En  égalant  au  premier  terme  |>  ce  que  devient  la  somme  quand  a:=ri, 
on  a 

j>    %  O  OJ-l-2  3jc-f-4  * 

consL=za,      dou      S ^^^^:^^—  =  2  ^ ^^^  ^^^^_^^y 

On  se  conduira  de  même  dans  tous  les  cas  où  Ton  aura  intégré  le  terme 
général' de  la  série  proposée;  mais^  sans  nous  arrêter  davantage  à  des 
exemples  particuliers,  parcourons  successivement  les  divers  résultats 
que  donnent  les  expressions  générales  de  ^u. 

993.  Si  dans  la  formule  Suz=::Zu'^u+  const.,  on  met  à  la  place 
de  ^u  les  diverses  expressions  que  nous  avons  obtenues  jusqu'ici ,  on 
en  déduira  les  principales  formules  qu'Euler  a  données  pour  la  som- 
mation des  suites  ,  dans  ses  Instilutiones  Calculi  differentialis. 

1*.  L'expression  de  2m  du  n*  947 1  en  y  faisant  A=:  i ,  et  en  employant, 
pour  abréger,  la  notation  du  n""  982 ,  donne 

Su:={x+i)u  +  [x+i]  [Ô]'Am  +[a:+2j  [o]'a*m+[x4-3]  [ôj'A'a 

5  -5^ 
4-['^H-4]  [oj  A^M  +  etc, +  co/wf. 

:i*.  Il  résulte  de  l'expression  de  2w ,  rapportée  dans  le  n*  975, 
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Lorsqu'on  prend  «=a",  ilyitnt  par  la  dernière 

4"  ct^«  +  consL  ; 

en  remettant^  au  lieu  des  lettres  ^,^  iSj,  iSs,  etc.,  les  nombres  quelles 
représentent^  on  a  cette  valeur  : 

+|[/7if[il'îi-'-''-l/r'o^[/«ï[7iV-''+l|||^[mf[7f^-"' 

+  l«isi.4^|ziiii«  [w'Ji'i'fa*—»  —  etc.  +  const. 

Là  constante  arbitraire  satisfera  aux.  conditions  relatives  an  terme 
d'où  Ton  commence  à  prendre  la  somme.  Si  l'on  veut,  par  exemple, 
qu'elle  soit  nulle  en  même  temps  que  or,  la  constante  doit  être  nulle 
pour  tous  les  cas  où  m  est  pair;  mais  il  faudra  la  prendre  égale  au  der- 
nier terme  et  de  signe  contraire ,  pour  ceux  où  m  est  impair. 

3*.  L'expression  du  n"  976  donne       « 

^         •     '  dx  X    '  dx*  i.a  dar  i.a.o    ' 

4*.  Enfin  les  expressions  des  n"*  gSg ,  96g  conduisent  à 
SPq  =  Q(TLP-\-P)  —  AQ2»P.  +  A'Ç2»P.  —  A'Q2*P,  +  etc. , 
SPQ  =  q(tP+P)  -  ^^2«P.+  Il  A-(23/>.-«2»i>.> 

—  ^^  hXl*P,-<t'X'P,  +  /32«P.)  +  etc. 

Par  les  trois  premières  formules  on  obtiendra  la  somme  des  suites 
dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  et  entière^  et  par 
les  deux  dernières  celles  des  suites  dont  le  terme  général  est  composé 
de  deux  facteurs  ^  dont  l'un  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x^ 
et  l'autre  une  fonction  susceptible  d'un  nombre  iodéfiai  d'intégrations. 

994.  L'un  des  cas  les  plus  simples  de  cette  dernière  classe  de  séries 
5.  18 
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est  compris  dans  le  terme  général  o^rc*,  appartenant  à  la  suite 

résnl tante <le  la  multiplication,  terme  à  terme,  d'une  progression  par 
quotIens(ou  progression  géométrique)  ,  par  la  suite  des  puissances  m  des 
nombres  naturels.  L'expression  de  S/x^*  du  n*  969,  qui   donne 

-  ^  ê^^°'^-fr.-?'^-°"''-  +  etc.  +c,^,., 
deTient  pour  ce  cas , 

Sa^JC^'=:A — ix^ —  maf"^  -r 1-  m(m — i)j:"""*  ■■  /".  '^  ~- 

c*— Il  o*  —  1    '       ^  ^  (a*— i)-*    (  j^ 

^rn(m—iXm—:i)a^-^^    ^  ^^^£:^^,i— ^  4,  etc.]  ^ 

Si  l'on  veut  prendre  la  valeur  de  Sà'af^y  à  partir  de  jcœo,  il  faudra 
déterminer  la  constante  arbitraire,  de  manière  à  rendre  nul,  dans  la 
même  hypothèse,  le  second  membre  de  celte  équation;  on  trouvera  ainsi 

Sà'x''  =  -r r — , 

a"— 1         a'^'^i  ' 

Sax  =__|j:  — -j_f+_j__, 

c* — il  a* — 1     '      (a* — i)'j  (a*— ly     * 

etc. 

On  voit,  par  ces  résultais  particuliers ,  que  k  conslante  est  égale,  à  ce 
que  devient,  lorsque  a:=o,  le  dernier  terme  d«  la  partie  variable  de 
l'expression,  et  doit  être  afTeclée  d'un  signe  contraire. 

L'expression  générale  de  Sa'j  s'arrêtant  toutes  les  fois  que  la  fonc-- 
lion  j"  sera  rationnelle  et  entière,  on  pourra,  par  sou  moyen,  obtenir 
les  sommes  des  séries  qui  résultent  de  la  multiplication  terme  à  terme  , 
dnne  progression  par  quotiens  et  d'une  série  dont  le  terme  général 
sera  rationnel  et  entier.  Les  suites 


1 

a 

3 

X 

p' 

7* 

p3f" 

'••  i.p'* 

1 

3 

6 

x(x+i) 

p* 

7' 

P»"* 

•*•     i.a.p'  ' 

1 

4 

10 

x(j:+iXx+a) 

p' 

7* 

"j^*"' 

•••       i.a.S.p'      ' 

etc., 

' 
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que  Ton  rencontre  fréquennnent^  sont  dans  ce  cas.  Leurs  sommes  se  dé- 
duisent de  l'expression  de  Sa^j^  en  j  faisant  d'abord  à  =  i  ^  ^=  ~ >  pnis 
successivement  * 

•^  z^«^  i.a'^^  i.a.3         ' 

995.  La  formule  SPQ^q{P'^'lF)  —  ùlQI^P,  +  etc.  semble  en- 
core plus  appropriée  aux  séries  ci-dessus ,  à  cause  de  la  simplicité  que 
présente  Texpression  àcf^  différences  àts  fonctions 

x{x^i),  ou  [0:4-1],      x{x+i){pe+:i)y  ou  [jc+2],    etc. 

Eu  faisant  Psii^o^  et  Ç=s:[o][x+/t — i],  on  obtient,  pour  le   cai 
général , 

+  [n]  [X+/Î— Tî^|^3 . . .  .=fc[4^-^^:j}  +  comt. 

Ce  résultat  est  susceptible  de  plusieurs  réductions  ,  et  notamnient  de 

celles  do  fiicteur  cikmmua  [a],  avec  les  £aicteara  [/i],  [/»] ,  etc.;  en  les 
effectuant  toutes  il  yieut 

996.  Si  Ton  fait  jP  =  [a:],  et  que  Q  représente  toujours  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière,  on  aura,  pour  tous  les  cas  oii  n  sera  un  nombre 
entier,  positif  et  différent  de  l'unité  , 

-^A^O ' p-r; 1    rt  -*     ,  g.. T-?v +elC.+  C07M/. 

^(— /»+0(— /H-a)(— IH-3X— n+4)^       ^  9 

résultat  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 
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S  [x]Q=z^2t±ll  [n-â]  M-  AQ[«-.3][x+7]~A'<?in-4][x4.2f 

— ùk^Q[n — 5j[a:+5]  —  etc..  •  .^consL  , 

en  observant  que  [x]  =  -^^- ,  et  en  changeant  les  produits 

( — /i4- 1)( —  /ï+2)  ,  etc.  en  faclorîellcs  à  exposant  négatif^  conformé- 
ment aux  lois  établies  dans  le  n^  g8a. 

II  est  bon  de  remarquer  que  l'on  peut  rapporter  à  cette  formule  toutes 
les  fonctions  telles  que 

2 

dans  le  dénominateur  desquels  les  facteurs  ne  sont  pas  consécutif  ;  et 
pour  cela  il  suffit  de  remplir  les  lacunes,  en  écrivant,  tant  au  numé- 
rateur qu'au  dénominateur,  tous  les  facteurs  qui  manquait  dans  ce  der- 
nien  Dans  l'exemple  cité,  on  arrive  à 

ix+i){x+!.Xx+5Xx+4Kx+S')ix+6)....ix+iV)  —  VL^-f-4J  L^-t-ioj  IX]. 

La  fraction  ^  .  .  _-=  appartient  au  cas  qui  nous  occupe  ;  car  en 
décomposant  son  dénominateur  en  facteurs  simples^  elle  revient  k 
^, ^,-=r,  et  faisant  2X — i  ==:  2Jc'-f-a,  on  a 

4^407— 3"~(3j/-i.2)  (2a/+6)~4(x'+i)(x'+3) ~4(*'+OC^'+a)(x'+3) 

=  i(x^+2)[x^]. 

Prenant  donc  n  =  5y  on  obtiendra 

puisque  A'Q  =  o. 

Si  Ton  repasse  à  la  notation  ordinaire,  on  trouvera 


4x— 3  8la/+3^^  a/+a/ ^^ 


consi. 


4x^+42 

2x'-4-  5  X— |"i 
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997.  Lorsque  a  est  négatif ,  et  qu'on  prend  As=i^  la  série  ^  dont  le 
terme  général  est  o^,  a  ses  termes  alternativement  positifs  et  négatifs^ 
si  d'ailleurs  la  fonction^  conserve  toujours  le  même  signe;  Euler  pro^ 
file  de  cette  remarque  pour  obtenir  une  formule  propre  a  donner  la 
somme  des  séries  quelconques  dont  les  termes  sont  alternativement  po- 
et  négatifs.  U  suppose  ass— i;  la  série  proposée  de 


! 


+  const.^ 


^y  +  «'"^îr*  +  ^"^îr*  +  etc. , 

qu'elle  était,  devient 

«,       .  (— 0'{7~J.  +J".  —  etc.), 

et  1  équation 

donne  alors,  en  prenant  A=i, 

•^\     ^rJ—  — a  1     /        fld«  a»      dr*  ,     , 

+^-^+^.g  -  .te.  f"^"""-' 

Les  termes  affectés  des  coefiiciens  différentiels  d'un  ordre  pair  dispa- 
raissent dans  cette  formule  comme  dans  celle  du  n*  976;  car  en  faisant 
û= —  I  dans  le  terme  général  de  l'expression  de  2a^,  trouvée  n*  977, 
fe  Acteur  indépendant  de  x  se  change  en 


! 


1.3.3 


..(«-iK|  _  J^^._3.-.^a.-.l(2=:l)_20i=^(p)}  H-elc, 


!■ 


ti  nous  avons  prouvé,  dans  le  n*  974,  que  le  second  facteur  de  cette 
dernière  quantité  s'évanouit  toutes  les  fois  que  n  est  impair. 

En  la  comparant  avec  la  valeur  de .r^.,  obtenue  dans  le  numéro  975, 
on  l'exprimera  par   (2' — i)^»;  changeant  ensuite  n  en  2/9,  mettant 

à  la  place  à.e  J^f  sa  valeur   ^  g  J"'  ^  ,  rapportée  aux  nombres  de 
Bemoolli   (976),   on   aura  -   g""      *''— ,  et  par  conséquent 

X— 1)*^= (— 1)  i^H- — - — ^-f-  3.3.4   d^+rsTB:^  dis 

(a*— i)g,        d^ 


^a. 3.4.5. 6.7. 8  dr',  "^  *** 


•  r 
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résulta!  auquel  Euler  n'e%l  parvenu  que  par  induction  el  d*ane  ma- 

nièi^e  assez  pénible. 

998.  Appliquons  celte  formule  à  la  fonction  ( — i)*a:*,  de  laquelle  il 
résulta;  la  série  » 

o^~  i"-f-:îr  —  S- +  4*- •  •  .qp a-, 
en  commençant  à  x=so;  nous  trouyerdns 

^^(a  i.a  '    1.2.3.4      \  y\  y  f 

ra6_  \rf  r  +  consL 

+  ;^^   '^  g  /7î(/»~i)(/7i— 2)(m— 5)(/7^-4)Jc"-5+  etc.^ 

Si  l'on  fait  successivement  /7i=o,  m=i*,  m=3)  i7i=3,  etc.,  il 
viendra 

o  —  i  +  ï  —  i  +  i....=pa;*==p    îX*4-C., 

o  —  1  +  3  — .  3  +  4 zp  x  =  ^{ix  +i}+CiT 

0-—  !•+  2*—  5*+  4*...=F  a:*==p:{ix*H-i.a^}  +  ^., 

etc. 

Les  conslan les  arbitraires  C.,  C,,  <7,,  C,,  etc.,  doivent  être  détermi- 
nées de  mauiève  que  ces  expressions  s'évanouissent  lorsque  j;  =  o  ;  et 
il  faut  observer  que  le  signe  de  la  première  partie  du  second  membre 
est  le  même  que  celui  du  dernier  terme  de  la  série  du  premier  membre; 
avec  celte  attention,,  on  obtiendra 

C,=~i,      C,=  —  ^,      C.  =  o,      ^3=+^,      etc., 

et  l'on  verra  qu'excepté  quand  /72=o,  la  constante  est  nulle  toutes  les 
fois  qae  Fexposant  m  est  pair. 

999*  Soit  une  série  quelconque 

J,  +  A,  +  A,  ^Aj^A^ +  -^x, 

dont  le  terme  général  A^  ^s  u\  si  l'on  pouvait  obtenir  séparément  la 
somme  des  termes  affectés  d'un  indice  impair,  on  arriverait  facilement 
à  celle  de  la  série 

A^  —  A^  +A^  —  As  +A^  —  As  +  As  —  etc., 

putsqu  en  nommant  S  la  somme  de  la  série  complète,  et  5'  cçUe  de    la 
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série  des  termes  dont  rind^ce  est  impair,  on  aurait 

^ 2^';=  f'^o+  -^i+-^»4-  u^3  +  -^4+  ^$  +  ^4  +  etc. 

l      — :îu^,  —a//,  — 2-^6  —  etc. 

=    -^•—  -^1  +  -^^—  ^3  +  -r^^—  ^5-f-ud^6  —  etc. 

Si  Ton  désignait  par  S'*  ]a  somme  des  termes  pris  de  trois  en  trois  dans 
les  suites  proposées^  on  aurait 

^^^^r,_f^o+^i+  J^+Jr\-Jçh  ^s+^rh^?-h  A  +  etc. 

i  — 2J^4  — «a-^^s  — 2-^g  — '  etc. 

c=  ^•+^a —  ^aH-^s+-^4 —  ^5H--^6+^7 —  -^«  +  etc. 

On  voit  assez^  par  ces  combinaisons^  le  parti  que  l'on  pourrait  tirer, 
pour  la  sommation  des  suites,  de  l'expression  des  termes  pris  à  des 
intervalles  égaux  dans  une  série  quelconque;  or^  c'est  ce  que  donnent 
ks  formules 

2'-tt  =  {e^'^^i }  M,        2'-a  =  {(i  +  A)^  —  i  }^  (968) , 

en  y  faisant  n:=i^  A  =  i,  et  A' =2,  =:5y  =49  etc. ,  puis  détermi- 
nant la  constante  arbitraire  de  manière  à  faire  commencer  la  série  par- 
tielle à  tel  terme  que  l'on  voudra  de  la  série  complète. 

'       /  h^L       \-' 
La  première  formule  donne  2V^  =  \e  ^ — 1/  m,  et  son   développe- 
ment se  déduisant  de  celui  de  ^u  (gjS),  en  y  changeant  seulement  h 
en  h\  il   viendra 

ajontanl  ensuite  le  terme  géaéral  u,  pour  passer  à  la  somme  S'u^  on  aura 

5'H  =  ^/«d^+i«-f--P.g^4--B3^j^  +  etc..+.  C, 
C  étant  la  constante  arbitraire,  et  on  tirera  de  là 

•+•  'T  "/'"  Tzm  *+•  etc.  4-  const. 

'         2.0.4        dx^ 

Quand  ^'=2,  le  terme  yàdx  disparaît;  et  on  a,  comme  dans  le  n*  997, 
en  observant  de  donner  à  w  le  signe  du  terme  où  Ton  s'arrête. 
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1000.  Parmi  les  cas  où  les  diverses  expressions   de  Su^  rapportées 

dâDs  le  n""  99?  ^  ne  se  terminent  point  y  ceux  dans  lesquels  on  obtient 

une  série  convergente  méritent  une  attention  particulière,  car  alors  on 

arrive  au  moins  à  une  valeur  approchée  de  la  somme  des  suites  proposées. 

La  formule 

5u==/wd^  +  iii  +  v5^  +  J$4S  +  ^^^-+^^'"^- 
étant  appliquée  à  la  suite 

donne 


I    *    I    ï    I    '  I    ' 


X  '    ax        aj.*        4^*         bar* 

Celte  dernière  est  d'autant  plus  convergente,  que  la  valeur  dex  devient 
plus  grande  ;  mais  avant  d'en  faire  usage,  il  convient  de  déterminer  la 
constante  arbitraire. 

On  nepeutsupposer a:=:o;  etsil'on  faitcr=s  i,ce  qui  donne  5  -  =  i , 

on  obtient  l'équation 

i=:i~:?i-^-§  -  eic.  +  consL, 

3346  '  ' 

de  laquelle  on  tire 

con.^=i+.4i  +  |  +  f +  ctc., 

série  qui  n'est  convergente  que  dans  ses  premiers  termes;  car  les  nombres 
de  Bernoulli  croissent  très-rapidement,  à  partir  de  B^^  (993).  Néan- 
.moins,  comme  il  faut  les  prendre  alternativement  avec  le  signe  +  et 
avec  le  signe  — «,  il  s'ensuit  que  la  série  ci-dessus,  selon  que  le  terme 
auquel  on  s'arrête  est  positif  ou  négatif,  donne  des  sommes  plus  grandes 
ou  plus  petites  que  la  valeur  cherchée,  et  que  par  conséquent  on  ap- 
proche de  cette  valeur  tant  que  la  différence  entre  deux  sommes  consécu- 
tives diminue ,  c'est-à-dire  que  les  termes  décroissent. 

D'après  cette  remarque,  si  l'on  arrête  successivement  la  série  à  chacun 
des  cinq  premiers  termes,  et  que  l'on  convertisse  les  fractions  en  déci« 
maies,  on  obtient  les  valeurs  suivantes, 

const,  >  o,5oooo,    et    <  o,58555, 
0,57500,  0,57897, 

0,57480; 
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et  Ton  Toit  qu'il  faat  s'arrêter  k  ]a  deuxième  valeur  en  excès  ^  puisque 
la  suivante  en  défaut  est  plus  faible  que  celle  qui  la  précède  dans  sa 
colonne. 

On  peut  cependant  pousser  la  convergence  plus  loin^  en  prenant  pour 
X  un  nombre  plus  grand  que  i.  Si  l'on  fait  or^^io^  et  qu'on  désigne  par 
A  la  quantité 

i+i+i4-i  +  i  +  ^  +  -;  +  i  +  J  +  ^  = 
3,928968255968255968 , 
on  aura 

consL  =-^—1  10  —  —  H +  -T— ^ — h  etc. ; 

et  poussant  cette  série  jusqu'au  1 1*  terme,  on  aura  exactement 
€onsL  sea  0^772 1 566400 1 55d& 

En  suivant  cette  marche,  on  parviendrait  à  des  résultats  d'autant  plus 
approchés,  qu'en  donnant  lue  des  valeurs  plus  considérables,  on  rendrait 
décroissani  un  plus  grand  nombre  de  termes  4e  la  sétie  proposée^  qui 
est  de  Tespèce  de  celles  que  M.  Legendre  a  nommées  séries  demi-com^ 
vergentes,  et  dans  lesquelles  il  faut  s'arrêter,  lorsque  les  termes  cessent 
de  décroître.  La  partie  qui  devient  divergente  est  le  développement 
d'ane  fonction  qu'^n  peut  quelquefois  exprimer  par  une  intégrale  définie 
aax  différentielles ,  comme  on  le  verra  par  la  suite ,  ce  qui  donne  des 
limites  analogues  à  celles  qui  ont  été  trouvées,  dans  le  n*  171,  pour 
la  série  de  Taylor. 

Ici ,  nous  feront  remarquer  que  la  constante  trouvée  plus  haut  donne 
la.  limite  de  la  série 

-  +  —  +  ?^4--7r  +  etc. , 

à  laquelle  se  réduit  l'expression  de  iS*-  ,  lorsqu'on  fait  x=:i. 

looi.  Pour  faciliter  les  applications  de  l'expression  de  5"- ,  aux  diffé- 
rentes valeurs  de  jc,  nous  rapportons  ici  les  valeurs  des  huit  premiers 
Hominras  àni  Bermulli^  exprimés  en  décimales ,  «avoir  : 

B,  :=  0,1666666666666, 
B^^  0,0555355555335, 
B^  =  0,0258095238095, 
B,  =  0,0555353555555 , 
5.  19 
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B^  =  0,0757575757575, 
j&„=  o,255iï5555ii35, 
Jî„=  1,1666666666666, 

Jî,5=   7,0921568637451; 

maïs  pour  simplifier  la  notation  et  nous  conformer  à  Tusage,  nons  les 
avons  rendus  tous  positifs,  en  donnant  le  signe  -**  aux  lettres  J9,  lors- 
qu'elles sont  affectées  des  indices  5,  7,  1 1,  etc. ,. . . .  4* —  i  ;  et  en  con- 
séquence ,  la  seconde  expression  de  Su^  indiquée  dans  le  n^  99?  ,  sera 
désormais  remplacée  par 

Su  =Mx  +  i«  +  A  W^  -  B,  [T]  ^+B, [t]g  -elc.  +const. 

looa.  Supposons  h  présent  que  l'on  demande  la  somme  des  1000  pre- 
miers termes  delà  série  1  +1  +i+etc.;  on  trouvera  en  faisant  jc=:  1000, 
que  pour  avoir  cette  somme  avec  treize  décimales,  il  suf&t  de  calculer 

les  quatre  premiers  termes  de  l'expression  de  S-  ;  et  en  observant  que 

le  logarithme  népérien  de    10  est  a, 5oa 585092994045  (Introd.,  37), 

on  aura 

Yx  =  V 1 000  =3   6,90775527898a  1 , 

+  ~-  =  +  o,ooo5ooooooooo  • 

D 
~         =     —     0,0000000833335, 

-+'    j^     s=s  ^  0,0000000000000, 

^consi.  =  +  0,5772156649015, 
ce  qui  donnera 

1  +  T... + TFôô  =        7,48547o86o55o3 , 

résultat  qui  montre  avec  quelle  lenteur  marche  la  série  proposée,  quoique 
cependant  la  somme  totale  ou  la  limite  en  soit  infinie,  à  cause  du  ternie 

la:  contenu  dans  l'expression  de  S-  ,  et  comme  on  le  voit  immédiate- 
ment aussi,  puisque  la  série  proposée  n'estautrechoseqael'expressionr  4e 
l(i — i)=lo,  prise  avec  le  signe  —  {Introd.,  3o). 

Si  l'otl  prend  pour  a:  un  nombre  très-grand,  le  premier  terme  et 
la  constante  suffiront  seuls  pour  donner  une  valeur  très-approchée  de 
la  somme  entière  de  la  série;  on  aura  donc 
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et  à  plus  forte  raison , 

en  retranchant  la  première  série  de  la  seconde  y  il  viendra 

formule  qui  peut  être  utile  pour  trouver  les  logarithmes  des  nombres 
rm  peu  considérables. 

On  la  rendra  plus  exacte  en  introduisant  dans  la  somme  des  séries 
ci-dessus  quelques-uns  des  termes  qui  suivent  Ix  et  l(jc+^)  :on  ob- 
tiendra de  cette  manière 


aCx+y)*  ^^  ax*  >  ; 

H- etc. 

et  toutes  les  fois  que  l'on  pourra  négliger  les  termes  divisés  par  les  puis-* 
sancesde  x-^^j  et  de  x^  supérieures  à  la  première^  on  aura 

\    X   J        x-f-i  ^^  x-f-a*  *  *  *^^  a7+jr  ^^  a  \x        x+y/ 

lOoS.  On  déduit  encore  de  l'expression  de  «S*- quelques  conséquences 
remarquables.  Il  est  d'abord  évident  que 

-+-+^....+— =-î-{lx+i.-4::+#^,-etc.  +  (:7}; 
m  '  a/n  '  3ï»  '   mx       m\       '   ax       ax*  '    J^  "       J  ' 

en  changeant  x  en  mXy  on  a  d'un  autre  côté^  si  m  est  un  nombre  entier, 

•   a  '  3  '     mx       l  '    amx        ain^x*    '    4m*x*  "       J  ' 

si  Ton  retranche  de  celte  série  la  précédente  multipliée  par  m^  il  viendra 
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—  H—  js»  m  •  m'nr'  -^  •T^         î      •  •  •  •'H"  —^  •T^     ^     (      9  •  •  •"t"  ■""" 
fl  ^^  3  ^^m^^m+i  »     fiiî»    '    âm-|r  1  /nx 

711  7n        .  .  7n 

'"•+=(v-)-»*(i^-)+"'-. 

équation  dont  la  limite  est  I/ti,  lorsque  x  est  infini:  En  faisant  succes- 
sivement /7}=  a^  171=33  5,  ms=4»  ^tc. ,  on  tirera  de  U| 

l^  =  i-i  +  i-i4-|-^  +  f-i+  etc., 

I5  =  i4-i  —  |  +  i  +  i-|  +  ^  +  i~i  +  etc., 

14=:i+i4-i  —  l  +  i^-i^-f  —  H-  çu?,, 

15  =  I  +^  +  i  +  i_  4^-4.1  + 14,  i_^^.elc.i 

etc. 

1004.  La  série  — r—  4- }-  = — r— H îr— ,   qui   com- 

priend  toutes  celles  dont  le  numérateur  est  constant  et  dont  le  déno- 
xninateur  ne  renferme  que  la  première  puissance  de  la  variable  or,  a 
pour  somme 

Tîix-J- 71*"^ m  ^  '^       2(77ix-j- n)        a(77ia:+7i)*    *^  ^(P^^^y 

""eôii^/i)^"*"  8(77u:+7i)»  ~  ^^^'  "•*  '^• 

Si  l'on  veut  déterminer  la  constante  de  manière  que  la  ^onime  s*éyi|« 
nouisse  lorsque  x=o,  il  viendra 

o  =2  -  1^4-  — —  — ^  +-7-r  — etc.  4-  ^* 

m  •    271         ij7i*  4** 

ioo5.  Si  nous  considérons  en  général  la  série 

nous  aurons 

à?— 3SS-V î i_    1 ,^'^'  .  I    ^C'^+0Cfft4-a)Jj 

i*        "^  (iw— i)x"-'  "^  ax'"        ao:"*-»-*  "*"       '  a  .5 ,  4x"»-*-^    ~ 

_  77l(77l+l)(77l+flXm+g)(m+4)/?5      .      ^,^        .      ^ 

série  qui  devient  très-convergente  lorsque  x  est  un  peu  grand.  On  peat 
se  servir  utilement  de  cette  propriété,  pour  déterminer  la  constante  C7, 
tomme  dans  le  n*  1000 }  car  si  Ton  fait;^  pr  exemple ,  m?=  3,  on  aur^ 
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et  posant  ors?  IP>  on  obtiendra 

d'où  Ton  tirera 

C  ='rf,e44934o668482a64So, 

en  ponssanl  )a  série  du  ftecond  membre  josqu'p  wm  dixième  terme* 

Une  circonstance  très*dîgne  de  remarque ,  c'est  que  la  valeur  dé  C^ 
à  quelque  degré  d'exactitude  que  Ton  porte  rapproximaliou  ^  se  trouve 

la  même  que  celle  de  7-9  tt  désignant  le  rapport  de  la  circonférence 

au  diamètre  y  ou  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  , 
et  que  la  transcendante  t:  entre  aussi  dans  l'expression  de  la  constante 

relative  aux  séries  dont  les  termes  généraux  sont  ^^     ^y  etc.  En  atten* 

dant  que  nous  démontrions  rigoureusement  la  vérité  de  cetteassertion ^ 
par  la  considération  des  produits  composés  d'un  nombre  indéfini  de  fsic- 
tenrs,  on  peut  au  moins  la  vérifier  par  approximation  et  de  proche  en 
proche  y  sur  les  séries  indiquées  précédemna^nt. 

il  suit  de  ce  qui  a  été  dit  dans  le  n""  looo^  sur  les  séries  demi-con- 
vergentes, que  la  limite  du  développement  de  S  -^^  pour  '7i>i ,  et  x 
infini,  est  la  constante  même  de  cette  série;  ainsi  ce  qu'on  vient  de 

lire  domie  la  limite  des  séries  i  '+"-^'+'eic.ylorsquemtat  on  nombre 
pair. 
£a  ealci»lfa»t  aussi  les  vi^envs  d^  U  coostaute  dana  les  séries  dont 

les  termes  généraux  sont  p^  -59  ^^^'9  comparant  ces  valeurs  avec  les 

puissances  ^^  ^,  etc.,  Texaclitude  étant  poussée  jusqu'à  la  seizième 
décimale,  et  réunissant  ces  résultats  à  ceux  qu'on  obtiendra  pour  les 
puissances  paires,  on  aura 

ï  +  ^  +  e\€.  «  1,6449540666483:164  t«  ^  -=  ^  -7r% 

I  +  p  +  etc.  «  1,2020569051595942  =  5g~j36  -^^ 
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»  +  -^  4-  etc.  =  i,o56927755io6863a  =  jp^jjTg  i^y 

I  H-  -^jg  +  etc.  =  1,017343061984449»  =  -^45-  ==  i.a....6  * ' 
,  +  ±  +  eic.  =  1,0085492775866018,=  ^^^i^  *', 

I  +  •?  +  etc.  =  1,0040775561979443  =  -^  =  rx?:8  **' 

V 

I  H-  ~  +  etc.  =  I,ooaoo839â8i6o82a  =  s^^^  -f», 

«  H-  ^,  H-  etc.  =  1,0009945751278180=  p^  =  rrifiô*"* 

etc. 

Si  Ton  désigne  par  S^  la  limite  de  la  sécie  i  +  ^  +  etc.,onaura,' 
d'après  la  loi  précédente  , 

•'  i.a...ap        '  ^**        i.a...(a/H-a) 

d'où  il  suit  "^ 

et  comme  le  premier  membre  tend  contiouellement  vers  Tunitë  ^  \ 
mesure  que  p  augmente,  on  en  conclura  que  le  rapport  -^^  a  pour  limite 
^«    ce  qui  fait  voir  la  divergence  de  la  série  des  nombres  de  BernouUi. 

1006.  Il  est  bon  de  remarquer  que  ces  valeurs  donnent  aussi  les  li« 
mites  des  séries 

-B,+etc.=— '^* 

'  '  i.a 

2.fly+elc.=  1,2020.  *. 

.^5,-hetc.=  — ^sr^ 

'+4"~r*-    074^'-"    rd^'^"      rd^»"     2^^^^5,+elc.=i,o569. . . 
.1   '       '   I  5-4-5.6p       5.6.7.8p,  7.8.9. lOp      g.io.ii.iap    ,  ^.^ a*^s 

etc. , 


•+■-;+ 

Bc- 

£r1- 

•»>- 

■+:-:+ 

1*.- 

fi'.H- 

Z/,.- 

■+5-5+. 

I*»- 

^^w- 

^.- 
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qa'on  oLtIent  en   faisant  ^=1^   et  successivement  m:=:2y  m:;^3^ 

m=s4,  mssS,  etc*,  dai)s  l'expression  de  S—., 

Les  mêmes  valeurs  conduisent  aussi  à  insérer  un  moyen  entre  chacun 
des  termes  de  la  suite 

jP,,      5s,      jPs,      B,,      B^y      etc., 

c'est-à-dire  à  trouver  les  expressions  des  quantités  qui  seraient  repré" 
sentées  par 

B^j      B^y      B^y      jPg,      etc. 

En  effet,  j5,  et  Bz  répondant  aux  séries  i  •+-  ^  +  etc.  et  i  -f.  ^  -f^.  etc. , 
£«  doit  répondre  à  la  série  intermédiaire  i  4"^ +  6^*;  6t  d'après  la 
loi  suivant  laquelle  sont  formées  les  limites  des  deux  premières,  on  doit 

avoir,  pour  la  troisième, ^tt^:  on  conclura  de  là  — --^:t^=  ^    '  .g/?^» 

ou  i?.  =  -  -g— 236  =  o,o58i52a5;  on  arriverait  de  même  k  B^y  B^y  etc. 

1007.  Soit  encore  la  série  dérivée  de  "  =  jî4r^?  on, aura 
et,  si  Ton  prend^  =arc  ^cot  =  -  J  >  ^  viendra 

,     dy  j       1       adysinj^cosy ày  sin  ay 

d'où  Ton  conclura  3^  =  —  ^°^  ,"  '^  :  on  obtiendra  ensuite 

cix  nr 

d*a  ady  (sinjr  coay  sin  ajr  -f-  sin^  coa  ay) 

d'à  _^_^         a(ginj^  cos j^  sîn  a^  4"  sioj^^  co»  ^^)     .    asinj^sinSy  ^ 
dj?  »♦  H*     ~  V    ' 

#n  trouvera  de  même 


Digitized  by 


Google 


t5a  CHA?:  ta.  CALCUL  INVERSE 

tt  Yoù  aura  pâV -6oïrtëqa«nt        -     r  .    -    .   .    , 

Pour  appliquer  cette  %érie  à'  dé&  cas  ]()articrufiers  ^  il  faut  auparavant 
«n  de  terminer -la  consiaote^  C.  II  semble  d'abord  qu'on  peut  effectuer 
cette  opération  ^  en  partatkt  de  la  supposition  de^  ir;=o^  dé  laquelle  il 
re'sulte  j"  =  ~ -TT ,  sinj^;=i,  sina;^€c=o,  sin47"=KO,  elc. ,  et  par  con- 
séquent-^  +  C  =  o,  ou  C= — '--^;  mais  cette  valeur  de  la  cons- 
tante  n^est  pas  complète;  car  si  Ton  faisait  x  intîni,  ce  qui  donnerait 
j-  z=z6,  on  trouverait  pour  la  limite  de  la  série  proposée  —  -f-  t?>     Ojx 

^ r  •  tandis  crue  nous  montrerons  dans  la  suite  que  la  vraie   va- 
art       û«^  /       ^'      ^  ..  ^  .     • 

leur  de  cette  limite  est r+  ^ — . 

Nous  expliquerons  alors  à  quoi  tient  le  paradoxe  que  nous  faisons 
remarquer  -iai:;  -^l  dès  à  :prés9M  nous  preudranSr,  ^o^  conséquence^ 

C  = ^  H ;  par  ce  changement,  Texpression  de  S      '    . . 

deviendra  applicanle  à  tous  les  cas. 

1008.  Occupons -- nou^  tifiaîùtenant  tie?  fsétieê  dont  3e  terne  généml 
est  une  fonction  transcendante.  Soit£^  =  ljr;  nous  aurons 

en  observant  qat/dx\x  =  a:\x  —  dû  (428). 

On  ne  salirait  encore  ici  détef-minér  )à. constante  en  faisant  jerzrsi, 
parce  que  le  second  membre  a  trop  peu  de  termes  convergens  ;  mais 
en  faisant  x=  10,  calculant  la  somme  des  dix  premiers  termes  de  ce 
membre  y  et  l'égalant  à  celle  que  donnent  les  logarijlhmes  népériens  des 
dix  premiers  nombres,  on  trouvera 

C  =  0,9189585332047, 

à   moins  d'une  unité  décimale  du  treizième  ordre ,  valeur  qui  sera  par 
conséquent  la  .limite  de  la  série 
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L^expressiom 

*  —  ^'^■4*4»^'S*^*8.io.io>ifl  etc.  /  o  \ 

â       1.3.3.5.5.7.7.9.9.11.11  etôT  ^9  9y> 

qoe  Ton  doit  a  Wallis^  et  que  nous  déduirons  dans  la  suite  ^  d*une  ma- 
nière  bien  simple^  de  l'intégrale  \~ y  conduit  à  la  vraie  valeur 

de  la  constante   C.  Pour  cela  il  faut  observer  qu'en  passant  aux  lo- 
garithmeSy  et  s'arrêtant^  dans  le  numérateur^  au  nombre  pair  2X^  on 

obtient 

,     , f    :ib-|-al4-f-3l6+aI8+2lio.  •  .-f-2l(aar— 2)+  lax 

[—  li«— 2I3 — ^215 — ^2)7 — alg. .  • . — ^al(aa>— 5) — 2l(2j>— 1)., 

et  qu'en  prenant  les  limites  dans  la  supposition  de  x  infini^  on  trouvera, 
par  le  moyen  de  l'expression  précédente  à%  S\x  y 

li+ia+15+14-M5....+  \x  =  C^{  x^\)\x  —  ar, 

li+lH.13+14+15 +lAr  555  C-K^jH- \ )lar— ajc, 

la-|-l4-|-16-f-I8-i-lio. .  --l-hx  =  *yix4-aîb=C4-(jc+^)lr4-xb— X. 

Retranchant  la  troisième  série  de  la  seconde,  il  vient 

li+15+15+l7....-f-l(ax— 1)  s=s  a:ljtrH-(x+i)Ia— or, 

foà  l'on  conclut 

ab4-al4+ 2I6.  ..+al(ajt>— !i)-f.l2X  ) fa  C4•2(J^4.i  )le4-axla— aji^-4ajc 

— ali— al5 — al5... — al(ax— 5)— al(ajt?— i)j     l     — axlx— a(x4-î)laH-ax; 

et  comme  le  premier  membre  de  cette  équation  est  égal  à  1^— 4a,  on  ob- 
tient ^  après  la  réduction  du  second  ,lv  —  la=:a  C —  a  1  s. 


résultat  bien  remarquable  ,  et  d'après  lequel  on  a 
^Jx===  xla^+*la>.^x+ilx+ i^- 3:^ 


Oq  rendra  cette  équation  propre  a  un  système  quelconque  de  logarithmes^ 
en  multipliant  par  le  module  les  termes — x,  ^--^,  — 37Z?>  ^*^'  '  ^*  ^^•" 
quels  il  n'entre  point  de  logarithmes. 

5.  «o 
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1009.  Proposons-nous  pour  exempte  de  trouver  la  somp9«  dfH  lO|[a- 
rhhmes  des  1000  premiers  nombres  des  tabUs^  ç'es4-à-dire  la  valeur 
de  1  iH*la+l3.  • .  .+1 1000^  la  caract^risque  1  désignant  ici  des  loga- 
rithmes ordinaires^  dont  le  module  sera^  pour  abréger,  représenté  par  4f. 
On  aura  a?s=iooo;  d'où  oncpnclqra 

x\x  =  Sooo^opoooooooopoo 

•4-  ^1^^=±  i,5pooooooooooo 

^-  il 2^2  0,5990899341790 

-— .  Mx   =  —   454>29448i9o325i8 

^  ^  s-  j^  0,0000561912068 

MB3 
—  5-7:^  =  î-r     0,0000000000012 

o^4je^  [ 


résultat 2567,6046442^^1328  ; 

mais  ^ 

r«oo 
Il  +12+15.*«.^+1IOOO=1.I42.3..«IOPQC3:1[XOOO]; 

il  s'ensuit  que 

1000 
,  l[ioo6j  =  2567,604644^221328. 

loeo 

On  apprend  par  là  que  le  nombre  [1000] ,  dont  le  calcul  est  presque 
impraticable,  doit  avoir  2568  chiffres,  et  que  les  dix  premiers cbiffres 
sur  la  gauche  sont  4023872600,  en  sorte  qu'il  est  compris  entre  les 
ziombres  qui  résultent  de  4^23872600  et  de  4023872601,  soiyis  chacun 
de  2558  zéros.-  Cette  connaissance  suffit  dans  beaucoup  de  recherches 
oil.  Ton  ne  demande  que  les  rapports  des  produits  de  grands  nombres } 
et  dans  ce  C£^^  la  valeur  approchée  de  ces  rapports  devient  précieuse  ^ 
par  l'impossibilité  où  Ton  est  d'eâèctuer  les  calculs  nécessaires  pour  arriver 
à  la  valeur  exacte;  la  lopgueur  de  ces  çalciiik  étant  alors  un   obstacle 
aussi  insurmontable  que  la  difficulté  d'exprimer  rigoureusement  une  fonc- 
tion transcendante*  M.  Laplacç  a  beaucoup  étea^a  cette  rtohercbe  ^ 
dont  les  applications  sont  très-fréquentes  dans  le  Calcul  des  probabilités  • 
mais  ooiome  il  s'appuie  sur  des  considérations^  4tfféFôatas  de  ctUes  qui 
nous  occupent  maintenant,  c'est  plus  loin  que  nous  rendrons  /rompte  de 
ses  tra^vaux  sur  ce  sujet. 

1010.  En  suivant  Euler,  nous  allons  montrer  comment  on  parvient  ^ 
trouver  le  coefficient  quelconque  d'une  très  -  haute  puissance  du  bi^^ 
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nome  et  le  rapport  que  l'un  quelconque  des  termes  de  cette  paîasanoa* 
a  avec  la  somme  de  tous  ceux  qui  la  composent. 

_  •  ai    i^* 

Le  terme  générât  du  développement  de  (a-+-*}*  étant  [m]  [àja'^^b^, 
«on  coefficient  [m]  [o]  peut  être  changé  en 

•'  m 

el  passant  aux  logarithmes,  il  vient  , 

I  [m]  [o]  =  1  [m]  —  I  [»]  —  1  [m-^]  ; 
or  on  a,  par  le  n*  1008, 

l[»î  =  ib*4-(in  +  01'— 4-^-    g^+    ^   -etc., 
I[«]  =  ila*+(»  +  i)l„-„H--^-    5-^^,+    ^    -etc., 

ce  qui  donne 


\ 


1.2m         1  .  a/1         1.3^771 — n) 
5.47n»  "^  3.4/1'  "^  3.4(/n— /i)^ 

+  etc. 

Lorsque  l'on  fait  /»  =  ^ ,  m  étant    paire^   on  tombe  sur    le    terme 
qui  occupe  le  milieu  du  développement  de  la  puissance  ded  4-^  >  et  qui 

est  affecté  de  a"&';  son  coefficient  est  exprimé  par  ~-;r- ;  la  formule  ci- 
dessus  donne  pour  son  logarithme 

a«,       ,        a^,  iBs        ,  „,_\ 
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««pression  obe  Ton  peut  changer  en 

tt  si  Ton  passe  des  logarithmes  aux  nombres^  on  aura 

•»  t»  3B.  iSjgf  63B5 

11  est  facile  maintenant  de  développer  cette  série  suivant  les  puissances 
de  7t  9  en  substituant  a  chaque  quantité  exponentielle  la  série  qui  lui  est 
égale  ;  mais  nous  n'effectuerons  point  ce  calcul ,  parce  que  la  forme 
logarithmique  est  la  plus  commode  pour  les   applications. 

Si  Ton  se  proposait^  par  exemple  ^  d'obtenir  le  rapport  du  coefficient 
moyen  de  la  puissance  2n  du  binôme  à  la  somme  de  tous  les  autres , 
on  ferait  a  et  i  =  i,  d'où  (/i+&)^  =  2*";  le  logarithme  du  rapport 
cherché  aurait  pour  expression 

En  prenant^  par  exemple^  2n=ioo^  on  trouvera  par  cette  formule  le 
rapport  de  i  à  o^oygSSgâ. 

lOii.  Soit  usso*;  la  formule  5tt=yî^<-t-^tt  + etc. (looi)  donnera 
;S^=«-{f,+i+|la-jJ-^(I.).+j3*5^(l.)._.te.}  +  C 
En  Élisant  Sal'zszo,  lorsque  x=o^  on  trouvera 

tt  on  aura  par  conséquent 
5«-=(«-0{i+l+4u~ j^^  W  +  j3^,  (la)-  _ ..c.} ; 

mais  on  sait  d'ailleurs  que  Sa^ss- — ^~^  (994)  •  ^^  conclura  donc 
de  ce  qui  précède  ^  que 

^=n:+ :+t'«- ï4i  W+ rîTTî  ('«)'- ««•. 
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d'oà  on  tirera 

iquation  dont  le  premier  membre  se  réduit  à     /[^  r>    ^^    donne  ^ 
comme  on  yoit  ^  la  limite  d'une  série  très-remarquable. 

ICI  a.  Si  Ton  prend  u=zsiaaa:,  on  obtiendra^  par  la  formule  cilét 
dans  le  numéro  précédent^ 

osinaarss  —  -cosatH —  smfla:  +  -^cosaj:-l ^-^cos  ^arj 

a  'a  'a  '   a. 0.4  ■ 

»    5 

H — 5"^T^  cos  ajc+  etc.  +  C 

a.o.4*D»o 
Dans  le  cas  où  orsro^  on  a  «^sinoorso^  d'où  il  suit 

^~â         T       a.3.4       a,3.4.5.6        ^^^-^ 
et  par  conséquent 

i^sinax:=^sinajr+(i— cos^f-  — -i^ |_«.__^^^-^etc.L 

•  '  ^  'ta  a        a. 0.4      3.0.4.0.0  J 

De  la  formule  Ssin^r  = —  —  *    .  ~*     +  con^f.  (oSy),  on  lire  aussi 

asm  s  a  \;7   //» 

«>  sm  oor  =  -—  —    '    i         +  sm  ojcr  +  ^o/«/, 

asm  ij  a         •  ' 

cos  ax cos  î  a—  sin  axsm  J  a    ,     cos  i a 
asm^a  '    asu|a 

,  ^.       _   ,    cos  î  a(  1—  cos  ax) 

■  Qjiinl/x  ' 


asmia 


en  déterminant  la   constante  pour  que  cette    dernière  expression  de 
jSsinox  s'évanouisse,  ainsi  que  la  première ,  lorsque  a:  =  o. 
La  comparaison  de  l'une  avec  l'autre  donne 

^  .   T    =icotia  =  - '^ -4-7  —  ^  g  Vr  .^  —  e(Cr 

âain^a        '         '  a  a  a. 0.4        3.0.4.5.0 

On  parviendrait  au  même  résultat,  en  partant  de  «^cosaor. 

lOiS.  En  général,  si  dans  les  formules 
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2sin(;,H-^x)=:-.S2!(£+5|^^i)  +const., 

on  change  x  en  x  +  h,  et  qu'on  détermine  ensuite  la  constante  arbi'^ 
tratre,  ^e  manière  que  les  résultats  soient  respectivement  siup  et  cosp, 
l^orsque  x=o,  on  aura 

iS'cos( 
•  La  formule 


SPQ  =  Q(P  4-  2P)  -  AÇS^P,  +  etc.  (995) , 

conduit  an  même  résultat  que  celui  qu'on  déduirait  des  expressions 
du  n"*  958  j  et  donne  la  somme  de  toutes  les  séries  dont  le  terme  gé-* 
néral  est  le  produit  de  sinÇp  -f-  qx) ,  ou  de  cos(^  +  çx)  ,  par  une  fonc- 
tion rationnelle  et  entière  de  x;  et  pour  étendre  ce  procédé  aussi  loin 
qu^tl  peut  aller^  il  ne  faut  pas  oublier  que  toute  fonction  rationnelle  et 
entière  de  sinus  et  de  cosinus  se  ramène  à  des  sinus  et  à  des  cosinus 
d'ares  multiples. 

ioi4-  11  parait  difficile^  au  premier  coup-dœil,  de  trouver  ce  que 
deviennent  les  expressions  de  Ssiti(p+  qx)  ^  et  de  Scos(p  +7^), 
lorsqu'on  y  suppose  x  infini;  car  on  ne  voit  pas  quelles  peuvent  être, 
dans  cette  hypothèse,  les  valeurs  des  *  fonctions  cos(p+qX'-j^^(fh)  et 
sin  (;[;  + 7**^ 4"  T7^)>qwî  sont  allernalivement  croissantes  et  décroissantes 
et  ne  peuvent  jamais  surpasser  le  rliyon.  Cette  difficulté,  agitée  d  abord 
entre  Daniel  BernouUi  et  Euler,  parait  avoir  été  suffisamment  éclcircie 
par  Lexell    {Novi    Comment.    Acad.  P^lrop.,  t.  XyiII). 

Il  faut  observer  premièrement ,  que  dans  une  infinité  de  cas,  la  série 

sxnp  -f-  %in{p  +  q)  +  sm{p'^2q).  • .  .-^-sin^p-^qx) 

est  périodique,  c'est-a-dire  que  ses  termes  redeviennent  successivement 
les  mêmes,  et  qu'en  conséquence  les  diverses  sommes  partielles  de* 
viennent  nulles,  à  la  fin  de  chacune  de  ces  périodes.  En  effet,  Pexpres- 
•ion  de  Ss\n\p'\'qx)y  qui  se  réduit  à 

Ssm(p+qx)  =,  -  co^CP  +  (f^.+n?]  ^  co<P-iq) 
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lorsqu'on  prend  Assi ,  s'évanouit  pour  toutes  les  vâleàrs  de  a:  données 
par  réquation 

p  +  (x^^)q=i2ni7r+p  —  iq,    ou     (4jr+i)y=2/i«T, 

dans  laquelle  amTr  désigne  un  multiple  quelconque  de  la  circonférence 
du  cercle  dont  le  rayon  =  i.  Si  le  rapport  de  ^  à  9^  est  celui  de  deux 
nombres  rationnels,  on  aura  évidemment  une  infîbité  de  valeurs  de  ^, 
pour  chacune  desquelles  l'expression  de  Ss\n(p  +  qx)  s'évanouira. 

Cette  expression  étant  ainsi  susceptible  d'un  nombre  indéfini  de  pé- 
riodes, ne  saurait  avoir  de  limites  déterminées;  mais  il  est  important  de 
remarquer  que  si  Ton  prend  le  milieu  entre  les  dîfférens  résultats  que 
l'on  en  déduit  pour  toutes  les  valeurs  de  .r ,  on  tombera  sur  une  ex- 
pression dont  le  développement  en  série  sera  identique  avec  la  proposée. 
Pour  cela,  on  fera  successivement 

dans  iS'sin  (/^-j-^x),  et  on  obtiendra 

s^in^q  *'       2sin{q 

^^      co8(p  +  f?)        .    cosÇp  — 1(7) 

<^g  (P  +  §  9)        .    ço3(p— je/) 

asiniq  ***      zain^q 


cosl 

asin  j  q  '        asin  i  q 


la  valeur  moyenne  résultante  de  ces  valeurs  particulières^  dont  lenombrç- 
«st  iM-i,  sera  exprimée  par  la  série 

La  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  accolades  s'obtient  en  écri- 
vant p+iq^  à  la  place  de/?,  dans  l'expression  de  âycos(/)  +  7«3t:),  et 
en  y  faisant  x=;o  et  A=  i,  ce  qui  donne 

•i^[.P+{n  +  i)q2  ^_    «pp    jj_.  coa[p+i(»  +  i>?]smK^+0<7 
asin  >  9  asin  1 9  a'mjq  ^ 

quantité  nulle  dfins  l'hypothèse  actuelle,  {Puisque  ^(n+i)^  est  un  mul- 
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tîple  de  la  demi-circonféreoce  :  le  résulut  précédeal  se  rédait  donc  k 
coB(p—lg)^  ^^jj^  ^^^  rexpression  que  Daniel  Bemoulli  regardait  comoM 
la  somme  ou  la  limite  de  la  série 

sinp  -H  sin  (p  +y)  +  sin  (/?+3y)  +•  etc. , 

continuée  indéfiniment ^  mais  qui  n'en  est,  à  proprement  parler,  que  la 
fraction  génératrice  (Int.  4),  ainsi  que  l'on  peut  s'en  convaincre,  en 
formant  Téquation 

de  laquelle  on  tire  d'abord 

cos(p—iq)  =  2sin/?sin^7+ asin(;?-|-7)sinï7-f-  2sin(p^2q)siniq + etc.  ; 
puis 

COS{p'-'iif)=COS(j}—i<f)+COS(p+i(/)^OS(p'^^ 

— cos(/?-f'ï^)— cos(/?-f-l7)— ^Ic. , 

en  mettant  pour  les  produits  de  sinus  leurs  expressions  connues;  les 
deux  membres  de  ce  résultat  deviennent  identiques,  abstraction  &ite_ 
du  dernier  terme,  ainsi  que  cela  arrive  dans  le  développement  des  fonc« 
lions  en  séries  divergentes  (Int.  4)  (*)- 

{*)  Leibnîtz  avait  remarqué  (  t.  III,  p.  4^9  de  ses  (Suures)  que  le  milieu  i  des 
sonmies  i  et  o^  données  parla  série  i  —  i  +  t  "~"i +  i-~  i  +  ^tc,  suivant  qu'on 
en  ajoute  un  nombre  impair  ou  pair  de  termes,  est  la  valeur  que  prend,    lorsqu'on 

fait  07=  1 ,  la  fraction  ■■        ,  qui,  par  son  développement,  produit  la  série  ci-des- 

1  -f-X 

sus.  Mais  Cal I et  montra  que  la  même  série  pouvait  résulter  d'une  infinité  de  fractions 
auxquelles  ne  répondait  plus  la  valeur  moyenne  } ,  contradiction  que  Lagrange  a  levée 
d'une  manière  fort  simple ,  dans  le  rapport  qu  il  a  fait  sur  le  Mémoire  de  GaUet  (t.  III 
des   Mém,  de  la  Classe  des  Sciences  Math,  et  Phys.  de  F  Institut). 
'   Si,   par  exemple,  dans  le  second    membre  de  l'équation 

— ,        .   _^  =  I  —  jb'  +  jc'  — «*  +0;*  — etc., 

qui  devient  i  —  i  + 1  ..  i  ^  etc. ,  quand  a;  r=:  i  ,  on  introduit  toutes  les  puissances 
de  X  qui  y  manquent,    en  lui  donnant  la  forme 

1  +0.07  — x*  + jT^+o.x^— x^  +  op*  -f  o.a:'~j^  +  etc.. 
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Cette  dernière  transformation  donne  un  moyen  anssi  élégant  que  fa- 
cile de  parvenir  à  l'expression  de  SsinÇp  +  ifx).  En  eflfet,  si  on  multi- 
pKe  par  ssih  j^  les  deux  membres  de  Téqùation 

Ssm(p'-^qx):=ssinp^6in(p^q)'-^sin{p^2q)\ . .  .•+-sin(/>-f-9Jtr), 

elle  devient 

asin^qSsinÇp'^x):^ 

asiD;?sînjy+3sin(;7-f-y)sin^7+3SÎn(;7+2y)sin^y .  • .  \'\'2siD{p'\^qx)s\n^q  ^ 

el  se  transforme  en 

2siuj^qSsïïï(p-j'(fx)^=i 
COS{p—iq)+COs(p+iq).  .  .  .+C0S[p+{x^\)q]  )  . 

— cos(;7+i9). . . .— cos|>+(a:— {)y]  — cos[/;+(x+i)7]  J  * 
d'où  Ton  conclut 

101 5.  En  appliquant  à  l'expression  de  Scos^p^qx)  et  à  la  série 

cos;?  +  cos  (;? + 7)  -f-  cos  {p  H-  tiq)  +  cos  {p  4»  5y)  +  etc. 

les  ri&onnemens  et  les  opérations  du  numéro  précédent^  on  parvient  k 
des  conclusions  analogues.  On  trouve  d'abord  que  la  valeur  moyenne 
de  toutes  les  sommes  particulières  déduites  de 

vr    «^7    /  ^sm^q  2a\n*^q 

•t  qu'on  y  £aiae  ensuite  x  =  1  ^  on  aura  la  série 

1+0  —  i+i  +0  —  1  +  1+0  —  etc.  t 

d(mt  les  sommes  sont    1 ,  1 ,  on  o ,  selon  qu'on  s'arrête  au  premier  ^  au  deuxième  om 
m  troisième  terme,  dans  chacune  des  périodes  de  trois   termes  dont  elle  est  com- 
posée. Le  milieu  entre  ces  sommes  est  alors  f  ^  valeur  que  prend  la  fraction  généra- 
trice lorsque  x  ±=  1 . 
0  n'est  pas  difficile  d'appliquer  ce  procédé  à  la  formule  générale 

[Xx+x^.:...^"^   ~  i  — X-+X-— a:«^»  +  a:*»— x*^  +  etc.. 

^  de  trouver  que  la  moyenne  entre  toutes  les  sommes  de  la  série ,  quand  x  =  x  ^ 

tst  ^  ^  comme  la  fraction  génératrice;  mais  on  voit  aussi  par  là   que  la  série 

^•^1  +  1  —  1  +etc.  prenant  des  valeurs  diverses,  suivant  la  fraction  dont  on  la 
&t  dériver,  ne  donne  un  résultat  exact  qu'autant  qu'en  tient  compte  du  reste  de  la 
^nion,  cx>rrespondant  au  terme  où  l'on  s'arrête. 

5.  21 
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donne  la  quantité 

La  somme  de  la  série  comprise  entre  les  accolades  se  tire  de  Tex* 
pression  de  SsinÇp^qx)  >  en  y  changeant  p  en  p^^^q^  en  y  faisant 
h=:zï,  jczszn;  et  le  résultat 

cosp   cos[p  +  (n+ 1)^]  ^_  sin  Çp+l  (^+0<7]  »ini  (H"07 

s'évanouit  nécessairement  lorsque  Téquation  {n  +  j)q^^2m7r9.  lieu.  On 

a  donc  encore ,   dans  cette  circonstance  y  ■~fi°^'^*  ^/  *  et  on  prouve 

que  le  développement  de  cette  fonction  reproduit  en  effet  la  série  pro- 
posée^ en  multipliant  par  2sin|^^  les  deux  membres  de  l'équation 

~  '"''^817^1''^  =  cos;;  -f-  cos  (p+q)  +  cos (p  +  27)  +  etc. , 
qui  devient  alors  * 

— sin(;> —  lq)=:^2sinjqcosp^2sinjqcos(p+q)+2sinlgcos(p+2q)+etc. , 
ae  change  en 

— sin(;^-^)=— sîn(/>-i9)+sin(/;+iv)+sîn(/H-|yH^ 

'-sm(p+iqy^sin(p+^q)^eic. , 

lorsqu'on  y  met  pour  les  produits  de  sinus  et  de  cosinus  leurs  valeurs  ^ 
et  devient  par  conséquent  identique  si  on  la  considère  comme  indéfinie. 
On  arrive  aussi  à  l'expression  de  S  cos(p  +  qx) ,  en  multipliant  par 
2sinjq  les  deux  membres  de  l'équation 

Sc0S(p+qx)=C08p+C0s(p+q)-i^0S(p+2q).  .  .+COS(p+qx)'y 

on  forme  de  cette  manière  l'équation 

2sin{qScos(p+qx)z=s 
Min\qcosp+2sin^qcos{p+q)+2siniqcos(p+2q). .  .+2siniqcos(p+qx), 
équivalente  à  cette  autre  : 

2sin{qScos(p-+^x)=: 
^Sin(p--'lq)+sin(p+^q)+sin(p+^q)..  .-i-Bin[p+(x^l)q]+sw[p+{jc+i)if2 
—»MP+i9)—sin{p+iq) sm[p+{x^i)q], 
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de  laquelle  on  tire 

résaltat  conforme  It  celui  du  n^  ioi3.      ■     . 

1016.  La  sommation  des  suites  a  conduit  Euler  à  des  interpolations    Appiicatîo* 
très-élégantes,  dont  nous  allons  donner  une  idée.  11  faut  d'abord  ob- fj* J"j^^"^ 
server  que  certaines  suites  représentent  des  fonctions  que  l'on  ne  sau-  \  riatcrpou- 
nh  exprimer  d'aucune  autre  manière,  et  dont  on  u'a  pas  même  les^^*^* 
différentielles;  Euler  les  aifpélW  Junctiones  inexpUcabiles.  La  première 
recherche  à  faire  est  celle  de  Iwrs  différe«ti.elles,  dont  on  obtient  les  va- 
leurs approchées  par  le  moy^ea  des  formules  du  n*  ggS. 

Supposons,  par  e^iemple.^  qpR  Ton  demande  le3  différentielles  de  la 
fonction  qui  exprime  la  somme  de  la  série 

.^■»-5+f^-î +ï> 

fonction  dont  on  ne  saur^t  avoir  une  expression  finie  ^  mais  dont  la 
valeur  approchée  est  - 

ï*  +  i  -  è  +  |i  -  ê +«»^-+ ^  Ctooa), 
en  dMigsaat  ccMe  Imctioa  par  27,  on  aura 

S  ~  i  ■"  i?^p  ~  i^  "^  :^  ~  ^*^- » 

série  qui  donnera  avec  d^autant  plus  d'exactitude  la  valeur  du  ooefBcieat 
différentiel ,  que  celle  de  x  sera  plus  grande  (1000). 
En  général,  la  formule  du  n*  100 1, 

donnera  , 

AU idtt        iP,  *a  Bs    d%    ^  ^ d«a 

si  l'on  fait  Su:=U. 

On  '  appliquera  de  même  à  cette  recherche  les  autres  formules  du 
n*  995,  et  par  leur  moyen,  on  obtiendra  le  développement  de  la  va« 
leur  que  prend  27,  lorsque  x  se  change  en  «r  +  a»,  ordonné  suivant  les 
poissances  de  cê. 
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1017.  Euler  est  aussi  parvenu  au  même  développement ,  sans  le  se^ 
cours  des  formules  citées^  et  par  des  considérations  qu'il  est  bon  dt 
connaître. 

Soit  S  la  somme  de  la  série 

^^    JB  f     C^    Z/^«  •••••••••••  «Jx^ 

correspondante  aux  indices 

'>     ^>     5,     4,. ............  dr; 

St,  et  Xt,^  ce  que  deviennent  cette  somme  et  le  terme  général^  lorsque 
a:  se  change  en  a;+^>  et  désignons^  comme  à  Tordinaire,  par  S^^ 
S^y  etc.,  X^y  X^y  etc.^  les  valeurs  de  S  et  de  Xy  correspondantes  à  ovf-if 
x+Hy  etc.  ^  nous  aurons 

•yar=y+-3r,+-iir,4-Xi,         >  Sn^^pssS^^Xt^^^-^Xn^^^Xt^^y 

Maintenant,  il  faut  examiner  la  forme  que  prend  la  série  dans  les 
termes  très-éloignés  du  premier,  afin  de  connaître  la  limite  vers  laquelle 
elle  tend  sans  cesse.  Si,  par  exemple^  s^s  termes  consécutifs  approchaient 
de  plus  en  plus  de  l'égalité ,  de  manière  qu'en  supposant  l'indice  n  très- 
grand,  on  eût,  avec  une  exactitude  toujours  croissante,  X^=iX^^^f 
Jir.^,;=  jTa^.,  etc.,  on  en  conclurait 

et  par  conséquent  <S'.^ai  =  '5'»  +  <»X^^^.  En  égalant  cette  expression  de 
aS'ai^.  à  celle  qu'on  trouve  dans  le  tableau  ci-dessus,  on  obtiendra 

mettant  pour  S^  son  développement,  et  tirant  la  valeur  de  i^«,  onliura 
S.^S  +  X,    H-jr,    +Xs    4-X4 +  X.4-«X.^, 

■""  ^«i4-l"~"  ^«l-l-ft—^  -A«».f^— ~  -^A^^*  •  •—  ^«^B* 

Celte  formule  étant  appliquée  à  la  série  i +-  +  ?•. r.H"~>  donne 
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1  -     1  i_ 1 

x  +  m+i        x+m  +  !à        a?+iP  +  3****        x  +  m+n* 
OU 

5:=:.S  +  (x+i)Çx+i+^^{x+Q)ix+2+i>)^ix+^ix+5+^  +  ®'^-  i 

tn  négligeant  le  terme  correspondant  à  û»^.^.,  ;  ce  résultat  sera  d'au- 
tant  plus  exact  que  x  sera  plus  grand  et  û>  plus  petit. 
Pour  le  développer  suivant  les  puissances  de  a»  ^  on  observera  que 


1  \  et  nî^  ta 

i+ï+:  =  1+7  "■  0^+15:  "^ÇhFï?  ""  (î+ô*  "*"  **^-' 

*+a+;  ~  «  +  a  ""  («+«)»  ■*"  (x-h7        (x+a)*  "*"  **^'' 


+ 
_  •• 

i+«»       x  +  a        (x+a)*  ''"  (x 

etc., 

«t  on  aura  ensuite 


*"  *»'  (c^Tô»  "*■  ô?¥^  ■*"  ^+3)5  +  (1+4)3  +  etc,} 

+  »'  {(^"ô?  +  (ï+^*  "*"  (x+3)4  +  (x+4)4  +  *^*-| 
—  etc.; 

comparant  celte  formule  avec  la  série 

qui  résulte  du  thé<frèine  de  Taylor,  on  en  conclura 

J3Ç  ri  1  1  1  ) 

etc. 
Considérons  encore  la  série 
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nous  obtieudrons^  par  les  formules  précëdeates^ 

X^X      — — ^! ' 


-A»  —  ^«^t  — • 


•+•  —  (a:  +  a)*  (x+2+i»)» 

etc. , 

et  réquation 

m(m  +  iXf        I  '  I  ^  u-  €lc   l 

1  .a        l(x4-ir"^"  ^  (x+a)"'-^  ^  (x+3)-^  ^^  J 

—  etc., 

de  laquelle  nous  déduirons  comme  ci-dessus  les  valeurs  de 

àS         à'S         à^S 

dx*       dx»'       dx3*  , 

1018.  En  général^  on  a 

^*  =^+  d^r+  d:?r:ïï+ dï^r::o  +  ^*^'' 

^.^,_  X,+  _.+  -__  +  _.__  +  etc., 
etc. , 
d'où  Ton  tire 

5.=:-S  +  »JC.^,—      7     d(^«  +  y» -f  ^3 +  ^4  + etc.) 

_       JL     <^"(^,   +   :Va   +   ^S   +   ^4  +   etC.> 

i.a  dr» 

^'      d^{X,  4-  ^,  4-  ^B  +  X4  +  etc.}  , 

i.a.3  dx»  * 

etc. 

Si  le  terme  X,^.,  ne  s'évanouit  pas  ^  comme  daqs  les  exemples  du 
numéro  précédent,  lorsqu'on  fait  n  infini^  on  observera  que 
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et  Ton  substituera ,  au  lieu  de  JiT.^, ,  le  second  membre  de  cette  équa« 
tion^  qui  forme  une  série  convergente,  puisque  les  termes  X^^  X^y 
X^y  etc.,  sont  supposés  tendre  vers  Tégalité. 
En  prenant  07  =  0,  il  vient 

JÏT,  =  j^,      X»  =  By      X^  =  Cy      etc.  j 

si  Ton  représente  par  D\  Wy  etc.,  ce  que  deviennent  dans  la  même 
bypothèse  les.  séries 

d{X,4-^.+X3  +  etc.)         d'(x;  +  A^>  +  X3  +  etc.}  . 
di ^           d^                 *      ^^^'^ 

que  l'on  écrive  S^  au  lieu  de  àS*,  àS^,.^  au  lieu  de  «9»,  et  qu'on  pose 
ensuite  S^  =:  o,  lorsque  0:=  o ,  afin  de  faire  partir  la  formule  de  a>=  o  , 
on  aura 

.S.=  {^  +  (5— ^+(C  — 5)  +  (Z>— C)+etc.}âi 
— — •  —--5  —  etc. 

n  est  visible  que  l'on  peut  changer  a»  en  x  dans  cette  dernière  expres- 
sion, qui,  devenant  par  là 

.S,=  {^4.(5— ^)+(C— 5)  +  (Z>~C)  +  etc.}a: 

Ux        D'cd"        Ifs? 
— 5  —  etc. , 

1  1.2  1.2.3  ' 


donnera 


\A^iB^A)  +  {C^B)-i-(D^C)+  etc. 


»  ï  i.a  ' 


_/?'/_  ii£  _  etc. , 
_  i?'/'  —  etc. , 


dr»  ~ 

dx^  —         . 
etc. 

1019.  La  méthode  précédente  s'étend  an  cas  où  les  différences  d'un 
ordre  quelconque  des  termes  de  la  série  j4 y  B yC  y  i>,. . .  .Xy  tendent 
sans  cesse  vers  l'égalité;  et  l'application  que  nous  allons  en  faire,  au 
cas  où  les  différences  premières  de  X  deviennent  constantes,  suffira 
pour  montrer  comment  on  doit  se  conduire   dans  tous  les  autres. 

Désignons  trois  sommes  successives  par    aS*.  ,        S^^^ ,        «S'.^.»  ; 
lears  différences  premières  seront  X^^^y       X^^^y 

leur  différence  seconde  sera  donc  JT.^..  —  Jf»4.i> 
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et  Ton  aura;  par  la  formule  du  n""  88a ^ 

S.^.  =  ^.  +  «X.^.  +  -^^  (X.^.  -  X.^0  ; 

mettant  dans  cette  équation^  au  lieu  de  S^^m  et  de  «^.>  leurs  dévelop- 
pemens  respectifs^  on  obtiendra  la  suivante  : 

d'où  l'on  tirera  "^ 

Les  quantités  X,^^  et  JT.^.  —  X.^,  étant  équivalentes  aux  séries 
^.  4-  C^.—^.)  +  (^3-^0  4-  etc. , 

(jr.-x.)  +  (x,-2;r.+jr.)  +  (x,-aX,+jr.)  +  etc. , 

•n  pourra  donner  à  l'expression  de  •$*«  cette  forme  : 

5.  =5  +  (X,—X,^,)  4-(X.— X.^.)  +  (jT,— ^.^,)+  etc. 

+  ^^{(^.~^0+(-^»-2Ar.4-^.>KJr,-aXH.X.>felc.}î 


et  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  û»^  on  en  déduira  ^ 
de  même   que  ci-dessus ,  les  coefiiciens  différentiels  de  la  fonction  S. 

Le  théorème  de  Taylor  fournit  encore  ici  le  moyen  de  chasser  X^^^  ^ 
Xm^9  etc. ,  en  substituant  à  ces  quantités  les  séries 

^'  ^   dx  1  ^   dx«   i.a  ^    dar»  TTO  ^  *''^*  » 

^*  ^  dx  I  ^   dx«  i.a  ^^    dx»  ITO  ^  "'^'  » 
etc. , 

et  on  aura  ensuite 
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5.  ^S+  û)  { JT.  +  (X^-XO  4-  (X,-;r.)  +  etc.} 

_     î  d  (a:,  +  X>  +  X3  +  etc.} 
i  âx 

-;;;_  à^{X,  +  X^  +  X3  +  etc.) 

i .  a  dx* 

_    "â>^  d^lX.  +  X,  +  X3  +  etc.) 
1.2.3  dx3 

"  —  etc. 

Si  les  termes  de  la  série  ^,  J9,  (7,  Z),..,jr,  tendent  à  s'évanouir, 
on  pourra  effacer  de  l'expression  précédente  les  séries  qui  multiplient  c» 

et  1!±LlIll^  dans  la  première  et  dans  la  seconde  ligne;  mais  on  ne  sup- 
primera que  la  seconde  seulement,  si  ce  sont  les  différences  premières 
qui  s'évanouissent,  et  dans  ce  cas  ou  retombera  sur  l'expression  com- 
plète du  numéro  précédent.  La  comparaison  de  cette  dernière,  avec 
celle  que  nous  venons  d'obtenir,  fera  voir  évidemment  comment  doit 
être  composée  la  valeur  de  Se,  pour  un  ordre  quelconque  de  différences 
constantes. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  si  l'on  change  S  en  S^^  Se,  en  S,^^ , 
comme  dans  le  numéro  précédent,  on  passera  de  S:^^^  à  iÇ^,  et  par 
suite  à  i^,,  en  écrivant  dans  les  deux  premières  lignes,  -^,  B,  Cy  /?,  etc., 
a  la  place  des  quantités  X,,  X^,  X^y  X^^  etc.,  et   /?',  />'',  Z>'",  etc., 

à  celle  des  coefficiens  différentiels  qui  multiplient  respectivement',  — , 

^-j^,  etc.  dans  les  suivantes. 

1020.  Ce  qui  précède  s'applique,  par  le  moyen  des  logarithmes,  aux 
fonctions  de  la  forme 

Sz:=:JBCD....Xi 
car  1  équation 

15'=:l^+li5  +  lC+lZ)....+  lZ, 
condait  à 

ij?.=i5+ix.-iji:.^,+i;r.-i;r.^.+ix,~ijr.^3  +  etc., 

en  supposant  que  les  logarithmes  IX,  ^X,^  IX^y  etc.,  tendent  à  s'éva- 
nooir;  et  repassant  aux  nombres,  il  vient 

r»    ^_^   ç    Xj  X»  X3  X^ 

^«4-,      ^^a,^      •^»4-3      ^»^i 

S.  22 
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II  est  visible  que  cette  hyf>othèse  répond  aa  cas  où  les  valeurs   X,  y 

X^y  etc.,  tendent  vers  l'unité. 

Dans  le  cas  où  les  valeurs  JT,,  JT,,  etc.,  tendraient  vers  Fégalité, 
ce  seraient  les  différences  premières  des  logarithmes  qui  tendraient 
à  s'évanouir;  il  faudrait  alors  ajouter  à  l'expression  précédente  de  \S^y 
]a  série 

«{1X.+(1^*— 1^0+(l^s— 1>*^0  +  (1^4— 1^3)  +  clc.}, 
qui  revient  à 

et  donnerait,  en  passant  aux  nombres,  le  produit  indéfini 

^.   X'   A»   X- 

jr:._*._2.-i.etc.; 
X"    X»    X» 

d'où  il  résulterait 

ç  —  çy     ^«''^''""^  x^x^  xixl"^    . 

Ou *J-A  ,^  .  — =T .  — -Tz .  — ^: .  etc. 

L  équation 

I5«=i5'+ijr.-.i;r.^,+ijr.— ijir«^.+ijir,_ijr«,.3+etc. 

se  transforme,  comme  celle  du  n*  1017 ,  par  le  moyen  des  coefficiens 
différentiels,  en  mettant  pour  l-ï«^,,  etc., les  séries 

*^*  +  -di"r  +  -d:?^T:ï  +  -d:?^rx3+  ^*^-> 

etc., 
€t  donne 

1*5.  — 15=—  -   d{i^, +  i;y;  +  i^3  +  etc,} 

1  dr 

—  —    <>'('^T  +  1^«  +  1X3  +  etc) 
i.a  dx* 

_      ^^     A^{\X,  4-  1X>  +  l;r3  +  etc.) 
i.a.3  dar* 

—  etc. , 

résultat  duquel  on  déduira  les  coefficiens  différentiels  de  i9^  en   ob- 
servant que 

dx  1  ~  di-  i.a  ^^  dx»  ïTâTS  ^  *  '^* 
Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  montrer  comment  on  peut  fiûre  par- 
tir de  «  =  0,  les  quanUtes  S,  X,,  X,,  etc.;  ce  qui  a  été  dit  à  cet 
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égard  dans  le  n^  1018,  suffit  pour  quelque  formule  que  ce  soit;  il 
ne  serait  pas  plus  difficile  de  donner  au  cas  qui  nous  occupe  toute 
Textension  de  celui  du  numéro  précédent  :  il  ne  nous  reste  donc  qu'à 
&ire  quelques  applications. 

loai.  Soit  5=5  i.:2.3.4*  •  • .  ^  =  [oc].  Dans  cet  exemple^  les  loga- 
rithmes des  facteurs  tendent  sans  cesse  a  devenir  égaux^  et  leurs  diffé- 
rences premières  à  s'évanouir;  car  on  a 

IC«  +  i)-l»=l(i4-i)  =  ^-^-.4-etc., 

équation  dont  le  second  membre  tend  sans  cesse  vers  o  ^  à  mesure 
que  n  augmente  :  il  faudra  pour  cette  raison  ajouter  au  développement 
de  IScf — \S y  rapporté  plus  haut,  la  série 

ai{ljr,  +  (lX.~lT.)  +  (IX,— 1X0  +  (IX^-IX,)  +elc.}  (1020). 

Substituant,  au  lieu  de  l-ST,,  dlJT, ,  d^lX,,  etc.,  leurs  valeurs  l(a:-f-ï), 

do;  dx»  ,  , 

S^3  —  (ï+iy.>  «*<^-^  on  trouvera 

15.-l^=+.,{l(x+i)+l|^  +1|^  +1J±^^  +etc.} 

+  etc. , 
résultat  dans  lequel  on  pourra,  si  l'on  veut,  convertir  en  séries  leê 
quandlés  lî±2,l^,  etc. 

Si  Ponfaita:=o,  ce  qui  donnera  àS'=[o]=  i  (982),    et    qu'on 
change  ensuite  cà  en  a:,  on  aura 

15.=l[4=:  +  x{l24.l|  +  l|4-l|  +  eic.} 

+  f{^+i+ 3^+ ?  +  '*'•} 

-ï{i  +  i+3^  +  i.  +  etc.}   '         .' 
4- etc. 
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Les  deux  séries  qui  multiplient  la  première  puissance  de  x,  n'ont 
chacune  pour  limite  que  Tinfini^  mais  leur  différence  a  une  valeur  finie. 
La  première^  poussée  jusqu'au  n'""  terme  ^  se  réduit  à  1(/H*i);  et  quant 
à  la  seconde  9  on  a  ^  par  le  n"*  1002^ 

souslrayanl  le  dernier  membre  de  cette  équation ^  de  1(«+ 1),  on  aura 
pour  la  différence  des  séries  proposées , 


]u^j\^ln^C  —  -  +  ^  —  etc.. 


quantité   dont  la  limite   est  —Cy  en   supposant  «infini;  or :. 

C=  0,5772156649015528  (looo)  :  il  viendra  donc 

1  [a:]  =  —  a:.  0,57721 56649015528 

-TO+i  +  i  +  l +  ***'•) 

—.etc.; 
d'où  Ton  tirera 

dl  [x]  =  &^  =  —  dar. 0,5772156649015328 
M 

+    ^da:(i+i  +  ^  +  i4-elc.) 

—  jc'dr  (i  + 1  + 1  +  1  +  etc.) 

4-^dar(i+i+^,  +  ^4  +  «»c.) 

—  etc. 

Toutes  les  séries  de  cette  équation  peuvent  se  réunir  en  une  seule  > 
si  l'on  observe  que 

X  —  o^*  +  jc^  —  ^  +  etc.  =  ■        , 
etc.; 
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et  il  viendra  ensuite 

u 

J^  =  —  d^. 0,5773156649015328  , 

1032.  Poavant  îiasi  trouver  ce  que  devient  la  fonction  Sy  lorsque 
X  se  change  en  ;r-f*^>  on  obtiendra  sans  peine  la  vraie  valeur  des 
expressions  composées  de  ces  fonctions,  et  qui  se  présentent  sous  la 
forme  de  f  :  telle  est 


x(x— 1)  (oc— i)(ax— 0* 

u'on  y  fait  a:=i. 

Si  Ton  pose  i4--H-5 +  "=='S^>  qu'on  fasse  suhir  à  la  troi- 
sième expression  de  S^^  rapportée  sur  la  page  i65,  le  changement  d'in- 
dice et  d'origine,  indiqué  sur  la  page  167 ,  et  qu  on  écrive  ensuite  S 
pour  Ss^  on  aura 

—  *'(ï  +  i  +  p  +  ^H-  e*c.) 

—  etc. , 

ce  qu'il  est  £icile  de  convertir  en 

1  1  1  1  t 

"^  1  +x        a+x        3  +  0?        4  +  ^  '* 

-  '  ^"  Ï(T+^)  "*"  3cî+^  "*"  4C3  +  ^)  ^  ^^^' 

La  substitution  de  i  +  ^,  à  la  place  de  x,  dans  ce  dernier  résultat^ 
donuera 

•^-=^  +  5(5^^  +  3(3^^ 
ou 

5.  =s  I  -i-;  /?,«  +  A«*  +  D^co^  H-  etc., 
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en  développant  par  rapport  aux  puissances  de  (»;  par  ces  opérations^  la 

fonction  proposée  deviendra 

1  +  D,» + D^éf^  -f-  D^m^  +  etc.  1 

^  (1  +a^)(i  +  Ot^  +  /:>X  +  ^3^^  +  etc.)  —  (f +^ ) 

-*(»  +  •)(!  +»**). 

A<^  +  Pa<>*  +  etc.  4-  •>  4-  fl#(D,<>  +  PX  +  etc.)  ^ 

~      .  <i+-')(H-a*')  ' 

divisant  enfin  les  deux  termes  de  cette  fraction  par  cû  ,  et  supposant  en- 
suite 0^=0^  on  aura  Z'i+i  pour  la  vraie  valeur  de  la  fonction  pro- 
posée^ dans  le  cas  où  a:  2=  i  ;  or  il  est  facile  de  voir  que  ••••••• 

2?i  =  ^-1-^  +  2;+  etc. ,  et  que  par  conséquent 

Z),  +  I  =  I  +  1  +  1  +  i  +  etc.  =  ^  (ioo5). 

I025.  Venons  maintenant  à  quelques  exemples  d'interpolation  :  soit 
la  suite 


1    I l .         ^  , i 


En  désignant  par  S  le  terme  général  de  cette  suite ,  on  aura 

et  comme  les  parties  qui  le  composent  tendent  à  s^évanouir,  on  trou- 
vera, par  le  n"  1017, 

X  »  Y       > 


o+irx     *  '*•-*•'  ""      a+^rx+Ai»     * 


y   ? V 


1 


etc., 


a+b+bx  ^  -'■^'^-+»  -"  a+b+bx+bi  > 

5,=5'4-    ^q:j^    +    ^q::gqp^    +    i+S+î^    4- etc. 

ou  bien 


1  1 1 

a+bx+ba        a-^b+bx+bm        a+2b+bx+bm  **  ®^^*  > 
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—  etc., 

en  employant  la  valeur  de  S^y  exprimëe  par  les  coeffîciens  difiëreotiels. 
Appliquons  ces  formules  à  la  série 

',       i+î,       ï+i+i,       i+i+ïH-ï,      etc.; 
noDS  aurons 

«=1,      bsssi,     \Ss=:i-f.i4-g....-fl, 


i+a:+«        fl-f-x+i»        3-|-x4"*'        4+^  +  ^ 


—  etc. 


n  e8t  ëyidenty  par  la  forme  de  la  série ,  que  si  T  désigne  le  terme 
qui  répood  à  Tindice  fractionnaire  ûû,  les  termes  7\^  T^^  etc.^  corres- 
pondons aux  indices  i+^>  2+â>^  etc.^  seront 

or,  en  Êdsant  xzsio,  dans  i$«,  on  aura  S:ssOf  et 

i+.         a^..        ST«        4-|-«  ""5  + •""  ***'•> 

et  l'expression  de  5!.,  rapportée  au  commencement  de  cette  page,  de- 
viendra, par  les  mêmes  hypothèses  , 

—  etc. 
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Lorsque  âisr?,  il  yieot^  par  la  première  de  ces  valeurs  de  Ty 

et  comme 
12  =  1(14.,)=    I  -i  +  i-iH-i-iH-^-ï  +  elC'> 

il  est  visible  que  7=2  —  2I2;   on  a  donc  dans  ce  cas  T  sous  une 
forme  finie  ^  de  laquelle  il  résulte  qu'aux  indices 

répondent  les  termes 

a  —  2\2y    2  +  f  — 2I2,    a  +  f+|  — ala,    etc. 
Pjrenpns  pour  second  exemple  la  série 

nous  aurons  Xz=z  -^j ,    ^.  =     »  '    — ;  et  en  faisant  x=^o ,  il  viendra  j 
pour  le  terme  correspondant  à  Tindice  où  y 

1111. 

—  etc. 


(!+-)•       (2+-)-        (3+*)»       (4+*)- 
Si  Ton  prend  û)  =  x,  on  trouvera 

ce  qui  revient  à 

i-~      Va»      3^'^4ï^~5»"*"6'«'77»"*"8«~9^  -r^ï<^-;; 
et  si  Ton  représente  par  ^  la  série 

1  —  1-4-1  — i^--.-i-4--  — -4.  elc 
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«a  obtiendra  iSj^ssat*— a».r/,  d'où  roncooclura^  pour  les  indices 

if  l>  î,  etc., 

les  termes 

a-— a-^,    a«+g  — 2-^,    ^-4- |^  + g^  — a-^,    etc. 
%oa4*  Occupons^nons  encore  de  quelques  séries  de  la  forme 
\'         J,      AB^      AfiC^      ABCD^      etc., 
«t  prenons  pour  premier  cas  particulier  la  suivante  : 

s  dcTenant  i,  quand  xz=zo  (982) ,  npus  aurons,  par  le  n*  1020, 

*^»  ~  6(a+ci»)  •  (fc+c)(a-fc+c#)  "  (b+txc)  (a+ac+cm)  '  ^^'^^  ^ 

en  supposant  que  les  logarithmes  des  facteurs  tendent  k  s^ëyanouir,  ef 
en  Élisant  orsso,  dans  X^y  X^,  X^,  etc.,  et  dans^^-^i,  X^t^.»,  etc< 

Si  Ton  prend  0=1 ,  5=  3  ,  c=r  a ,  on  aura  la  série 

1         1.3         1.5.5         1.5.5.7         i.5.5.7>9 

i'       M'       MTS'       a.4.6.8^       a.4.e.8.io^       ^^^'^ 

pour  laquelle  on  trouvera 

c  —  i(a+ai>)  ^(4+3i»)     S(e±ùM)    7(%+ùm)  ^ 

et  les  termes  qui  ^pondent  aux  iudices  û»-Hf,  oà+2,  etc.;  seront 
nécessairevient 

c       t  +  fim  ç  . 


r.        ^^  i-Hg<>     S  +  gy     5  +  a#  ç  ^ 
'^•^  —  ST+lï  •  4+â;  •  6  +a#  '^•» 


etc. , 
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SoU  ât'ssf; 'il- viendra 

ç    __  1.3    3.5     5.7    7.9      9. II      .     , 
résolut  qui  $•  diange  en  -^  d'après*  l'expression 


6.6    8.8     10.10 


î  — £:£    44    ::ir    nr    aie 

a        1.3     3.5     5.7     7.9       9.11  ' 

obtenue  dans  le  n*  g8g  ;  on  aura  donc  pour  les  indices 
les  termes 

Proposons-nous  encore  la  série'  ' 

fl,-  fl(a-4-*)y    a(a+A)(fl-|-aA),-..a(a4-i).*.,[j+(a:— i)A],    etc.; 

dans  laquelle  ce  sont  les  différences  des  logarithmes  qui  tendent  à  s'éva* 
nouir;  la  seconde  formule  du  n*  10269  nous  donnera  pour  ce  cas^ 

d*où  nous  conclurons  ensuite 

etc. 
Soit  pour  exemple  ^assri^issi^ou 

et  £uisons  c»=:^;  nous  obtiendrons 

ç  —  »^      ï*a'    2«3^     3»4»     4«5«  ^ 

passant  aux  qoarrés  ^  nous  amons 

^A  ^-^  -.  

3.3  •  O  •  7-7  *  9-9 


ç.    __  a.4    4:6    6J    8mo 
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En  rapprocliàtit  cette  expression  de  celle  de  -,  on  verra  que 5*^^5=5  ^^ 
d'où  on  conclura  qu'aux  indices 

répondent  les  termes 

j/^         3  j/^         hl\^         3.5.7  V^        ^^    . 
a    ^        a    a    ^       a. a    a     *        a. a. a    a    '  *  * 

te  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n*  989. 

X025.  Le  calcul  direct  et  inverse  des  différences  s'applique  utilement    Fomnict 
à  l'évaluation  numérique  des  intégrales  définies  aox  différentielles^  ou,  P**'**'  ^^^^^ 
ce  qui  est  la  même  chose,  à  la  quadrature  des  courbes;  et  il  en  résulte  prochleT  d» 
les  formules  annoncées  à  la  fin  du  n'^476,  parmi  lesquelles  se  trouvé  >';'«V*ï«  •«« 
celle  qui  a  été  obtenue  dans  le  n"*  967.  La  première  idée  <|ui  se  pré- 
sente sur  ce  sujet,  est  de  substituer  à  la  çourbeoroposée  uile  courfbis 
parabolique  passant  par  un  nombre  plus  on  moiflKonsidérable  de  points 
de  la  première  ,  et  déterminée  par  les  formules  du  n*  898. 

En  prenant  d'abord  la  seconde  formule ,  plus  commode  que  la  pre* 
mière  pour  l'intégration,  on  trouve 

résultat  où  les  coefficiens  a,  j8,  3., >,  ne  dépendent  que  des  va- 
leurs successives  de  u^y  et  peuvent  s'exprimer  par  les  différences,  e|i 
comparant  ensemble  les  deux  valeurs  de  cette  fonction ,  rapportées  dans 
le  numéro  cité,  après  avoir,  dans  la  première,  développé  les  facto- 
rielles  suivant  les  puissances  de  x. 

Si  l'on  désigne  par  uim"   la  somme  des  produits  des  nombres  —  1 , 
—  a ,  — .3-, ....  —  (n —  i),  combinés  mk  m  (986),  on  aura 

et  avec  cette  notation ,  on  trouvera 

a  AV    .    ^!'^A%   ,    jéS*u  .     ^.^'^A'B   , 

*"=  TTS  "*■  T^^  "+■  riTM"**"^  1.3.1..".»» 


Digitized  by 


Google 


i8»  CHAP.  IL  CALCUL  INVERSE 

y^  TO  "*"  775:3:4"  ••'♦' TÏXTTT 

xo:a6.  Comme  c'est  presque  tou)0«r9  du  décrôîssement  des  dîRerence» 
Auj  A*Uy  elc.^  que  la  formule  ci-dessus  tire  sa  convergence  ^  il  est  plus^ 
simple  de  l'ordonner  suivant  ces  quantités ^  que  suivant  les  puissances 
de  la  variable  x,  ce  que  Von  peut  faire  aisémen^t,  au  moyen  des  équi^ 
tions  précédentes  y  ou  bien  eu  mettaat  d'abord  la  première  expression» 
de  u^  sous  la  forme 


4*où  r<m  cendut 


.3 


•'  '^       i    ^a    ï^l3^      a     /i.a^U^        3^      ^      a      jTX3 

•4-  co;i^^  ,, 
expression  dont  la  loi  eslbien  évidente.. 


C*)  Oh  pourrait  obtenir  aussi  des  relations  entre  les  coefficiens  «>  iS>«»..9^.  et  lès^ 
Bombxes  A'^.q'  (^gi^)\  car  en  prenant  les  différences  successives  de 

s«  =  u  4-  «3?  4-  to*.. .  ....  +  f^^  +  raf,, 

tt  faisant  ensuite*  x  =  o ^.  il  viendra:  * 

Au       =  mA\a+  /JA.o*....+  i«A.o»-«  -ft  fA.o*,, 
^•u      =t  #A*.o^ 4.  /iA*.o»^'+  »A».o»;, 


A«-'tt  =     . /(fA»-».o»*-*  +  »A»-«.0*, 

A»u      =      ..- ....  fû».0», 

d\ni  Ton  tirera  aisément  les  valeurs  des  cpeJEcieni  #>  jl  «  f$ ,  9^  en  commeu^ 

jguit  par*  le  demiet.;  - 
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Il  reste  maintenanl  à  considérer  les  limites  entre  lesquelles  doit  être 
prise  rintëgrale  précédente.  L'expression  de  u^  que  nous  venons  d'em-* 
ployer  9  suppose  que  ses  valeurs  successives  sont  équidistantes,  et  que^ 
la  différence  de  x  est  égale  à  Tunité.  Cette  dernière  condition  peut 
toujours  être  remplie;  car  si  la  différence  de  x  était  h ,  il  suffirait  de 
prendre  ce  nombre  pour  l'unité  de  tous  les  autres.  Gela  posé^  la  courbe 
dont  Tordonnée  est  u,  étant  assujétie  a  passer  par  ti+i  points  de  la 
courbe  proposée^  on  peut  prendre  l'intégrale  indiquée  ci-dessus^  de- 
puis a:=o  jusqu'à  ^  =  7t.  On  voit  d'abord  que  la  constante  estnnlle  et 
qu'il  suffit  de  changer  x  en  n  pour  avoir  l'iûtégrate  complète. 

]037.  Si-  l'on  faisait^  pAr  exemple^  izsss^^  on  aurailf 

«^  «     K  +  JP   —   +  X(X^X)  —, 

iriserait  lordonnée  d'une  parabole  QR^Jîg.  2^  passant  par  trois  points  FlG.a. 
de  la  courbe  proposée  DEj  eifu^dxy  Vaire  du  segment  de  cette  pa^ 
vabole,  compris^  entre  la  première  ordonnée  PM  et  la  troisième  P^M^. 
En  général,  cette  parabole  QR  sera  alternativement  intérieure  et  ex- 
térieure à  la  courbe  proposée',  ou  vice  versa;  en*  sorte  que  l'aire  de  son 
segment  différera,  dans  une  partie  par  défaut,  et  dans  l'autre  par  excès, 
de  Faire  du  segment  correspondant  dé  la  courbe  proposée  DÉ  ;  et  alors 
û  pourra  s'opérer  dans  le  résultat  total,  une  compensation  plus  oti  moins 
approchée  entre  ces  diflérences. 

La  formule  précédente  devient  plus  symétrique,  quand  on  remplace 
les  différences  au  et  ù.^u  par  leurs  valeurs 

1^4— tt     et     i/^  — 2tt, +1^;: 

an  oBtiént ,  après  les  réductions  ,, 

/tt^do:  :^  I  (u  •+-  4».  +zr.); 

Si  Von  conçoit  dé  même  qu'il  passe  une  nouvelle  parabole  par  les 
points  i»f.,  Ms,  M^y  et  ainsi  de  suite,  et  que  l'on  réunisse  les  aires 
de  chacun  de  leurs  segmens,  on  pourra  embrasser  uhe  portion  aussi 
grande  que  l'on  Toudrà  de  la-  cbùrbe. proposée;  et  si  la  dernière  or- 
donnée est  représentée  par  u^^  m  étant  un  nombre  pair,,  op  aur»' 
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=  i(tt  +  tt.)  +|(«,4-ii^ +tt^^)^-|(a,+tt3 4.^^^^^ 

résultat  d^uoe  forme  assez  élégante^  et  qui  y  ne  comprenant  que  des  lignes 
qu'on  peut  mesurer  sur  la  figure  ^  n'eiûge  pas  que  l'on  connaisse  Téqua*^ 
tion  de  la  courbe  DE. 

On  construirait  aisément  des  formules  où  Ton  embrasserait  quatre  , 
cinq,  etc.  ordonnées;  mais  il  £iut  surtout  resserrer  les  intervalles 
de  ces  ordonnées^  afin  de  rapprocher  le  plus  qu'il  est  possible,  de  la 
courbe  proposée,  les  paraboles  que  l'on  emploie^  et  d éviter  par  ce 
FIG.  I.  moyen  les  serpentemens  indiqués  sur  la  figure  première  (8g8).  Pour 
cela  ,  on  doit  calculer  à  part  chaque  portion  comprise  entre  deux  points 
singuliers  ^  et  multiplier  davaniage  les  ordonnées  y  dans  ceUes  où  la 
variation  de  courbure  est  plus  considérable. 

loaS.  On  pourrait  aussi  ne  prendre  l'intégrale  yi^^dx  que  depuis  x  =s  o 
jusqu'à  xs=  I  :  alors  on  ne  calculerait  à  chaque  opération  partielle  9 
qu'un  segment,  soit  intérieur,  soit  extérieur  à  la  courbe  proposée , 
ce  qu'on  reconnaîtrait  facilement  par  la  comparaison  des  ordonnées 
intermédiaires  de  la  courbe  proposée  et  de  la  parabole  ;  et  l'on  pren- 
drait pour  une  portion  quelconque  de  la  première  courbe,  une  suite 
F1G.3.  de  segmens  PifP',  P'N'P',  etc.,  Jg.  5,  dont  la  base  serait  égale  a 
l'unité.  C'est  à  cela  que  revient  la  formule  donnée  par  M.  Laplace ,  dans 
le  tome  IV  de  la  Mécanique  céleste,  page  206. 

En  poussant  le  calcul  des  coefficiens  de  la  dernière  formule  du  n*  1026^ 
jusqu'à  nsszôy  et  faisant  jêtssi,  la  valeur  générale  de  /i^^^dr  devient 

•    2  la  '24  7^°  *"®  00400  ' 

pour  le  premier  segment;  si  l'on  y  ajoute  celles  deÈ  deuxième,  troi- 
sième, etc.  segmens,  qui  se  déduisent  de  la  précédente,  en  augmen- 
tant rindice  de  £^  de  i,  a,  elc*  unités,  on  aura^  pour  la  somme  de  n 
Begmens, 

+  ~  {Am   h-  Aw,    +  Aw. 4.  Att._»  } 

—  1^  i^'u  4-  A'«,  +  AX 4-  A*"»-.    (' 

f4-  etc. 
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et  sr  l'on  observe  que  ^ 

« 

Au  +  Au,  +  ^"« 4*  Au»_,  =s     «,—  u  (88i),'     » 

A*/î4-  A*u,4-  A*tt, +  A*tt,_,=  Am, — Au, 

et  ainsi  du  reste,  on  changera  la  soname  précédente  eil 
J«  +«.  -h  «. -h  «—I  +  ^  «» 

formale  assea  stmple^  mais  dans  laquelle  on  emploie  plus  de  n  ordon- 
nées,  puisque  Az/»  dépend  de  11.4.1  et  de  u^^;  A^//^^  de  u^^^y  u^^^^  u^y 
et  ainsi  de  suite. 

On  en  obtient  une  autre,  exempte  de  cet  inconvénient^  au  moyen 
de  la  formule  générale  du  n""  935,  de  laquelle^  en  faisant  rcs  i ,  =:3^ 
=  3>  etc.^  on  tire  des  yaleurs  de  Az/^.^  A^i^.^  ^^u^y  etc.^  qui^  mises 
dans  la  somme  précédente ,  donnent 

^  «  +  «,  -h  «• +  M.-.1  H-  ^  «^; 

-  ^(A^.,.  -  Ai*)-^(A-i.,«.4-A-i.)-^(A3«^3-A'«) 

Nous  ferons  observer  que  la  première  ligne  de  celte  formule  equir 
vaut  i  2«  +  i  («,—«)  (943). 

n  est  évident  que  toutes  les  formules  d'interpolation,  traitées  comme 
celles  du  n^  898  l'ont  été  ci-dessus,  peuvent  servir  à  calculer  les  va» 
leurs  des  intégrales,  que  la  difficulté  ne  consiste  qu'à  choisir  celles 
dont  les  variations  s'accordent  le  mieux  avec  la  marche  de  la  fonction 
à  intégrer,  et  qu'il  y  a  lieu  d'appliquer  à  ce  sujet  les  remarques  q^i  ont 
été  £iites  par  rapport  à  rinterpo||ttion.  C'est  aussi  à  ce  genre  de  formules 
qu'il  Êtut  rapporter  celles  qu'on  trouve  dans  les  tomes  YI ,  Yll  et  VIU 
des  Annales  de  Mathématiques  piires  et  appliquées. 

'^  ' 

xoa9.  On  tire  du  n*  967,  en  faisant /tsi  et  A  =  i, 

fuàx  zsi  { l(i  +  A)}-*»  5=  Sm  -^  Cvtt-H  C.Aw  +  C^^u  4-  elc.^ 
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^A9  ^%9  ^iy  6lc*)  étant  les  coefficiens  des  puissances  4e  A>  dans  le  àt^ 

9reIoppen(iei;it  de 

{A  — ^A*  +  iA5^iA*  +  elc.)--'; 

et  par  ce  moyen  l'intégrale  aux  différentielles  est  ramenée  à  une  in^ 
tégrale  aux  différences^  qui  s'obtient  en  prenant  la  somme  d*un  nombre 
donné  des  valeurs  successives  de  u. 

Si  y  dans,  la  première  formule  du  n"*  898,  on  change  u^  en  luj  on  en 
tirera  nn^e  expression  au  moyen  de  laquelle  on  chassera  Si/  de  la  va-»- 
leur  de  fuÀXi  et  ea  se  servant  de  ]a  notation  de  Yandermonde^  il 
viendra 

fuà;K  =  {C^  \ô]lœ^u  4-  (C.Hr  [o]  [œ])  Lu^{C,^  [^  M)  A*^ 

i+'(C4+  [oj  [x\)  A*«+  etc.  -j-  coijLsL^ 

^murle  remarquée  en  premier  lieu  par  Lorgna. 

ip?o.  Qn  construit  enôor^  des  formules  où  les  différentielles  sont 
/combinées  avec  les  sommes.  Il  s!en  présente  nne  de  ce  genre  ^  lorsque 
l'on  égale  .entre  e]les  la  deuxième  et  la  troisième  expression  de  Su  y  rap- 
portées dans  le  n""  ggS;  et  si  l'on  en  prend  les  lettres  j9  alternativement 
^vec  le  signe  +  et  le  si^ne  — -^  comnoie  qq  l'a  indiqué  dans  le  nr  looi^ 
jl  viendra 

fuàx 

/Çr^-a-M,.       iSx+iB,)&u        (££-i/?,)d^        iSj?  +  \B,)d^u 

"*"  TTÏÏ  3^  "*"  i.a.3.4  î^  +  ®^^- 

so5i.  Daos^  les  Exercices  de  Calcul  intégral  (page  3o8  du  premier 
^olome)^  M.  Legendre  a  donné  une  formule  où  il  fait  entrer  l'intégralo 

f  (jr)  étant  ici  ce  que  j'ai  représenté  par  u^  et  la  différence  de  la  variable  or 
demeurant  toujours  h.  Il  n'est  pas  difScile  de  voir  que  cela  revient  % 
prendre  les  ordonnées  au  milieu  de  rintervalle  des  abscisses 

Oy    hy    ah,    5A,    etc., 

^u  lieu  de  les  prendre  an  commencement.  Or  si,  dans  la  formula 

?tt  =  j/wdx  —  iii+-^'^A4:  etc.  (97a), 


=5 
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in  cliange  «  en  a?-}- ^  A,  et  qu'on  développe,  en  conséqnence,  par  le 
flie'orème  de  Taylor,  tous  les  termes  du  second  membre,  on  vçrra  ^ue 
le  terme  —  i«  doit  disparaître,  qu'on  pourra  poser 

et  par  conséqaenlt 

Pour  déterminer  les  coefficiens  et,  ^,  y,  etc. ,  de  cpUe  derrière  forw 
mv\tf  M.  Legendre  fait  aussi 

«=  e%    d'où  ?e-+-'  ^  /  V  =  V-'  =  -rjr^rj,  (gSS). 

jB  —1         a'  —a    • 

Au  mcgren  de  cts  valeurs,  re?[ppessîon  précédente  dey^dr  fournil  una 
équation  dont  tous  les  termes  sont  divisibles  par  e*,  ce  qui  donna 

â'où  l'on  conclut 

^nt — rn  =  ^  +  ***  +  i8&*-h>M  -I-  etc.> 

mais  par  le  développement  de  son  dénoipinateur|  le  premier  membris 
lie  cellp  dernière  équatioa  revieitt  à 


i 


*"*'a.3.a*"'"a.3.4.5.a<'*"a. 3.4.5. 6.7.a«  "*"  *'^''' 

l«  Mcond  pe  peut  dont  contenir  fut  de?  puissance»  paireiS  4e  h}  fA  en 
loi  dionnant  I9  form« 

>  — -^i^  4.  ^A4  ^  CM  rj^  Z)W,  --  etc., 
on  tronre  les  é<|8*lion9 


•.3. a' 


i«» 


■°  —  ïXr»  ■*  -^  a.l4.é.a^  » 

^~  aX?^,*"  a.5.4.5Tiî  ^^'  a.3.4.5.6,7.1?» 
>lc. 
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M.  Legendre  donne  aussi  des  expressions  immédiates  d$  CM  coeffi-^ 
cîens^  par  la  liniite  des  séries  de  la  fornae  i  +  ^  •+■  ^<?-î  noms  y  p«- 
TÎendrons  dans  la  smte,  en  cherchant  les  fbramiles  analogues^  pour  le» 
nombres  de  BernouUr. 

On  a  donc  y  d'après  ce  qui  précède,  la  formule 

fudx==hX{(x+ih)+J^^h--^£  ^h*  +  C^  h»  -  etc.; 

qu'il  faut  assujétir  aux  limites  de  l'intégrale  cherchée^  el  dans  laquelle 
M.  Legendre  conseille  de  prendre  h  assez  petit  pour  qu'on  puisse  né- 
gliger le  terme  affecté  de  h^  el  les  suivans^ 

Digression        loSs.  On  conualt  les  inconvéniens  de   l'élimination  successive  dfes 

îk^îi  ^daM^iel '^^^^"""^^    entre  plusieurs  équations  (i^ojez  le   Complém.  des  Élém. 

ét\wioi\i9i%c^  d'Algèbre).  Px)ur  les  éviter^  en  faisant  concourir  de  k  mjême  manière 

"^"*''  chacune  des  équations  proposées  à  la  formation  de  Téquatîon  finale , 

Bezouta  proposé  un  moyen  que  Ton  trouve  appliqué  dans  les  élémens , 

aux    équations  du   premier    degré  ^  et  qui    consiste  à  les  multiplier 

par  des  facteurs  indéterminés^  puis  à  les  ajouter  eMr'elles,  el  à  égaler 

à  zéro  les   quantités  qui  multiplient  les  inconnues  que  l'on  veui  faiff$ 

disparaître. 

Si  l'on  avait ^  par  exemple ^^  les  trois  équations 

^  ax^  4*  bj^  +  €xj  «4*  dx  -H  ç;^  -f*  y*  =^  o  ^ 

fl'x*+  iy»+  ^'^+  J'x-f.  e'j^f^z=L  o, 
a"x*+  *>•+  ^'xj+  d'x-^  ey+f'^  o, 

et  qu'on  les  multjpliât  respectivement  par  trois  polynômes  de  leur  de* 
gré,  savoir,  par 

Ax^  4-  i?^  -f,  €xy  ^  Dx  ^  Ey  ^  P, 
A'x^-^  By^  Oxf-^  D'x+  -E>4-  i^5 
jf'x*+  JBY^  .<^^+  />'a:4-  F'j+  F\ 

en  réunissant  les  produits,  qui  seraient  du  quatrième  degré,  et  en  lea 
ordonnant  par  rapport  à  jr  et  j<,  on  aurait  une  équation-somme ,  qui  con<* 
tiendrait  quinze  termes,  respectivement  affectés  de 

O^,  X^y  X%  Xy  X% 

X'jr,        xy,         XJ,         jr, 
X)%      j\ 
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mais  eomma  on  aurait  introdait  dixrhnit  coefficiens  iadëtermlnés,  on 
pourrait  égaler  à  zéro  les  coefficiefis  des  quatorze  termes  qui  contiennent 
jx  ei  jr,  et  ne  conserver  que  celai  qui  en  est  indépendant  on  qui  est 
piuJtîplié  par  j^  :  on  obtiendrait  ainsi  l'équation 

fl  est  facile  de  voir  que  les  coefficiens  -^,  B^...A\  B\.:..j4!\  B\  .  • . 
<e  détermineraient  par  des  équations  du  premier  degréj  mais  leur  nombre 
total  étant  18 ,  il  en  resterait  quatre  d'arbitraires. 

Pour  appliquer  cette  méthode  à  des  équations  plus  élevées ,  ou  qui 
jBoieut  en  plus  grand  nombre  y  il  feiut  avoir  préalablement  résolu  les  ques- 
tfoos  sniyaflles,  i*.  déterminer  quel  est  le  nombre  des  termes  que  doit  ren* 
fermer  un  polynôme  complet  .4fun  degré  quelconque  et  comprenant  un 
nombre  quelconque  d'inconnues  ;  a*^.  déterminer  parmi  ces  termes  le  nombre 
de  ceux  qui  contiennent,  telle  de  ces  inconnues  que  Vonvoudra,  et  le 
nombre  de  ceux  ou  elle  ri  entre  pas;  car  ce  n'est  que  d'après  la  solution 
de  ces  questions ,  qu'on  pourra  prévoir  à  quel  degré  doit  monter  Téqua- 
lion  finale,  choisir  en  conséquence  les  polynômes  qui  doivent  multiplier 
les  équations  proposées  y  et  s'assurer  qu'ils  contiendront  un  nombre  de 
coefficiens  indéterminés  suffisant  pour  qu'il  soit  permis  d'égaler  à  zéro 
tous  les  termes  dans  lesquels  entrent  les  inconnues  que  l'on  veut  éliminer. 

io33.  Occupons-nous  d'abord  de  la  première  question.  Lorsque  le 
pol/nome  ne  renferme  qu'\}ne  inconnue ,  il  est  visible  que  son  degré 
étant  désigné  par  m,  le  nombre  des  termes  qui  le  composent,  9'il  est 
complet,  sera  /n+i^  car  il  contiendra  les  termes 

fm  ym— 1  #m— $  ym^3  /  /«• 

w    y  w  •  v  •  •>  •  •  •  •*  y  », 

ê\  SX  l'on  rend  ces  termes  homogènes  par  l'introduction  d'une  nou- 
velle inconnue  Uy  on  aura^  précisément  tous  ceux  qui  composent  la 
puissance  m  du  binôme  t^^^Uy  dont  le  non^bre  est  encore  m+i.  Ré- 
ciproquement, si  Ton  fait  u  =  i  ,  on  reviendra  de  la  puissance  du  bi- 
nôme /-f-  24  au  polynôme  à  une  seule  inconnue;  on  passera  de  la  même 
manière,  de  (<+u+a:)^>  au  polynôme  compléta  deux  inconnues  te\  21, 
en  faisant  x  =  i  :  il  suffit  donc  de  trouver  le  nombre  des  termes  que  doit 
contenir  (^  4.  u  4*  a:)**.  Or,  en  mettant  cette  expression  sous  la  forme 
{(£-j-  «)H--jf}",  et  en  la  développant  seulement  par  rapport  à  Xy  on  ob- 
tient/ra-tri  termes  dont  l'expression  générale  sera  affectée  dfe  (^+«)"'^"«3:*. 
/Si  maintenant  on  développe  la  puissance  du  binôme  t-^Uy  elle  foup* 
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nira  m-^n-^  i  termes,  d'où  il  suit  que  le  nombre  total  de  ceux  du  poTy**' 
nome  proposé  sera  la  somme  de  la  quantité  /n— •/!+ 1 ,  prise  eu  faisant: 
varier  n  dispuis  o  jusqu'à  m^  c'est-à-dire  la  somme  de  la  série 

/w  +  r,        /7i,        m— i|        tn'^2^ i^ 

dont  le  ferme  général  est  [^-{-i],  et  qui  revient  à —  [m+a],  ou  à»r/ 

En  mettant  le  quadrînome  (^+«+^^+7')"  sous  la  forme.  ..«•  «- 
{(^  +  w-f-vr)+^}*,  et  en  le  développant  par  rapport  à^  seulement, 
on  trouvera  m  +  i  termes  dont  l'expression  générale  sera  affectée  de 
{t ^u^xy^y^ }  et  le  développement  de  la  puissance  dn  trinôme 

en  fournira^  d'après  ce  qui  précède ,  un  nombre  i2ll£iî22îîrif — î2 . 
La  somme  de  cette  expression,  prise  depuis  pzsiO  jusqu'à  pzssm^ 
c'est-à-dire  celle  de  — ['w+a],  donnera  le  nombre  des  fermes  con- 
tenus dans  le  développement  de  la  puissance  m  du  quadrinome,  ou  dans 
le  polynôme  complet  à  trois  inconnues  :  on  aura  donc ,  pour  ce  nonJ}re 

de..™,.,  ^  [»+5Î,  oa  Oî±I»l±^(S±L\ 

De  même,  puisque  ïe  terme  (f +  tt+ar-f-^)*~'a*  du  développemeiU 
de  {(<  +  «  +  a:+7)4-z}",  en  fournît  ('»-W+5)0»-9+a)(^^+O  ^  ^j 
que  la  somme  de  celte  expression ,  prise  depuis  ^=o  jusqu'à  ^=771^ 

revient  à  celle  de  — ^[/n-f-5],  on  aura- — ^^->  rm-f-AU  ou ^* 

i.a.3  »•      •      J  ^  i.a.3.4 

1  a  5  i^ —  >  pour  le  nombre  de  termes  du  develop-* 

pement  de  la  puissaiice  m  du  quintinome,  ou  celui  des  termes  du  po^^ 
Ijnome  complet  à  quatre  inconnues. 

En  général^  le  développement  delà  puissance  m  du  polynôme  formé 
ie  /d^  +  i  termes  t^u,  ^9 J'y  z,» .  • .  en  contiendra  un  nombre  exprimé  par 

"  '  i.a.3.. .  .fé  ^ 

et  ce  nombre  sera  aussi  celui  des  termes  du  polynôme  côniplet  du  degr^ 
w,  contenant  (4  inconnues.  Passons  maintenant  à  la  seconde  question* 
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\ùt4'  PiJnir  envisager  cette  question  dans  toute  son  étendue^  iious^ 
iVnoncerons  ainsi  :  Trouper  dans  un  pofynùme  complet  du  degré  ta,  et  ren^' 
fermant  un  nombre  quelconque  dineomnues  t,  u,  x,  y,  etc.,  combien^ 
il  f  a  de  termes  divisibles  par  !■;  combien,  outré  ceux-là^  il  y  en  a  de 
divisibles  par\)F  ;  combien,  outre  les  précédens  ,  iljr  en  a  de  divisibles 
-par  x*^  etc.,  en  supposant  d'ailleurs  lï  +  p+q-f-etc.  <îm. 

On  voit  aisément  que  si  Ton  rassemble  tous  les  termes  divisibres  par  ^, 
et  qu*on  supprime  ce  facteur ,  le  quotient  sera  ufn  polynôme  complet  du 
degré  7?i-— /i.  Si  Ton  avait,  par  exemple  ,  le  polynôme  complet  du  sixième 
degré  et  à  trois  inconnues  t^  u  el  x^  dont  les  termes  seraient 


t', 

t% 

éx. 

t*u% 

eux. 

^x; 

fu^. 

t'v^x. 

t^u^œ^y 

Vux'i 

ex^, 

/«>, 

tiâXf 

tu^àù^^ 

tU^X'y 

tUX*i 

tX^y 

»', 

t^Xy 

iâx% 

u'j?*. 

U*X*, 

UX^y 

'', 

<*«, 

t^Xy 

eu% 

Ûux, 

t^X^y 

ttà. 

tiè'Xt 

tu*x\ 

tux'. 

ïx*. 

«^, 

vfXf 

l^X*y 

«»x». 

UX*y 

^, 

<*, 

/*«, 

^X, 

^v. 

t*ux. 

èa*. 

«*, 

w'j?. 

u^x'y 

«^, 

^> 

'% 

«'«, 

ex. 

tu% 

tux. 

tà*y 

«•, 

tu. 

iXy 

«% 

ux. 

x\ 

»> 

«> 

X, 

x"" 


t^u\    i^u^x,   eux%  t^x^i 

iU^^  tU^Xy  tUX%        tX^y 

W%  U^Xy  UX\  X^y 


en  rëuniâsant  ceux  qui  peutent  être  divisés  par  ^^  savoir,  tous  ceux 
gui  sont  multipliés  par  des  puissances  de  t  supérieures  à  la  seconde  y 
et  en  effectuant  la  division ,  on  formerait  le  polynôme  du  troisième  de- 
gréj  dont  le  nombri»  des  termes  serait  par  conséquent 

En  général,  dans  le  polynôme  du  degré  m  à  /et  inconnues,  que  nous 
désignerons  ainsi  {t..  .^  fJLfy  le  nombre  des  termes  divisibles  par  ^  sera 
égal  au  nombre  d€S  termes  du  polynôme  (<•••>  A^)'"''%  au  à  ••^•».. 

[m »+iu5  [o^  •      .  .,     ^       ,         . 

Après  qu'on  aura  eâacé  du  polynôme  du  sixième  degré,  qui  nous 
sert  d  exemple ,  les  termes  divisibles  par  /^,  si  l'on  se  propose  de  trouver 
ceux  qui  sont  divisibles  par  u^^  il  faut  ^  du  nombre  de  ceux  qpi  l'étaient 
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Avant  rexclusion  des  termes  divisibles  par  ^%  retrancher  celai  ^es  termes 
divisibles  par  i^%  contenus  dans  le  polynôme  dont  fi  est  le  £aictear.com-# 
inun;  or,  les  termes  divisibles -par  u?  dans  le  polynôme  toéal,  sont  au 

nombre  de  ^^      ^^^"'"^^^'^'^^^  =  55,  et  celui  des  termes  divisibles  par  w*, 

/dans  le  polynôme  du  troisième  degré  formé  des  termes  divisibles  par  fi^ 
étant  le  même  que  celui  des  termes  du  polynôme  du  degré  3^ — a,  ou 
du  degré  i  ,  est  égal  à  4;  U  différence  55  —  4^  ^^  ^^y  ^^^^  donc  le 
pombre  des  termes  divisibles  par  u^y  après  Texclusion  de  ceux  qui  le 
^ont  par  fi. 

En  général,  C'^'-^/'+A*]  M  étant  le  nombre  des  termes  divisible^ 

par  ZIP  dans  le  polynôme  proposé,  et  {m-^w^p  +;*]  [oj ,  celui  des  mêmes 
itermes  dans  le  polynôme  du  degré  m — Uy  formé  des  termes  divisibles 

par  ^";  la  différence  [m — p+f^]  [o] — [m— n — P+m]  [o]  sera  le  nombre 
jdes  termes  divisibles  paru'',  après  l'exclusion  de  ceux  qui  le  sont  par  <■• 
Il  est  facile  de  voir  que  le  nombre  de  ceux  qui  le  sont  ensuite  par  jrt 
^'obtiendra,  en  retranchant  du  nombre  total  des  termes  de  celte  es- 
pèce contenus  dans  le  polynôme  complet,  le  nombre  de  ceux  que  ren- 
ferme le  polynôme  divisible  par  t%  et  le  nombre  de  ceux  qui  sont  ea 
outre  divisibles  par  if,  et  que  l'on  aura 

[m-^+|Lt5'oî— [m~;^-7+juî[ôJ— [m  [oj 

On  trouverait  de  la  piême  manière ,  que  le  nombre  des  ternies  divi- 
sibles ensuite  par^  est  égal  à  celui  des  termes  de  cette  espèce  qtie 
contient  le  polynôme  complet,  moins  le  nombre  de  ceux  que  contient 
le  polynôme  divisible  par  t%  moins  le  nombre  de  ceux  qui  sont  eu 
outre  divisibles  par  14F  et  moins  le  nombre  de  ceux  qui  sont  en  outrç 
divisibles  par  a^,  ce  qui  revient  à 

et  ainsi  de  suite. 

En  examinant  de  près  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir^  qi| 
reconnaît,  !•.  que 
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À,  marquant  que  la  quantité  m^ — p-ii^  varie  de  '•«n;  V.  que 

A^p  «  marquant  une  différence  du  second  ordre ^  dans  laquelle  la  quan-*' 
thé  m — 74"/*  varie  successivement  de  — p  et  de  — n;  et  d'après  ces 
considérations  y  on  voit  que  le  nombre  des  termes  divisibles  par  y 
après  Teichifiion  des  termes  divisibles  par   t",  i^^  jt^^  est  exprimé  par 

^\f.Mlo][ni^r+i/]y  A^f,.  marquant  que  la  quantité  m— /^-ju  varie 

successivement  de  — 7,  — ;?,  -^/i,  et  enfin  que  £i\  g,p.»[o]  [^  —  ^  H-;ij  » 
exprime  le  nombre  des  termes  divisibles  par  z',  après  l'exclusioa  des 
termes  divisibles  par  r,  w%  af,  j^. 

Quant  au  nombre  des  termes  restans  après  Texclusion  de  tous  ceuK     ' 
qu'on  vient  de  désigner ,  il  s'obtiendra  en  observant  que  le  nombre  d^ 
ceux  qui  restent  après  l'exclusion  des  termes  divisibles  par  t%  est 

et  si  Ton  en  retranche  ceux  qui  restent  divisibles  par  i^,  et  dont  le 
nombre  est  A,[o][m — p  +  H],  il  viendra 

A.[oî[m+/4—  àn[o][m^p  +  //.]  =  AVpfo]  [/w-f/^Jj 

retranchant  encore  de  ce  résultat  le  nombre  des  termes  divisibles  par 
iT*,  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sont  divisibles  par  t*  et  m^^  on  aura 


I, 


^\p[o]  [m+Z*]  —  A%,.[o]  [/n— f +A*]  =  A».,,,,[o]  [m^f^;}, 


pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exciusion  de  ceux  qui  sont 
divisibles  par  f,  vf,  X>f  et  on  arrivera  à 
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pour  le  nombre  des  termes  restans  après  Texclusion  de  cen:^  qpi  sont 

jdivisibles  par  /*,  uF,  ^yjfi  enfin  à 

pour  le  nombre  des  termes  restans  après  l'exclusion  de  ceux  qui  sotit 
ydiyisibles  par  r,  mp,  od^^  y^  a*. 

io35.  Maintenant  9  pour  procéder  à  1  élimination  entre  nn  nombre 
/quelconque  fjt,  d'équations  j  renfermant  un  pareil  nombre  d'inconnues  ejt 
Représentées  par 

(/•..)w)»*sc=o,    (f-^t/rt)»  =0,    (^...fey  =  o,     etc.; 

concevons  qu'on  multiplie  la  première  par  ui^  polynôme  complet^  coo^ 
tenant  aussi  les /a  inconnues^  mais  d*un  degré  indéterminé  m'^  et  désignons 

le  résultat  ou  \ équation-produit  par  (/• A*)""*""^  =  o;  les  autres  équ^a- 

tions  pourraient  donner  immédiatement  les  valeurs  de  i^%  of,  j^%  etc.  ^ 
considérées  comme  des  inconnues  au  premier  degré  ^  et  serviraient  p^^ 
conséquent  h  chasser  ces  quantités  de  l'équatiou-produit,  après  quoi  il 
»'y  resterait  plus  aucun  des  termes  divisibles  par  «%  a:',  j*,  etc.  Si 
donc  l'on  ne  veut  conserver  que  rinconnue /,  dans  l'équation-produit^ 
qui  deviendra  dans  ce  cas  l'équation  finale  résultante  de  Téllminatioi^ 
des  inconnues  Uy  x^  jr^  etc.^  il  faudra  faire  .évanouir  tous  le3  termes 
qui  en  demeurent  affectés  y  en  disposant  pour  cela  des  coeffîçiens  ia« 
troduits  par  Le  polynôme  multiplicateur. 

Pour  ne  pas  embarrasser  le  calcul  de  termes  inutiles,  il  convient  d'abord 
de  faire  disparaître  d^  polynôme  multiplicateur  tous  ceux  qui  sont  di** 
visibles  par  «■,  oc^y  jr^j  etc. ,  afin  de  connaître  ensuite  le  nombre  de  ceux 
qu'il  faudra  faire  évanouir  ;  et  le  nombre  des  termes  restans  après  cette 
opération  sera  exprimé  par 

C!,....ffl ["»'+/]  (1054), 

Puisque  iitti  désigne  le  nombre  des  inconnues  que  Ton  élimine.  Lef 
mêmes  substitutions  réduiront  Téquation-produit  à  un  nombre  de  terme^ 
parqué  par 

Si  donc  D  représente  le  degré  de  l'équation  finale  en  t^  le  nombre 
de  ses  termes  sera  2?  +  ï  ,  et  par  conséquent  le  nombre  4^  Peux  nui 
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resteroTit  affectés  des  inconnues  m,  ^>jr,  elc.  dans  rëqnalîon-produît, 
après  les  substitutions  que  nous  venons  d'indiquer^  aura  pour  ex-« 
pression 

tandis  que  le  nombre  des  coefilciens  indéterminés  introduits  par  le  po« 
JjQome  multiplicateur,  sera 

Parmi  ces  coefficiens,  il  en  doit  rester  un  qui  soit  arbitraire^  puisque 
rou  peut  toujours  réduire  à  Tunité  le  coefficient  de  Tun  des  termes  de 
lequation^produit;  d'après  ces  considérations,  oa  a,  pour  détermi*-* 
Bcr  m',  réquation 

qui  donne 

s=  [o]  A,,  ;. ,,  ^....[/»  4-  m'-f-^] , 

—A* 

en  passant  bors  de  la  caractéristique  A ,  le  facteur  constant  [o] ,  et  en 
réduisant  les  deux  termes  du  second  membre  à  un  seul.  Il  ne  reste 
plus  qu'à  développer  la  différence  indiquée ,  en  observant  que  les  va'« 
nations  de  la  quantité  m+77/+f^  sont  successivement  — -i7i,  — n. 

Pour  y  parvenir,  il  suffit  de  remarquer  que  la  fonction  [m-f*/7>^+/^], 
ëlafit  développée,  par  rapport  aux  puissances  de  m-^^m!^  sera  de 
la  forme 

ei  qae  l'ou  aura  par  conséquent 

A^[OT-fvn'4-A*]  ==  ffcw(m+i?i')«-'4-(/Mr--i)/n.^(w-f-/iî')'*""^f  •  •  .+-^'?»,-f--etc., 

A  V  •['H-'»'4-/*J  ==  lJi{lir^i)rm{m^my-'^^  -j-  etc.  ^ 

5.  *  a5 
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SubsUtttant  e^te  Jêkw  dans  ceHe  de  Z>>  ao  Mira  sanleaMat 


2)  =  mnpq* 


c^esl-à'-dîre  que  Ze  /^cgref  £Î^  l'équation  ^finale j  résultante  de  rélimifiatiort' 
dun  nombre  queteongue  d'équations  complètes  j  renfermant  un  pareil 
nombre  ^inconnues  et  de  degrés  qi^lconques^  est  égal  au  produit  des 
exposons  de  ces  équations.  Ce  théorème  imperCant,  ^montré  ponr  la 
première  fois  par  Bezoat^  à  peu  près  qoxnme  ci-desâas,  la  été  depuis 
dune  manière  plus  simple  et  pl«i$  élénMAUirej  pa^p  M.  Poisson  ;  ainsi 
^u'on  le  peut  Yok  dans  le  Comgl.  des.  Élérn.  £^lgj^u^. 


Digitized  by 


Google 


INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  AtTt  DIFFÉRENCES.  19S 

CHAPITRE  ra, 

Uê  Hnté^ration  des  équations  aux  âtff^ncûi^ 

loSSw  «f  jJ9Qtr*i^  BOUS  avons  suppose  que  la  différence  de  la  fonction  Des  tSqoaûoti* 
clierchée  était  donnée  eiqilicitement  par  les  variables  indépendantes;  nous  ^"dels^Tari»^ 
aHens  maintenant  nous  occuper  des  casoùj'on  a  seulement  nne  équa- blet  et  do  pre- 
lion  contenant  la  fonction  cherchée,  ses  différences,  les  variables  i^'-^^ai^ 
dépendantes  et  lencs  accroissemens.  Si  la  fonction  cherchée^  ne  dépend 
que  de  la  seule  Tariable  x^  dont  raccroîssement  soit  constant^  Téqua^ 
iton  proposée  sera  comprise  dans  la  formule  générale 

^i^/j\  Ar^  A%  elcO  =0-     , 

11  est  2i  propos  d'observer  que  Ton  peut  en  faire  disparaître  les  diffé^ 
renées  àjr^  ày,  etc.  ^  en  les  remplaçant  par  les  valeurs  consécutives  àejr, 
pmsquoa  a 

et  le  résultat  prendra  la  forme 

^(^>  y>^..  yt>  elcO  =  o, 
d'après  laquelle  on  voit  que  toute  équation  aux  différences  &it  connaître 
la  valeur  de  la  fonction  cherchée,  par  le  moyen  d'un  certain  nombre 
de  valeurs  antécédentes. 

Si  l'équation  était  du  premier  ordre,  par  exemple,  on  aurait  j^,; 
ytr  le  moyen  de  j^;  si  elle  était  du  second,  on  en  tirerait  ^«,  exprimé 
jpar  /,  et  par  j^,  et  ainsi  de  suite* 

U  est  facile  de  reconnaître  qu'une  équation  quelconque  aux  différences 
équivaut  k  nne  série,  dans  laquelle  on  obtient  chaque  terme  par  lo 
Hioyen  de  sa  relation  avec  ceux  qui  le  précédent  et  avec  l'indice  qui 
.  marque  le  rang  qu'il  occupe.  En  effet,  lorsqu'on  a,  par  exemple, •••* 
J^^  f(jc,  7,  J.)^  et  qu'on  représente  par  A,  l'accroissement  de  x,  on 
eu  déduit 
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et  Ton  forme  ainsi  la  série 

y>   r^7   1^3  Js,   ^4*    «le.; 

au  moyen  de  ses  deux  premiers  termes. 

Ce  cas  particulier  suflSt  pour  montrer  que  dans  la  série  déduite  Jfuruf 
équation  quelconque  aux  différences ,  il  jr  aura  toujours  autant  de  termes 
arbitraires  qiîilj  a  dunités  dans  V exposant  de  V ordre  de  cette  équation. 

1057.  On  peut  changer  toute  équation  aux  différences  en  une  équa-^ 
tion  différentielle  d'un  ordre  indéfini,  en  substituant^  au  lieu  de  Af  ^ 
A*/,  etc.  9  leurs  développemens  d  après  le  n*  qSo^  et  il  n'est  pas  moins^ 
évident  que  l'on  convertirait  aussi  toute  équation  différentielle  en  une 
équation  aux  différences  d'un  ordre  indéfini ^  en  remplaçant  les  coeffi*-- 
ciens  différentiels  parleurs  développemens  tirés  de  la  formule  du  n'',937* 

Il  ne  parait  pas  que  ces  transformations ,  qui  ont  l'inconvénient  d'in-* 
troduire  un  nombre  infini  de  termes,  puissent  être^  en  général,  fort 
utiles  pour  l'intégration  des  équations;  mais  elles  sont  très-propres  à 
faire  sentir  la  différence  qui  existe  entre  le  Calcul  différentiel  et  le  Cal* 
cùl  aux  différences.  Elles  prouvent  que  par  la  nature  de  ce  dernier  ^ 
les  différences  de  la  variable  indépendante  doivent  avoir  nécessairement 
une  valeur  déterminée;  car  si  l'on  avait  une  équation  entre  ar,^,  Ajc^ 
ùijy  A%  etc«,  dans  laquelle  Ao:  demeurât  indéterminé,  qu'on  la  déve- 
loppât suivant  les  puissances  de  Aor,  A^,  Ay,  etc.,  ce  qui  lui  donner 
rait  la  forme 

j^Ax  -+•  Sàjr  ) 

4-  ca^*  +  DAxàjr  4-  Eày+  FÀy  /  =  o , 

+  etc.^  ) 

on  y  pourrait  substituer,  au  lieu  ^e  A^*,  A^^  etc. ,  leurs  développe-^ 
mens;  et  comme  Ax  y  resterait  encore  indéterminé,  il  faudrait  que 
tes  coefiiciens  des  diverses  puissances  de  cet  aecroissemeiH  s'évanouissent 
d'eux-mêmes.  On  obtiendraft  ainsi ,  entre  les  variables x,^,  et  leurs  dif<-^ 
férentielle^ ,  un  nombre  infini  d'équations  qui  devraient  s'accorder  entre 
elles  pour  que  la  proposée  signifiât  quelque  chose  ;  et  dans  ce  cas  elle 
ne  serait  équivalente  qu'à  la  première  dç  ces  équatipns,  don4  les  autres 
deviendraient  les  différentielles  successives. 

En  ne  supposant  l'équation  aux  différences  que  du  premier  ordre,  ce 
qui  la  réduit  à 

jAx  +  Bàj  4-  CAx*  +  Z>AxA^  +  JEA^*  +  etc.  «Oy 
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et  prenant 

^-^  *=  S  T  ^^  dx*  775  ^  ï?  rO  ^  **^- » 
il  vient 

B^yLx  +  E^)àx^-h  etc. 


"''i.aaj^ 


5   d» 
-h 

(toù  Ton  tire 

et  si  ceCte  suite  d'éqoations  ne  peut  avoir  lieu,  la  proposée  ne  pourra 
se  vérifier  qu'en  assignant  à  Ax  une  valeur  particulière. 

io58r  Ces*  préliminaires  posés,  entrons  en  xnatière'  par  l'intégration 
de  Inéquation  générale  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ;  et  sup- 
posoQS  que,  l'actroissement  de  jc  étant  i ,  en  ait  Téquation 

A/  4-  i>  =  Q, 

analogue  à  Féquation  différentielle  que  nous^  avons  traitée  dans  le  n^^SCa  : 
no  procédé  semblable  à  celui  du  numéro  cité ,  Va  nous  conduire  à  son 
iQtégrale.  Faisons  ^  =  i/a ,  et  nous  aurons  Ajr  zs:iu/lz +  zàu '^  J!iu£iz  ^^ 
ce  qui  changera  Téquation  proposée  en 

et  eu  posant  séparément 

ZAW+  PuZZ±:Oy     ou      ùiU  -f-  jPttS=a,' 

3  restera,  uAz  «4*  AuAjz;  =  Qy  d'où  Ton  tirera 

u  -f-  Au  .  u  -f-  Att 

La  question  se  réduit  donc  à  intégrer  réqtialion  àu^Pa^sio-y   ddjir 
laquelle  ou  peut  séparer  les  variables,  en  lui  (Jpnnant  la  forme •.... 

^  =— P,  puisque  P  est  supposé  ne  contenir  que  x.  Prenons  us^e'y 
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il  en  résultera 

4'oii  nous  tirerons 

Mais  la  somme  des  logarithmes  de  la  fonction  i  — «  jP  répondant  an  ppo^ 
duil  continuel  des  valeurs  successives  que  reçoit  i  ^— i^,  entre  les  limiter 

X 

de  l'intégrale^  si  Ton  désigne  ce  prqduit  par  [i — Pg^i]  y  PP  aw^ 

d*où  Ton  conclura 

lie  sens  de  la  notation  que  tKws  venons  d'introduire  est  £(cile.k  saisâr, 
.d'après  celle  du  n*  981,  car  il  est  visible  que 

et  si  Forfait  attenliott  que  u-^  àu^sau^^on  gbti^adr» 
u+Ù^u^li-^pJi    et    ;5  =  2— ^, 
^e  q^i  donnera  enfin 

|a  constante  arbitraire  étant  coniprise  dans  Tinlégrale  indiquée; 

C'est  à  peu  près  ainsi* que  Lagrange,  qui  le  premier  fit  voir  l'analogie 
que  les  équations  ^u  premier  degré,  aux  différences ,  ont  avec  les  équar* 
lions  différentielles  du  même  degré,  a  intégré,  en  1761 ,  l'équation  traité^ 
ci-dessus;  il  applique  ensuite  son  résultat  à  Téquatioa 

r.  =  %  +  <?, 

qui  revient  9 

X^ùa^Bj  +  Q. 

En  comparant  celle  dernière  avec  àjr  +  Pfss;Q^  il  vient  jPs=i— jR^ 
i-^PsszR;  et  l'on  a^par  conséquent 
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Dans  le  développement  dii  produit  [i  — P,_,]f  nous  avonô  supposé^ 
pour  plus  de  simplicité ,  la  différence  de  je;  égale  a  Tunité;  ôq  pourrait 

conserver  la  naéme  expression,  en  concevant  qu^elle  répond  à • 

(i— .P,_fc)(i-t^P,^.k)(r— i*,^,*)  etc.,  lorsque  A^==À,  au  bien  traHs-?- 
former  Féquation  proposée  en  une  autre,  en  faisant  x=:ha:'yCe  qui* 
donnerait  Ax  =  A A'a:^  et  ûix'  =s  i . 

Lorsque  1^  coefficient  JR  e^  constant  ^  on  ^ 

s'il  en  est  de  mi^râeilie  Q.^  liotégralion  indiqttée  sWectûefi^cileaiént  :  en' 
oblient  ds^  ce  cast 


£a  général^  on  obtiendra  la  valeur  de  j^^  délivrée  da  signe  d  intégra-* 
tion,  tontes  les  fors  que  Q.  sera  une  fimetion  ratk^npelle  et  entière 
de  ce  (g|6o). 

T^Sg.  Dan#  les  recbercbes  cîtée$  ntiméro' précédent^  I«agrâàge  ap«» 
plique  aux  équations  du  prenrier  degré  et  d\in  ordre  quelconque  aux 
différences'^  la  méthode  que  d'Alembert  a  donnée  pour  lés  équations' 
difTérentielIes  dm  premier  degréyet  dominons  avons  faH:  connaître  Tes-' 
prit,  a*  6:23;  mais  il  est  revenu  sur  ce  sujet,  en  1775^  par  une  mé-^ 
diode  encore  plus  simple ^  qfie  nous  allons  faire  connaitre.  ' 

Représentons  par 

une  éqîKttion  d  un  ordre  quelconque  et  du  premier  degré ^  par  rapport 
à  la  fonction  j^i  on  prouve,  côniïme  dans  lé  n*  610,  que  son  inté^ 
gration  se  ramène  à  celle>  de 

et  Ton  obtient  la  valeur  complète  de  ;&,,  lorsqu'on  en  connaît  un  nombre  n* 
de  Taleurs  parliculièrés* 
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Cette  dernière  proposition  est  ëyideote  par  elle*même;  car  il  (est 
clair  que  si 

sont  des  fonctions  de  orqai  satisfassent  à  Tëquation  (B)y  Texpression 

.      z,  =  CV.  +  ^V',  +  CV,  +  etc. 

y  satisfera  pareillement  ;  et  qnand  le  nombre  de  ses  termes ,  supposés 
absolument  irréductibles  entre  eux,  sera  n^  elle  sera  l'intégrale  complète 
de  cette  équation^  puisqu'elle  renfermera  n  constantes  arbitraires^  Op 
C\  C\  elc. 

Gela  posé,. si  Ton  regarde  ces  constantes  comme  des  fonctions  de  x^ 
et  que  dans  celte  hypothèse  on  change  z«  en  j^,,  ou  que  Toa  fasse 

y,  a=  C^.  +  C"^".  H-  CV.  +  etc. , 
pn  en  déduira  d'abord 

rçsollat  qui  se  transforme  en 

jCB  mettant  ponr  C,^,,  C",^,,  etc.,  leurs  valeurs  C,  4-AC,, 
.C'.H-AC",,  etc.,  et  se  réduit  à 

j,^,  ;a  C.z'.^,  -+"  ^'^".*.  +  C'W.  +  etc., 
lorsqu'on  £dt 

de  même  que  si  les  quantités  C,,  C',»  ^"V»  etc.,  fussent  demeurées 
jponstantes.  En  faisant  de  nouveau  varier  a:,  on  obtiendra 

7-*+.  =  <?'.-.*'-+,  +  ^V,2".+.  +  C"'.^,z"',^.  +  etc.' 

4-  2U.ACV  +  A+.A(7".  +  z'".+,AC"'.  +  elc, 
résultat  que  l'on  réduira  à 

y,^,  =  C,z'.+.  4-  C"^".+.  4-  Cr'",3%,  4-  etc., 
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far  la  snppositioa  de.  ,:: 

-a',+.û^-  -H  A-mAC",  4.  t'^^AC",  4-  etc.  -as  o  (a). 

Faisant  varier  x  âne  troisième  fois  ,  on  aara 

y^  ='C^'^, -f  C"^'.+*  -4-  ^"'.»'".+,  +  etc.;" 

f 

en  posaiit 

zU^^C',  +  zVsÛ.C''.  +  z'^.^aACf^',  4;  etc.  ss  o  (5), 

«l  Von  continuera  ainsi  jusqu'aux  équations 

j,^i^  es  C'.zU.-i  +  CVU.-.  -4-  C'"^'^,^-v  ^-  etc., 

Hamtenant,  si  dans  la  Taleur  de  /«h-«^x  on  change  a:  en  x-^ip  on 
4]3QAyeni 

j^,^î  =  C^Wi  4-  CV,H-  +  C^"sz'"s^n  +  etc. 
+  2W-^^''+«'''4..^^'*+2V.AC'",+  elc.j- 

mcUant  dans  Téquation  (J)  les  valeurs  de  jr^ ,  J^x^-t,*  •  •  -ys^m^i^  /*h-Ci 
«n  observant  que^  par  l'hypothèse  et  d'après  Téquation  (B)^ 

:^\^    +  /'xa'U.-c    +  Q^V- +  Î7.2'',    =  o. 


z 


m 


*■♦■■ 


+  -P*a'",^.,  -H  <?.2V.-.----f-  P",2'".  w  o. 


etCe^ 
11  restera 


^'^ù^C,  +  «V.^C",  +  2'^^..AC^  4-  etc.  =  F,...7.....(n): 

Oa  conçoit  Êicilement  qu'avec  le  secours  des  équations  (i),  (2) , 
{3)9... .^.(n*-—!),  (n)^  on  déterminera  en  fonction  de  Xy  Les  diffé- 
xeaces  àC^y  AC",,  AC'^,,'  etc.,  ce  qui  réduira  la  recherche  des  quan- 
tilci  C'y  C'y  Q"y  etc.^à  l'intégration  des  fonctions  d'uxK»  seule  variable* 

1040.  Il  faut  à  présent  nous  occuper  de  l'équalioa 


l^orsqae  les  coefficiens  de  cette  équation  y  au  lieu  d'être  des  fonctions 
de  ^,  sont  des  constantes  ^  on  a:  seulement 

^^^i  +  -Rs#+ï-i  +  Q«»^-»  +  Bz^^^^. . .  •  4-  U»^  s=  o (C)y 

5.  a6 
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et  l'on  j  salisÊiit  en  posant  z^-ssim'y  d'où  îl  résulte 

puis  ... 

OT-  +  Pm^-^  +  Q/?»»-*  4-  JÎ/7I»-"'. . . . ...+  Î7=5=  o. . . .  •  • ..(/))  , 

équation  qui  sert  à  déterminer  m.  Si  donc  on  désigne  par  m\  ni\ 
m!" y  etc.,  les  racines  de  celle-ci,  on  aura  (loSg) 


%,  =  Cm!'  4-  C'W*  4-  <:?'''/»"''  +. 


Cette  expression  présente,  par  rapport  aux  quantités  m\  mP^  m^,  etc.,. 
les  mêmes  circonstances  que  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

d-z  +  Pdjcd—'z  -f-  Qdor'd'-^js  +  iîdxM«-»js. . .  .4-Z7zdjc"  s=o  (6o4). 

io4i'  D'abord  il  peut  arriver  que  Téquation  (Z7)  ait  des  racints  wê» 
.  ginaires.  Une  Couple  de  ces  racines,  étant  de  la  forme 

fournira,  dans  Texpreasion  de  Z:,  (to4o),  la  partie 

qae  Ton  ir»nsf(NmMra  facilement  en 

C'>'(cos«rx4-  \/^^sinJ'x)-j- C'y  (cos^x^  V^sinJ'jr) 
=s  E'cosJ'x  +  E'siaJ'x  , 

en  posant 

et  en  changeant  les  constantes  C  e\  C  j  comme  dans  le  n*^  €e^. 

Cet  exemple  est  suffisant  peur  montrer  que  Texpressiod  de  %;^  pourra 
toujours  être  mise  sous  une  forme  réelle  ;  tirant  donc  de  cette  forme 
les  n  valeurs  particulières,  de  %sy  eomme  dan&le  n'^Giâ,  on  parvie&dra 
sans  peine  à  Texpression  réelle  de^,. 

1042.  Si  l'équation  (Z>)  avait  des  racines  égales ,  Texprcssion  de  zl  ce*- 
aérait  d'êlre  complète;  et  il  faudrait  alors  recourir  à  des aitifiûes  d'aaa* 
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lyse,  semblables  à  ceux  que  nous  avons  employés  pour  Téquatioa  diffi- 
renlielle  (606)  ;  mais  nous  présenterons  celte  recherche  sous  un  point 
de  vue  un  peu  différent ,  en  la  ramisnant  à  une  détermination  particulière 
ies  coDSÉBnIes  arbitraires,  qui  peut  eneore  avoir  d'autres  applications. 

L'équation  (C)y  coosiderie  c«mme  exprimant  la  nature  d'ucie  série 
dont  un  terme  quAflcoaque  I  représenté  par  j;,^»,  dépend  des  iz  termes 
qui  le  précèdent  (io36)y  suppose  nécessairemeiii  que  les  a  premiers  tenues 
à^  cette  série  ^  désignés  par 

Mnt  arbitraires;  ^t  ce  sont  ces  termes  <{ue  nous  allons  introduire  à  la 
place  des  constantes  O^  C'\  C^\  etc.  Pour  cela  ^  nous  poserons  les  équa^ 
jUons 

%^  ^C  +  C"  4-  C'  4-  etc. 

%,  3S  Cni  H-  CV  +  t7'W  4-  etc. 

r.  =  C'/w'*  4.  CW  +  C'W*  +  etc. 

z,  =  Cni^  4.  i7W'»  4-  C'^'wi'^'^  +  «te. 

2..,  =  Cm'—'  4-  CW'— »  +  C'W'—*  4-  etc. 

dont  le  nomfbre  est  égal  à  celui  des  quanlttés  Cy  C\  C",  etc.,  qui 
n'y  montent  d'aîHeurs  qn^am  premier  degré;  et  en  prenant  successive- 
ment /ia=si^  ns:a^  nzs5,  etc.^  bous  obtiendrons  les  résultats  parti- 
culiers 


W, 


m  — m 


T"t 


jyf„ g»— (m'4  m^)g,  +  m'm'A, 

etc. 

La  loi  de  ces  césoltats  est  déjà  assee  évidente  pour  qu'on  puisse  les 
pousser  aussi  loin  qu'il  sera  nécessaire;  mais  on  peut  en  découvrira 
forme  générale  sans  recourir  à  findoction^  en  faisant  usage  du  procédé 
.d'élimination  doaaé  à  la  jSn  du  11*  6u, 
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En  effet ,  si  Ton  représente  par 

/— «  +  P'^—  4-  Q'i«-3 ^  t^f  j^  o  ^^. 

réqualion  dont  les  racines  sont  m^'y  m"*,  etc.  y  que  Ton  mnltiplier 
Favanl-dernière  des  équations  (E)  par  P\  la  précédente  par  Q',.  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  première^  qui  sera  nmltipliée  par  U\  et  qu'ont 
ajoute  les  produits  à  la  dernière^  on  aura 

+  C"(/7i"-*  +  PWr*  4-  Q'/n"— ^...4-  U^  f ,. 

4-  cic , •    ) 

où  toutes  les  lignes  du  second  membre,  excepté  la  première^  sont  néces^ 
sairement  nulles^  comme  n'offrant  que  les  résultats  de  là  substitution^ 
des  quantités  ni\  ni!'\  etc.^  à  la  place  de  t:  il  viendra  donc 

ce  qui  s'accorde  avec  les  valeurs  rapportées  pfus  Haut: 

On  trouverait  delà  même  manière  C\  C!"^  etc. ,  en  substituant  suc*-' 
cessivement  les  racines  ni\  wl"^  etc.,  à  la  place  de  ni^  et  en  formant 
Inéquation  t  avec  les  racines  ni  y  w!!\  ni^\  etc. ,.  i»',  ni^y  ni^^  etc. 
Nous  avons  déjà  fait  voir,  dans  le  numéro  cité,  que 

^/.-.  ^  PW--  4-  ÇW-' 4-  C^=  (m'— m")(m'— m''')  etc.. 

s=  wm'—  4-  (/i— i)/'/»'—  4*  (/i— a)Q/7i'-' 4-  r,, 

résultat  équivalent  à- 

d(m»4-  Pm«-'  +  Qm"-^. , .  .4>  Tm  4-  g)". 

pourvu  qu'âpres  la  difierentiàtibn  on  cKange  m  en  rri.  Pour  former  lès 
quantités  P\  Q',  -R',. . . .  CT^  il  faut  multiplier  l'équation 

«•-«  +  Z''/--*  4-  Ç'r-^ 4^  V'  s=  o ,. 

par  t-^niy  ce  qui  doit  la  rendre  identique  avec 

»,•  +  />/»«-*  4- <^w»-\..,-t^r/w 4-  XJ^Oy 
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Cn  diangeant  t  en  m;   et  on  anra ,   par  la  coinparaison  des  termes- 
semblables  , 

etc.  y 

d'où  l'on  tirera 

P'  s=  P  +  m\ 

Qf  ss  Q  -^  Pm!  ■+.  m'*, 

B^  =:  R  +  Qm'  -i-  Pin"  +  to'% 

S'  ^  S  ^  Bm'  -^  Qm'*  +  Pm'^  +  /»'*, 

etc. 

ro43.  Cela  posé,  en  observant  que 

m'-'  +i»W— '  +<?'m"^' . . .  .+U'  =(»i'—m"XiM'— /»'")(/»'— w"")....  / 
»"-.  +/>"„>"—  +Q"m"-». .  *  .-f«7"  =(«"■— ot')(ot"—ct"')K—/»"'0....  » 
«;'*--f.P"'/»'"-=*4-Q"W""-» . . .+ Ï7'"5=(w"'— to')(o»'"— w'OK^— f/»"").-, 
•ic. ,. 

on  peut  écrire  lès  dêax  premiers  ternies  dé  la  valeur  dez,  ainsi  qu'il  suit, 

im'—m')(m'—  m'*) . . . .  "* 

(m'— m")(m'— m")....  ** 

et  l'on  voit  qu'ils  se  réduisent  à  f  lorsque  înT^^sm". 
Les  trois  premiers -termes,  étant  écrits  de  cette  manière  , 

Çm-m^Cm.'— /n-)(ro"— m-)  \  (m'— m") f  » 

"^  ^     (wiv-m") ; 

deviennent  visiblement  | ,  lorsque  l'on  a  en  même  temps  ni:=s.ni'=inl'\ 
et  ainsi  de  suite,  à  mesure  que  le  nombre  des  racines  égales  augmente. 
Il  âut,  pour  trouver  alors  la  vraie  forme  de  l'intégrale,  recourir  à  li 
métbode  du  n*  147,  quand  il  n'y  a  que  deux  racines  égales,  et  à  celle 
du  n*  1 53,  lorsque  le  nombre  de  ces  racines  surpasse  deux.  L'usage  que 
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nous  avons  déjà  fait  4e  ces  méthodes^  daas  un  cas  absolaineat  aem^ 
blable  à  celui  qui  nous  occupe  (6i5)^  nous  dispense  d'entrer  dans  au- 
cun détail;  et  nous  nous  bornerons,  en  conséquence ,  à  donner  la  forme 
des  résultats.  Il  faudra  substituer  aux  deux  premiers  termes  de  la  valei^r 
de  z  la  quantité 

lorsque  m!  =  m";  aux  trois  premiers  ^  la  quantité 

lorsque  m'  =  /?/'  =  i»'",  et  ainsi  de  suite  :  dans  ces  expressions ,  p^,  é'^ 
^'",  etc.^  remplacent  les  constantes  arbitraires  C'^  C\  C'"y  etc. 

io44-  Nous  indiquerons  succinctement  ici  la  rpute  quHl  faut  suivre 
pour  déterminer  les  quantités  Oy  C\  C"y  etc.,  par  le  moyen  des  équa?* 
tions  (i),  (2),.  .•(;»— >i),  (n)y  du  n^  1059,  afin  de  parvenir  a  l'^itégral^ 
de  réquation  {A) y  dans  le  cas  où  les  coefficiens  P^  Q^  E,. .  .U^  soo( 
coustans,  et  F,  est  une  fonction  quelconque  de^.  Le»  équations  (f), 
(a). . . .(«— ^i),  (»),  deviennent  alors 

«'*+»     AC,  +  w'"-^»     AC",  H-m"'*^*     AC'',  +  etiî.  =s  o, 
7»'-^»     AC,  + /7i'''+*     AC", +  m'"'-^»     AC'^  +  etc.  =  0^ 

m'"^— 'AC,  +  /w"'-^— 'AC,  +  /»'''***-»  A<7''V  +  etc.  =  o, 

en  y  subsUtuaot  pour  z^s^i^  «'*^-»>-  •  •  -«'^h^o  etc.  , 

^''Vp  y"^%-  •  •  •w'"-^%  etc.  j 
ensuite^  si  l'on  fait 

on  arrivera  aux  équations 

^'  +  ^'+  ^'"-{-)elc.  =  o, 

/n'^'  +        /Ti'^^''  4-        rn'"J^"  +  etc.  =  o. 


w'-*^'  +  /n'^"-*^"  4-  /»'"«-^'"  4.  etc.  =  o, 
m'"-' A'  +  /?i"«-'^"  4-  m'"— '^'''  +  etc.  =  i  , 

traitées  dans  le  n*  611^  et  Ton  terminera  l'opération  comme  dans  le 
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If  104  f«  Si  parmi  les  valeurs  de  m  il  s'eQ  IrouYé  d'imaginaires  ou 
âVgales  entr'elles ,  00  aura  égard  k  cliaeoDe  de  ces  circonstances,  par  dés 
procédés  absolument  semblables  à  eeux  qui  sont  développés  dans  le 

1045.  L'on  n'a  fait  que  peu  de  tentatives  pour  intégrer  Téquation  ] 

dans  le  cas  où  les  coefEciens  P^,  Q,^.  «  .{7^,  sont  des  fonctions  de  or; 
c'est  M.  Laplace  qui,  dans  ce  genre,  a  porté  le, plus  loin  ses  recherches; 
et  afin  d'en  présenter  l'ensemble,  nous  commencerons  par  donner  la  mé- 
thode qu'il  emploie  pour  intégrer  l'équation  du  premier  degré  et  du 
premier  ordre. 
Soit  f,_^,  =»  P^jr^  +  Qsi  : 

on  tire  succesaivemenl  de  cette  équation  ) 

/,  = />3/i  H- Çs, 
etc.  f 

substituant  la  valeur  de  /,  dans  celle  de  /»,  puis  celte  dernière  dans 
celle  de  j$^  et  ainsi  de  suite  ^  il  viendra 

y^^P^P^y.  ^P^q.  +(?.,. 

y,  =  P.P.P.  jo       +  P.P.Q.      +  P.Q.       +  Ç. , 

y,  «=  P^P^P^P.y.  -h  P\P^.Q.  •+-  P,/>.<?.  +  PtQ.  +  (?„ 

et  en  général, 

y,  =  Ps^rpM^J'^^t..P.y.   +  P,^lP.^,...PrQ. 


expression  que,  diaprés  la  cotnreulion  faite  dans  le  n*  jo38,  l'on  peut 
encore  écrire  comme  il  suit  :■ 
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On  a,  dans  celle  formule^  la  valeur  dej,,  exprimée  par  le  moyen  de  j^.'^ 

>et  par  conséquenl  le  terme  général  de  la  série  correspondante  à  Téquatioa 

Si  Ton  représente ^o  par  nne  quantité  arbitraire  C ^  et  que  Ton  obsetTiB 
en  même  temps  que  Ja  série 

étant  mise  sous  la  forme 


iP.4  f-2^ 


<[^oj      [P,]       CP.3  [Px-âJ 

que  Ton  peut  vérifier  par  )e  développement  ou  par  les  analogies  delà  no^ 

"^     0 
talion  actuelle  avec  celle  du  n*  g8i ,  rerient  à  [P,-,]2  -^^  {9^5  ) ,   -au 

aura^  de  même  que  dans  le  n*"  ip58.^ 

r.  =  [^,-.]|^  +  2 

Ce  procédé  doit  être  remarqué  ^  parce  qu'il  conduit  directement  à  Tin^ 
tégrale,  et  qu'il  montre  le  parti  que  l'on  peut  tirer  de  la  formation 
des  valeurs  successives  de  la  fonction  cbercbée  ^  pour  en  obtenir  Texr 
pression  générale. 

io46.  Passons  aux  ordres  supérieurs  :  soit 
et  faisons 

en  multipliant  successivement  les  n —  i  premières  de  ces  équations ^  par 
fi>  ^»>  ^3f  • -«^ii-i^  et  ajoutant  les  résultats  avec  la  dernière,  nous 
obtiendrons 

+  (a— .;'x-^..-s  — a«-3)rx-t..-s 4-  a.;;,j-. 
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comparant  celle*ci  aYec  la  proposée  y  nous  en  déduirons  les  suivantes  ^ 


f^^  =5=  yx+«~iH-^ii:;^i7x-h«i--»+%-»9x^;^3---+*ry*^ 

dont  le  nombre  est  évidemment  égal  àn  +  i.Ontire  successivement 
des  n*- 1  premières  ^ 

«,-j  =3  pg^n^x-^u^aPx^n^i  Px-^m^iPx^n^%P x  ^^  fx^n-^^Qx  "^  ^x  9 

^»    =  [;^/r+i^,]  —  [px^n^^]Px  —  [px^^z]Qx^ . . .—  r^  î 

^t  ^  cause  que  17,  =  a,p^ ,  il  Viendra 

équation  qui  n'est  que  de  Tordre  n — i,  par  rapport  à  la  fonction  îrtcon^ 
nue  /?„  puisqu'elle  ne  comprend  que  les  valeurs  /;,,  Px^iy  •  *Px^n^x9 
mais  qui  n'est  plus  du  prejnier  degré«  11  n'est  pas  nécessaire  de  l'inté-» 
grer  complètement  ;  il  suffit  de  trouver  une  seule  valeur  qui  y  satisfasse; 
on  substituera  cette  valeur,. ainsi  que  celle  de  c^^i,  a»-^,.  •  •*£  >  ^an» 
l'équation 

qui  ne  renfermera  plus  alors  de  fonction  inconnue  que  q^^  et  qui  ne 
sera  que  de  Tordre  »'— i  et  du  premier  degré,  par  rapport  à*cette  fonc- 
tion. Cette  dernière  étant  intégrée  y  donnera  une  expression  de  y« ,  avec 
n<—  I  constantes  arbitraires;  et  l'intégrale  de  Téquation  du  premier  ordre 
et  du  premier  degré  j*,^,  =;?,j^-,4-y^  deviendra  celle  de  b  proposée  : 
en  aura  ainsi ,  par  le  n**  io38. 


5.  .      â7 
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X047.  En  poursuivant  les  conséquences  de  cette  méthode  >  M.  Loplace 
était  parvenu^  de  son  côté,  au  théorème  que  nous  avons  démontré  dans 
le  n*  loSg;  nous  renvoyons,  pour  cet  objet  ^  à  son  Mémoire,  mais  nous 
intégrerons  avec  lui,  l'équation  très^étendue 

dans  laquelle  les  coefficiens  A^  B^  C,.  ».Z,  sont  constans,  mais  oùJT 
désigne  une  fonction  quelconque  de  x.  L'équation  qui  donne  p^  devient 
^lors 

et  si  Ion  prend  Px^=^^^x^m^m>^xy  ^  étant  une  quantité  CQuslante^  il 
viendra 

[/>,+;-.,]  =:  a-[X,^  j ,       [;?*-^.— .]  =  o!^\X^^l^^  ,      etc. 

La  substitution  de  ces  valeurs  fait  disparaître  X y  et  il  ne  reste  que 
réquation  algébrique 

ô«  ^JaT-^  —  ^a— • -^Ka^L^s  o. 

Si,  pour  simplifier,  on  prend  m=zn  —  i ,  et  que  l'oli  représente  par 
«',  fl",  «%  etc.,  les  valeurs  de  a,  celles  de;p,  seront 

nX,        «"^o        «"'JT,,        etc. 

B  est  visible  que  Ton  doit  supprimer  dans  ce  cas  la  quantité  q^^  et 

que  Ton  a  seulement  j-,  =  Q";^,-.,]  pour  Tiotégrale  première  de  l'équa- 
tion proposée;  mais  à  cause  des  diverses  valeurs  de/?;,?  on  en  déduira^ 
par  la  théorie  des  équations  du  premier  degré, 

^,  =  aa''[x,^']  +  <7'V''[x,^,]  +  c?v'''[i:_,3  +  etc.. . . , 

intégrale  complète  de  la  proposée,  et  qui  revient  à 

1048.  Les  résultats  précédens  peuvent  être  changés  en  d'autres  d'une 
forme  plus  sîmple  à  quelques  égards,  en  écrivant  a:  à  la  place  de 
ar+/idans  Tindice  de  j;  l'équation  proposée  dans  le  n**  1046,  deviendra 


r 


Digitized  by  VjOOQIC 


DES  ÉC^UATTOWS  AtJX  DIFFÉRENCES.  ^it 

par  là  . 

On  la  traitera  encore  suivant  le  procédé  dû  numéro  cité^  en  observant 
d'écrire  p^^^  et  y,^, ,  au  lieu  de  p^  et  de  y, ,  dans  lea  premières  équa«- 
tions  de  ce  numéro,  avant  d*y  changer  j?-f-n  en  j?,    et  en  les  prenant 
ensuite  dans  un  ordre  inverse. 
L*équation  du  numéro  précédent  se  changera ^  de  cette  manière^  en 

si  Ton  fait  m=:n,  et  dépendra  alors  de  Téquation 

qu'on  transformera  encore  en 

a"  —  ^a"""*  —  Ba^"^. . . .—  JTa  —  Z  :=  o  j 
en.  prenant  ps:=zaX^  ^  et  la  valeur  complète  de  y,  sera 

7,  =  [JTJ (CV*  +  CV''  +  C'V'  -f.  etc.}. 

1049.  Payons  à  Tapplication^  et  supposons  y  pour  particulariser  les 
résultats  9  que  l'équation  proposée  ne  monte  qu'au  second  ordre  et 
<{u'on  ait  Xzsix'y  nous  aurons  seulement 

d'où  nous  tireront 


fl»  —  -^a  —  5  =  0, 


Si  les  racines  a'  et  i/'  étaient  imaginaires  ^  on  changerait  d'abord 

en  j,  =  [x]y'{E'cosJ'X'^E"si»J'x]  (1042); 

€t  pour  déterminer  lés  nouvelles  constantes  arbitraires  E^  et  E^'^  on  au-> 
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r^it  les  é<]Qations 

au  moyen  dèsqnelles  on  trouverait 

jr,  =  [x]  3,»  { j, coserar+  •ïi^^S»  sîh  /a;}'.. 

Si  Ton  veut  de'terminer  C  et  C'V  par  le  moyen  des  termes/.  el>„y 
«n  aura  ^  à  cause  de  [o]  ==  i  (982),.  les  équations^ 

liBsquelles  donneront 

a'— a'   ^ 
et  il  viendra  pour  re'sultat  final 

Quand  les  dènx  racines  a'  et  a"  seront  égales,  on  fera  a"=af^^Ji'. 
il  viendra  ' 

«n  développant  et  re'dnisanr,  on  trouvera^ 

=  ri{/^'^~(«y.-:r.)(  ^«"-'  +  £^> «'«-.*  +  etc.)}  ; 
f  osant  ensuite  *=  o,  on  aura  seulement 
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trenoW'  enân  un  exemple  ea  nùmbres;  soit  l'équatioa^ 

OU- 

qui,  lorsqu'on  fait  j^,=:  i ,  ^j  =4,  engendre  la  série 

1,      4>       ^2>      ^^4>      ^424>       elc/j 

IK>U8  aurons,  pour  déterminer  a,  Téqualiôn 

fl*  —  2a  —  3  =  0, 

de  laquelle  nous  tirerons  a' ==  3,   a'^  =  -t-i  j  puis,  aTCC  ces   valeurs, 
nott9  obtiendrons 

Si  Ton  prend,  par  eisemple,  a: =3,  on  déduira  de  ce  resQltat^3r=}2o4> 
de  même  que  ci-dessus.^ 
L'éqpation  générale 

se  traiterait  absolunient  commd  la  précédente ,  et  son  intégrale  serait 
de  la'  forme 

y^  s  [a:î(<?V-  +  C'a'''  +  C'V'+  etc.}:, 

0f,  d-^  fl"',  etc. ,  étant  les  racines  de  Téqùation 

a'  —  ^o"-*  — .  .5â— *. . . .  •—  L=:o: 

Si  l'on-  voulait  déterminer  les^  constantes  C',  <7',  C",  etc.,  parle 
moyen  des  n  premiers  termes  de  la  série  engendrée  par  Téquation  pro^ 
posée,  on  aurait  ces  équations 

jr..  z=z  a      J^  &      +  &^      ^  etc.', 

^  s  Ca!^    +  Cy-   +  6^' V^'    +  etc.,: 

A  =  CV  +•  C?V  +  C?'V»  H^  etc. ,; 

etc., 

qui  rentrent  dans  celles  du  n*"  1041 9  et  dont  on  tirerait  les  valeurs  de^ 
Cy  O'y.  C"y  etc. ,  par  le  procédé  de  ce  numéro,' 
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Si  Tëquatioa  en  a  contenait  des  raciues  imaginaire^  ou  de$  facînes 
égales 9  l'emploi  des  méthodes  indiquées  n<^  io4r ,  104a >  conduirait  aux 
résultats  relatifs  à  chacun  de  ces  cas;  et  Texeropledu  second ordre^  auquel 
nous  nous  sommes  arrêtés^  joint  à  ceux  que  nous  ^vons  donnés  pour 
les  équations  différentielles  ^  doit  leyer  toutes  les  difficultés  à  cet  égard. 

io5o.  Il  est  bon  de  remarquer  que  si  Ton  prend 

la  fonction  z^  dépendra  de  l'équation 

Zg  =  -^Zx^t  +  ^^*— ^ ....  -H  Lzg^  j 

dont  Texpression  ci  -  dessus  offrira  par   conséquent  ^intégrale  Com« 
plète  (1040),  et  que  j^.  étant  donné  par  Téquatioa 

on  aura  y»  =  [^J^*>  ^^^  ^^  suit  que  le  terme  général  de  la  série 

/ 

J^9  9         ^*+i  9         ^*+a  >  •  •  •  • 

sera  donné  par  le  moyen  de  celui  de  la  série  beaucoup  plus  simple 


Zx  f      ^x-f-i  f      **-♦-*  >      etc. , 


dont  un  terme  quelconque  se  forme  d'un  nombre  n  des  préeédeas^  mul- 
tipliés chacun  par  une  quantité  constante. 

Nous  observerons  que  cette  dernière  est  le  type  général  de  celles 
que  les  analystes  ont  nommée&séries  réçurrenies.  Elles  jouissent  d'un  très- 
grand  nombre  de  belles  propriétés  ;  on  a  déjà  vu ,  dans  le  Complément 
des  Èlémens  d'Algèbre^  qu'elles  tirent  leur  origine  du  développement 
en  série  des  fractions  rationnelles  ^  et  nous  reviendrons  encore  su*  C0 
sojet  dans  la  suite. 

L'équation  jr^  =  [XJz,  fiait  voir  que  l'on  satisferait  à 

jr,  =^^[jsr,î^_,  4-  BiXx\jx^. . .  .+L[Xx]fx^:, 

T 

en  prenant  ^,=  [^*]«';  il  peut  être  utile  de  se  rappeler  celte  circons-^ 
tance,  facile  à  reconnaître  d'ailleurs  lorsqu'on  est  exercé,  dans  l'Analyse^ 
parce  qu'elle  conduit  immédiatement  à  l'intégrale  par  le  moyen  de  la 
piéthode  du  n*  1040. 
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Nons  aTons  supprimé  le  dernier  terme  P^s  dans  Téquaiion  proposée  ; 

si  on  Yonlait  restituer  cette  fonction  ^  on  arriverait  à  l'intégrale ,  au 

mojen  de  la  valeur  de  js  trouvée  ci-dessus,  que  Ton  substituerait  à  z» 

dans  les  formules  du  n"*  1 04S. 

H>5i.  On  peut  encore  déduire  de  réquation  en  p^  duu^  10469  d  autres 
cas  d'iutégrabilité  pour  les  équations  du  premier  degré  aux  différences. 
En  s'arrélanty  par  exemple,  au  deuxième  ordre,  on  a 

[/?,^,}~-P,[/7,J— Q,=  o,    ou    Ps+,p*^i^sPx—Qx^o, 
équation  de  laquelle  on  tire 

et  qui  change  par  conséquent  la  proposée  ea 

équation  intégrable,  quelles  que  soient  les  fonctions  p,  et  Q^.  Si  Fon 
£iit^«  =  /7t^  m  désignant  une  constante,  il  viendra 

^,^.  =  (m  -  ^)f,^,  H-  <?,jr.  H-  n. 

U  est  visible  que  toute  équation  de  la  forme 

rentre  dans  celle  que  nous  avons  considérée  numéro  précédent ,  en  y 
faisant  r,j,=:/,. 

Voici  une  équation  qui  semble  indéfinie,  ou  dont  Tordre  dépend  de 
la  valeur  de  la  variable  jt,  et  qui  pourtant  se  ramène  à  la  forme  de 
celles  du  rC  loSg^  cette  équation  est 


+  ^3    Jz      +Ç.   r.     4-iî,    7i 


un  terme  quelconque  j^  sy  trouve  rapporté  à  tous  ceux  qui  le  pré- 
cèdentj  mais  avec  cette  condition^  que  les  fonctions  P^Q^  R,  qui  mul- 
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tiplient  ces  termes ,  revienaent  les  mêmes  de  trois  en  trois.  On  tire  de 

là  cette  équation  : 


en  la  retranchant  de  la  proposée^  on  ^ 

ou 

Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment  il  faut  traiter  les  équations 
du  genre  de  la  précédente  y  que  Ton  pourrait  nommer  équations  pério^ 
diques. 

Nous  termincorons  jcet  article  en  faisant  observer  que  les  égalions  de 
la  forme 

se  ramènent  ^  par  le  moyen  des  logarithmes  ^  à  une  équation  du  premier 
degré}  on  en  tire^  eji  effet , 

lj^x  =  l/^x  +  fltl^x-i  4-  fi}ff^M  +  7lr*-3-  •  •  •  •  -+^1^»-»; 
et  faisant  1^,  =p^'x>  il  vient 

En  intégrant  celte  équation^  on  aura  donc  le  terme  général  des  séries 
dont  chaque  terme  se  forme  du  produit  d'un  certain  nombre  de  ceux 
qui  le  précèdent. 

io5a.  On  intègre  aussi  les  équations  aux  différences^  par  la  méthode 
des  coefficiens  indéterminés^  Iorsqu!on  peut,  découvrir  au  moins  quelques 
parties  de  la  loi  que  suivent  les  valeurs  successives  de  la  fonction  cbez>* 
.  .chée.  Soit  Téquation  aux  différences 

+  j«.3(*V  +.i3V  +  y\u  +  cT".) 
-4-  ^Ic. , 


Digitized  by 


Google 


DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES.  a  17^ 

dans  laquelle  «  est  une  conslanle,  et  a,,  j8.,  a'„  etc.,  sont  des  fonc- 
iions  de  la  yariable  iadépendanle  »;  si  l'on  en  déduit  successivement 

OB  supposera  en  général, 

jr,  =  Jjur  +  B,ur-'  -J-  C.U—  -f  etc.  ; 

et  soktituant  celle  expression  dans  l'équation  proposée,  on  aura 

^.    «■    +-».    «"-'4-^.    «"-»+etc. 
=  (^.-./<— 4-^._.«— +d7._.tt-»-f.elc.)(«,«  -h/3,) 
-J-  (^._.«— +i5.-.«"-^+<:.-.«"-*-Hlc.)(«V+/3'.«  +5,',) 

H-  etc.; 

comparant  entr'eax  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  «,  on 
obtiendra 

^.  =    «.//,_:,  +  «',/^«_  +  *".^._3  H-  etc. , 
B,  =    «.i?._.  4.  *'.iB._.  +  *«.5._3  +  etc. 
+/3.^._.  +  jS'.^...  +  i3".^._3  H-  etc., 
A  =     a.C._,  -H  «'„C_  H-  a",C7._,  +  etc. 
+Mn-.  +  /3'.Zf...  +  je".5,_.  H-  etc. 

+  y'n-^n-»    +    y"n^n-3    +    CtC.  , 

etc.  ; 

et  lorsqu'on  pourra  intégrer  chacune  de  ces  équations ,  on  aura  l'ex- 
pression générale  dej-,.  Voici  deux  exemples  qui  feront  bien  connaître 
le  parti  que  l'on  pent  tirer  de  cette  méthode. 
On  a 

sin  (n4-  i)x  =  aços JC  sinnj?  —  sin(«  —  i)x  ^Introd.  49)  j 
changeant  n  en  n—\\  il  viendra 

sianjr  =  2Cosa?sin(n— 1)0:  — sin(/ï— a)jr; 
et  fiaîsaDt  sin  no:  =^,  et  cosa:=u,  on  formera  l'équation 

5-      '  28 
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de  laquelle  on  tirera  successivement 

y»  —jr^i  2"), 

^4  =^.(  8«'  —  4«)> 

7*5  =jri(»6«*  — laM*  -h  i), 
etc.; 

on  donnera  donc  à  la  valeur  de  y,  celle  forme  : 

Subslituant  pour  j,  jT"»-!  9  j^^-a  >  leurs  valeurs ,  et  comparant  entr^eux  , 
dans  l'équation  résultante,  les  termes  affectés  de  la  même  puissance 
de  u  y  on  obtiendra  les  équations  suivantes  : 

etc.  , 

qui  ne  sont  que  du  premier  ordre,  et  qui  condufsent  très-simplement 
aux  valeurs  des  coefficiens  jény  ^»)  ^«9  etc.  ;  mais  pflftir  en  faire  usage, 
il  faut  observer  qu'elles  ne  commencent  à  exister  que  successivement  ^ 
parce  que  l'équation  proposée  laissant  arbitraires  les  valeurs  de  ^o  et  de^,, 
l'équation  qui  détermine  les  A  ne  peut  commencer  qu'à  72=2,  ce  qui 
fait  que  l'indice  de  A  ne  peut  être  au-dessous  de  i.  Par  cette  raison, 
l'équation  qui  détermine  les  B  ne  commence  qu'à  /2  =  3,  et  le  plus 
petit  indice  de  cette  lettre  est  2.  De  même,  l'équation  qui  détermine  les 
Cne  commence  qu'à  /i=4>  ^^  ainsi  de  suite. 

Cela  posé  ^  çn  intégrant  la  première,  il  vient  -^i,c=2"C^,  Ù  étant  la 
constante  arbitraire;  et  comme  on  doit  avoir  -^,  =  1,  il  en  résulte 
C  =  « ,  d'où  An  =  a"*"*,  ce  qui  donne  A^^^  =  2"-^.  Par  cette  valeur, 
l'équation   en  B  devient  B^  =  25«_,  —  2"^%  et  son  intégrale  sera 

B,  =  2-(C"— ^ 2 1)  =  2-(C"~ i/2)  (io58  et  1048)  , 

ou  B^zrz — ^•""X^'+»),  en  changeant  la  constante  arbitraire  C"  en 
—  ^C".  Pour  déterminer  la  constante  (7",  il  faut  faire  «  =  2  et  Jîa==o, 
puisque  l'équation  en  B  ne  commence  que  lorsque  «=3,  et  on  trouve 
i(C"H*2)=o,  ou  C''?=  — ;i,  d'où   il   résulte  B^  =  —2'"'^(n — 2). 
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Celte  détermination  donne   5„_^==:  —  a"""*(rt — 4)j  el  si  l'on  si^ibsliiu^ 
celte  valeur  dans  celle  de  C„,  on  aura  Téqualioa 

c,  =  aC.^.  +  a«-^(/î— 4), 

dont  rintcgrale  sera 

en  changeant  de  constante  arbitraire.  La  valeur  de  C  ne  commençant 
que  lorsque  /ï  =  4>  ^^  ^^^^  avoir  6^3=0,  condition   de    laquelle  on 

lire  1  (C'"— 6)  =0,  où  a"=6,  et  d'où  il  résulte 

*  \  a  /  i.a 

On  trouvera  de  même  les  autres  coefficiens;  et,  sans  avoir  recours  à 
Vinduction^  on  parviendra  au  développement 

Î2-"  cosa--»-.  '!^=^:i^^QQsaf'-^+^^^~^^^''^^  jfr  ^  cos^-^ 
1.9.0 

indiqué  sur  la  page  80  du  premier  volume  (^). 

io53.  L'équation/,  =  aw^-.^,  """T*-»  se  rapporte  à  celle  du  n'  io4o, 
tar  u  y  est  regardé  comme  constant;  en  y  faisant  doncj-^  =  m",  on 
parvient  à  Téquation 


)  laquelle  on  tire  ms=:udb  \^u* —  i ,  et  par  conséquent 


(*)  On  trouverait  d'une  manière  analogue  celui  de  c6B  nx  rapporté  sur  la  même  page  ; 
nais  on  a  va  sur  la  page  81  ^  que  ces  dételoppemens  ne  conviennent  qu*aax  cas  où  le 
nombre  n  est  entier  et  positif;  c'est  pourquoi  je  ne  m'y  arrête  point  ici,  devant  d'ail- 
leurs reprendre  ce  sujet,  dans  les  Additions  au  premier  volume ,  pour  corriger  une  erreur 
qni  se  trouve,  à  la  page  88 ,  et  qui  est  fondée  sur  une  méprise  d'Euler ,  que  M.  Poisson 
a  reconnue  le  premier. 
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remettant  pour  u  sa  yabur  cosor^  et  chaDgeant  j-|,  en  sixinx,  il  viendra 

sîn  nx  =  C(cos  x  +  \/ —  i  sîno:)"  +  C(cos  ar  -—  N/— T  sina:)". 

Pour  déterminer  les  constantes  arbitraires  y  il  faut  observer  qu'on  a 
sinnxsszOy  lorsque  n  =  o,  et  sin/ia:=6ina:^  lopsque  72=1,  ce  qui 
donne  les  deux  équations 

8În x=:  OÇcosx  +V — ^  sin x)  -H C'(cosa:—  V — isinx) ^ 
qui  mènent  à 

c=—^,     C'= 4=, 

a»/— 1  '  a\/— 1  ' 

(cos  0?  4-  V^ — i  sîn  xY  —  (cos  x  -—  i^— 1  sin  xY 

sjjinxzzs  '   ^ — T=L== — ^— •- 

flV^— 1 

résultat  conforme  à  celui  du  n""  4?  ^^  Tlntroduction. 

1054.  Pour  achever  d*éclaircir  Tapplication  du  Calcul  aux  différences 
à  la  recherche  des  lois  que  suivent  les  formules^  nous  en  donnerons 
encore  un  second  exemple  sur  l'expression. 

d"*^'  — :==  =  d".arc  (sîn  zszx). 

En  faisant^   pour  abréger ^  -— —  =  u^  on  trouve  d*abord* 

Ëï  —       a?  d'à  ^^    flxr^-f-i  d^u GjcM-gx 

<i-~C-:^)i'      ''-•"-O^'      ^""^-^'  ' 

d^où  Ton  doit  conclure  qu'en  général 

dx"  ■""  «  +  ï  ^ 

et  différentîant  cette  dernière  expression^  on  obtient 

t::^- r 

dont  la  comparaison  avec 

jn+'u  _  ^^,x«+'  4-  /?>4..J'-  +  C.+.a?^»  4-  P..+. J-'  -f-  etc. 
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«boue  les  éijaatioDS  saivaotes,> . 

etc. 

Toutes  ces  e'quatioos  ont  la  même  origine  ,  et  l'on  peut  en  coosëquence 
supposer  dans  toutes  bb=  i.  La  première,  ^.^.,  =(«+  i)J„,  a  pour 

M, 

inlégrale  J^  =  [w] ,    a   cause  que  J,  ==  i.  La  seconde^  devenaûl  alors 

a 

•B.+I  =  (»-+- 5)^, +»[«]>  a  pour  intégrale  (io38), 


B.  ±s  (n-^aVa+± 


l  Cn+33) 

at:  [n-|-2Î{6r'-|-i.22n[n]}.; 
et  comme 

_,  •-»  _i 

on  aura- 

expression  dans  laquelle  il  faudra  déterminer  C\  par  la  condition  qu« 
-S»  soil  nul  lorsque  n^^^ii  on  trouvera  ainsi  C  s=:  i ,  et 

-5-  =  W  '^-^  =  W  â  ni  —  W  [t]  W  W  [o]. 

Les  valeurs  de  <7„,  J9«  el  des  coefBciens  ultérieurs,  s'bBtiendront  de 
la  même  manière;  on  aura 

-    ^-  -  W--z|- 1'^5 1^  =  W  rà M [«j  [^, 

-:  '•i5?'%  6—6  nS— 36— 6 

^-  =  W  -rH  W  [o]  =  W  [IJ  [o]  [«]  [o]  , 
etc.  : 
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en  changeant  n  en  n — i  y  on  en  conclurai 


d"  arc(3În  ==j) d"""'tt  _^^ 


n— 1 

_fc|2     (a:«-  +  [i]  [ô]  [«-!]  [ô]V-3  -f  [|]  [o"]  [»-,  j  Mx-» 

(l-X*) 

+  [l][o]  [«-!]  [ô>»-'  +  [|][^[«-.iJ[o]^--»  -h  etc.}. 


io55.  M.  Laplace  a  montré  (Mécan.  céL,  t.  IV,  p.  a54.)  qu'on  pon^ 
vait  convertir  en  fraction  continue,  une  équation  du  premier  degré  et  du 
second  ordre  aux  différences,  et  que  pour  cela  il  suffisait  d'opérer 
comme  il  suit.  Soit 

cette  équation;  on  en  tire  d'abord 

puis '  renversant  la  fraction  qui  forme  le  premier  membre^  et  changeant 
ensuite  n  en  n+i,  /irf-a,  etc.^  on  obtient  les  valeurs 

•    y^^ i ^      ^n^^^ î ^     ele.^ 

par  la  substitution  successive  desquelles  oq  forme  la  fraction  conlinoie 


Pa  + 


+ 


Si  l'on  prend  pour  exemple  particulier  l'équation 

j,  =J.+x  -h  (n-h  0'ïr«+»  > 
jOn  en  déduira 

•2^5= — ^T^-r  »    e;t  lorsque  n=o,    ^  =  — — 


(n^^  -         3a 


1  -|-  etc.  *  +  etc. 

fractions  qui  expriment,  sous  une  forme  irès-élégante^  le  rapport  de  deux 


Digitized  by 


Google 


DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES.  ^sS^ 

Taldurs  consécutives  de  la  fonction  déterminée  par  Téquation  propo- 
sée :  on  verra  dans  la  suite  à  quelles  séries  correspondent  ces  fractions 
eonlinues» 

io56.  Jusqu'ici  nous  avons  toujours  supposé' que  Taccrolssement  de  p«  ccpintionn 
la  variable  indépendante  x  était  constant:  cela  n'aurait  plus  Ueu  s'il^" 'f^^'^.^^^^^^^^^^ 
fallait,  par  exemple ,  trouver  une  fonction  de  Xy  désignée  par  <p(aO,  telle  indépendante 
qu'en  y  mettant  successivement  {{pc)  et  F(jr)  au  lieu  de  a*,  on  eût        umc.^"*^  "^^^^ 

f(jp),  F(x),  P,  et  Q,,  étant  des  fonctions  données  de  a:;  mais,  par  un 
procédé  très-simple,  M.  Laplace  ramène  cette  question  à  l'inlégratioa 
d'une  équation  aux  différences  ^  dans  laquelle  Taccroissement  de  la  va-' 
riabVe  indépendante  est  constant.  Il  fait  f(jc)=tt,,  F(:r)  =  w,:^_,,  k^-  repré- 
sentant une  fonction  inconnue  de  la  variable  z\  et  puisque  f(^)  est 
connue^  on  peut^  en  supposant  Téqtiation  algébrique  l{^x^:=,u^  réso- 
luble par  rapport  à  Xj  tirer  de  là  ar  =  f^(w^),  valeur  qui  transforme' 
Pcqualion  F(jc)  =  tt,^_,  en  cette  autre  m,^»  =  F[f/tt,)]. 

Lorsqu'on  saura  intégrer  cette  équation  ^  on  aura  l'expression  de  u^ 
en  fonction  de  js,  au  moyen  de  laquelle  on  obtiendra  aussi  x  en  fonc-^ 
lion  de  zj  les  fonctions  (p[F(a:)]  et  %\i{x)\  deviendront  respectivement 
♦("*+i)>  ?W>  ^^  ^^"^  pourra  les  représenter  par/jn.,,  ^„  d'où  il  résul- 
tera une  équation  de  la  forme 

dans  lac[uelle  la  Variable  indépendante  z  ne  croîtra  que  dé  Tunilé.  Après^ 

la  détermination  dè^*,  on  y  substituera  la   valeur  de  a  en  or,  pour  '    • 

passer  à  l'expression  de  ^[f(x)]  ,  que  l'on  ramènera  à  celle  de  <p{^),  en' 

y  changeant  i{x)  en  x. 

'  Pour  donner  un  exemple  de  la  recherché  précédente,  faisons. .  • .  •; 

f('^)=ma:,  F(a:)=a:f,  et  supposons  que  l'on  doive  trouver 

(p{a:^):=z(p{mx)  +  Qy 

Q  étant  une  constante.    Eh  posant  u^:=:mXy  u^^i=zx%  on  formera 

ïéquation  w,^,  =  î~,  qu'on   transformera,  par  le  moyen  des   loga- 

rilhmes,  en  lM.^i=ylw,  —  Ç'I^w;   et  traitant  1//,  comme  la  fonclion 
chçrcUée ,  on  trouvera ,  par  l'intégration  ^ 
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Pour  déterminer  la  constaQle^  soit  Ui=za*y  il  viendra 


a^"' 


et  enfin,  en  passant  «lux  nombres^  u^u:z  — 


a  — I 


Posant  ensuite  (p{nix)zxzy^  et  ^(^)=^,^-,  on  a  7^,  =^.4.  Ç^ 
équation  dont  l'intégrale  est  j^^szC  -^  2Q  =  C  +  Çî;  ou  en  con- 
clut ^(/wa:)  =  CH-Çz,  et  il  ne  reste  plus  f[u'à  exprimer  ^  en  x^  par 


a'"' 


le  moyen  de  Féquatioa  «ft=/?wr===— 7;^  .En reprenant ksloM 

nous  obtiendrons 

dOTa:  =  7*-^la~2l=5l;n 

résultat  que  no;us  mettrons  sou^  1^  fornie 

^t  d'où  nous  tirerons  aloini 

fl'M  —  — )=i;ima:-T -^ —  =1  — ;r- 

7—1 

£i  nou^ faisons,  pour  abréger ,  — p^  -^;^  =  ^>  ïious  aurons 

et  par  conséquent 

;Si   Ton  écrit  simpleopient  x ,  au  lieu  de  mx  y  on  obtiendra  pour  der^ 
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nier  résaltal 

ç(.:)>=C-f-^fll-^-lj); 
OccDpons-nons  eocore  de  réquation 

noQS  ferons,  dans  cet  exemple,  u.  =  a: ,  ».^,  =  ix,  et  nous  aurons  en 
conséqaence  u«^,  =  3u.,  d'où  nous  déduirons  u,:=  Ci*  sssx;  po-, 
sant  enstûle  ^x)  =  jr.  et  ^3x)  =7.+, ,  l'équalion  à  intégrer  sera 

J.+.  =^.— a. 
Si  l'on  suppose  d'abord  7,  s=s  a  +  -  >  on  trouvera 

7,  =  «♦     +5Î, 
•     J'4  =  «*    +i» 


«—1  .    I 

a* 


La  dernière  de  ces  yalears  est  Tintégrale  complète  ^  puisqu'elle  ren-- 
ferme  une  première  valeur  arbitraire  â;  et  l'équalion  C.tk*=:x  don- 

naat  a'^^s»  -^9  on  aura 

X  X 

réstdtat  qui  revient  à 

I 

si  Voû  pose    b^a^^{^). 


O  Dayiet   de  Foncenex  avait  cru  que  Féquation  p  {xy  =  p  (ax)  +  â  ne  pouvait 

^tre  résolue  qu'en  supposant  ^  (x)  égale  à  une  constante  {Mélanges  de  Turin ,  tom.  II, 

pag.  3ao);  ce  qui  précède  montre  au  contraire  quelle  a  une  infinité  de  solutions  in- 

dtenaiiiéei.  Nous  remarquerons  ici  que  Ton  serait  panrenn  à  la  même  conclusion  que 

1  ^9 
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1057.  La  même  méthode  s*applique  sans  difficulté  aux  équaitians  dei 
ordres  supérieurs;  soi t^  par  exempte^  Téquatlon 

dans  laquelle  les  valeurs 

Jaxf         Ja        »9         Ja        »)•  •  •  •  •  *Jax9         Jsf 

répondent  aux  quantités 

tf"x  ,      €^^Xy      a^^^x , aXj      x. 

En  faisant  jcss:!!.,  oa  aura  diArstt^^,,  d'au  l'on  tirara  u^^  s^sau^  ^ 
u^TzzCa^^  en  intégrant.  On  peut  prendre  C7=  i  ;  il  viendra  en  con- 
séquence j:=:a'*  et  avec  cette  expression  de  Xy  on  transformera  P^^ 
Ç„....7^,,  U^  et  ^,,  en  fonctions  de  z  :  on  écrira  ensuite  Jz^ny 
Jz^n^x  y  etc. ,  au  lieu  de  jaxy  J^^x  >  etc. ,  et  par  ce  moyen  ,  l'équation 
proposée  sera  ramenée  à  celle  du  n*  loSg. 

ci-desâus,  en  faisant 

^  (jf)  =  ^ 4-  ^x*  -f  Cx*  +  D:x^  +  etc., 

â*où  il  serait  résulté  Téquation 

A'^^ABx^  +  ^AC\  X*  +  ^AD\  a?  +  etc.l^  i      A  +  4Bx''+i6Cx^+S4Dx^^etc.  ; 
+    B-  I       +a^C|  1      i+a 

de  laquelle  on  aurait  tiré 

^acjr  +  a,    fl^i?  =  4jff,    aAC+B^=:i6C,  etc. 

Les  racines  de  la  première  de  ces  équations  sont  ^=a,  ^  =  — -i;la  seconde  équa-« 
tion  ^AB  =  4^  >  réduite  à  ^  =a>  s'accorde  ayec  runedecesraemes  «t'iaisse  B  ht^ 
déterminé  ^  on  trouve  ensuite 

^—1^  —  7:^:3.4'  "65"  — i.a.3.4;6.G*  '^*^-' 

ce  qui  conduit  à  la  série 

équivalente  à 

*      *  i.a      i^ûrS       1.2.3^4  J 
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En  supposattt  ipt  ïes  coefficieos  P,  Ç, T^  U,  soient  constans^ 

U  transformée  sera  seulement 

son  intégration  ne  dépendra  que  de  celle  de  Téquallon 

7^»  +  ^.+— .  +  Qr^^u^ — +  ^x+.  +  c^r.  =  o; 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  ^<=/ii%  m  étant  Tune  des  racines  de 
m»  +  JP/zi»-'  +  Q//1»— +  Tm  +  U  :=  o  (1040), 

ce  qui  donne 

j-,  =  CW  +  Cm'''  +  C^W*  4-  etc. 

Pour  reveiiir  de  cette  e^tpression  de^^  à  celle  de  ^«,  il  suffit  de 
mettre,  au  lieu  de  Zy  sa  valeur   en  x;  OPy  par  l'équation  x=i:a^,  ou 

az=j— ;   et  en  observant  que   /»'*  s^e*^"*'^  il  en  résulte.  •...•..  • 


"«-Ix 


w''  =  e'^      =  ^*^,  d'où  Ton  conclut 

^,  =;=  C'x*^  -h  <^'«^^"^  +  C'"a;*^  +  etc.        _ 
Telle  est  Tintégrale  complète  de  Téquation 

^A+  i>.'^^  +  <?>/-^- . .  .4-  7>«  +  CTy^,  =  o, 

donnée  par  M-  Paolî,  dans  ses  Opuscules.  Il  y  est  parvenu  en  faisant 
/,=:ajcf*j  suBstitution  d'où  il  résulte 

et  qui  change  par  conséq^etit  1$-  proposée  en 

oTM  +  Pa^«— V+  Qa^«-*V...  .\+  Ta/*  +  Cr=s  o. 

Le  coefficient  a  demeure  arbitraire;  et  si  l'on   pose  af^srzm^  on  aura, 

pour  détjerminer  m  ,.  la  même  équation  que  ci-dessus  ^  puis  /t  =  j^ , 

ce  qui  rentre  dans  l'intégrale  précédente.  Il  y  aurait  à  faire  âur  cetta 
équation  des  remarques  analogues  à  celles  du  n'^i.o^S;  elles  ont  été  dé- 
veloppées par  M:  Padî ,  mais  nous  ne  saurions  nous  y  arrêter ,  non 
P^  qA'^  în4^rer  l'.écpialâoft  . 
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opération  qui  se  réduit  d'ailleurs  à  déterminer  C'^  C\  etc.  ^  dans  la 
valeur  de^.,  suivant  la  méthode  du  n*  io44- 

Dctermïnaiion  io58.  C'esl  aux  méthodes  que  nous  venons  d'exposer  que  se  ramène 
dcsfonciioniar-gjj  général  la  détermination,  d'après  des  conditions  données,  des  fonça- 
it a  intigrairsd<»  tions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations  différea- 
éjnaiions  difFc-  |,>lles  parlielles,  et  dont  nous  avons  traité  quelques  cas  particuliers 
lieUcs.  dans  les  n^'*  ooo  et  007.    Voici  a  peu  près  comme  M. Monge  a  présente 

cette  recherche. 

Soit  Z  —  M(p[U)  +i\r4(/^)  rînlégrale  d'une  équation  diflTérentielle 
partielle,  Z  désignant  une  fonction  des  trois  variables  x^jr  z;  et  M^ 
iV,  U,  Fj  des  fonctions  de  a:, 7*  seulement.' Supposons  que  les  fonc- 
tions arbitraires  indiquées  par  les  caractéristiques  ^  et  4  9  doivent  se 
déterminer  par  les  conditions  y 

î*.  qu'en  faisant  j^  =  f(jc)  on  ait  z  =  F  (x) , 
2'.  qu'en  faisant  j^  =  fi(.r)  on  ait  %  ^=,  Y^{pc)\ 

si  Ton  représente  par  M^  N\  IPy  /^,  Z',  ce  que  deviennent  les  fonc- 
tions M^  iV,  i7,  /^,  Z,  dans  la  première  hypothèse,  et  par  Af',,  iV,, 
tP  j,^  F^^y  Z',,  leurs  valeurs  dans  la  seconde^  on  aura  ces  deux  équations 

disant  dans  la  première  F'^i^y  on  déduira  de  celle-ci  une.  valeur 
de  jc  enu ,  SLU  moyen  de  laquelle  on  changera  ilf',  i^',  JT  cl  Z',  en 
fonctions  de  (^  ;  et  en  les  désignant  dans  ce  nouvel  état  par  M\  N"^ 
U'y  Z',  on  aura  ^ 

Z"  =  J»''(p(Z7^0  +  ^''4W; 

posant  ensuite  /^,  ==1^,  on  obtiendra  de  h  même  manière  un  résultat 
de  la  forme 

éliminaDt  4(1»),  ealre  celle  équation  et  la  pre'cédenle,  U  viendra 
l'éqoation  '  .-    .: 

^«e  l'on  convenira  en  une  éqaation  aux  difiereoc«8,  en  prenant  V'zsu^ 
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rr',5s=M,,  ^(U')=:t  et  p{ir\)=i:t,.  On  déduira  de  là  une  relatioa 
entre  u^  élu,  ou  Texpression  de  ùiu  en  u;  on  tirera  aussi  de  Téqua-* 
lion  U'  z=zu  une  valeur  de  p  en  w,  pour  la  substituer  dans  ilf ',  iV", 
Z",  il/",,  iV",,  Z'\ ,  et  Ton  formera  par  ce  moyen  une  équation  aux  dififé- 
rences  entre  la  fonction  t  et  la  variable  indépendante  u.  L'exemple  sui- 
vant éclair  cira  ce  procédé. 
Soit  réqualion 

dans  laquelle  on  se  propose  de  déterminer  les  fonctions  arbitraires  f  et 
-^  par  les  conditions  y 

!•.     qu'en  faisant   j  =  Jx ,     on  ait  z  s=s  J9af , 
a*.  jr  =  Cx  y  z  =  Z>jc". 

Par  la  substitution  de  ces  valeurs^  Téquation  proposée  devient  succe»^ 
sivement 

Baf-  =  (p[(a-^)^]  +  4[(*-^>3  » 
Z)x-  =  Ç[(a-C)x]  +  '\{{b—C)x]i 

posant  (Â — ^^):rr=7P  dans  la  première  de  celles-ci  ^  et  (i— C)a;s=P- 
dans  la  seconde,  on  troave 

et  on  les  change  par  ce  moyen  en 

on  ien  déduit  ensuite 

et  &isani  j 

ou  obtient  premièretnent  Téquatioa  '  ' 

I 

a— C"  a— ui     ^ 
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puis  on  transforme  1  équation  contenant  la  fonction  ^>  en  celte  antre 

(a  —  AY{b—  Cy        Ça  —  A)^~    ' 

Cette  dernière  équation  s'intégrerait  facilement  par  !e  procédé  du 
n""  io56;  mais  on  peut  encore  en  tirer  plus  simplement  la  valeur  de  t, 
en  substituant  £it  a  t^  —  ty  d'où  il  résulte 

en  observant  que  les  intégrales  Si^"  et  '2ur  doivent  être  prises  confor- 
mément à  la  relation  qu'établit  entre  la  varkble  iodépen^ate  u  et  sa 
différence^  l'équation 

qui  revient  à 

M.  SfoDge  Femarqoe  que  si  l'oa  a  ttif  général  au  =r  Ku,  K  dlésigBant 
un  rapport  constant  y  il  vient 

et  il  en  conclut  par  conséquent 


Avec  le  secours  de  ces  formules  >  on  obtient 

D{b—AY u*  B  vT" / 

^~  (a— ^»(6  — C)-  (i+A)»— 1  "^  {a—Ay  (T^S^^i  H"^^^^-^ 

en  faisant  y  pour  abréger^ 

(fe  — ^(g— C)  — (g— ^(fe  — Q  _  (C— ^)(g-^&)  _ 

(g  — ^)(6  — C>  —  (a— X)Cfi  — C)~^* 


.»     5 


,  x_ Djh—Ayu''  B{b—Cy^vr ^^ 

n"; — (g— C)«(i— ^•— (g— ^)»(6-  Q»""  (g— C)"(6^^«— (a— ^)"(A— Cr^  co/i^^. 
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en  reoMUant  9(^)>  au  lieu  de  /;  on^a  donc  ainsi  la   composilion  de 
la  fonction  arbitraire  ^. 

Pour  arriver  à  ^(u) ,  on  peut  8e  servir  indistinctement  de  Tune  des 
équations 

et  on  trouvera 

on  aura  donc -etifia 

"^"         (a— >f)«(i_C)«--(i— ^)"(a— Cj»       » 

en  écrivant  au  lieu  de  u,  dans  la  valeur  de  ç(u),  la  quantité  ax^^j^^ 
et  dans  celle  de  4'('')5  "^  quantité  bx'^f. 

Il  est  bon  de   remarquer  que  la  valeur  précédente  de  3  devient  |j 
quand  b=za,  parce  qu'alors  l'équation 

qd  répond  à  i'équation  différentielle  partielle 

cesse  d'en  être  l'intégrale  complète^  et  qu'on  a  ^ 

-z  ==  (p{ax  ^jr)  +  X'^{ax  — /)  (760)  ; 

les  deux  fonctions  arbitraires  renfermant  dans  ce  cas  la  même  quantité^ 
se  déterminent  suivant  le  procédé  des  n^»  55 1  et  suivans. 

On  voit  facilement,  par  ce  qui  précède,  que  la  détermination  des 
fonctions  arbitraires  dans  toute  équation  de  la  forme 

dépendra  d'nae  .équatioa  aux  différences  de  la  forme 
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dans  laquelle  TV  est  une  quantité  donne'e  en  m,  le  rapport  de  celte  va- 
riable à  sa  différence  étant  aussi  donné. 

loSg.  Prenons  ponr  second  exemple  Téquation 

aP  =  x^<^{ax  —y)  +^*4(*«^  —f)  > 
et  pour  conditions^  qu'en  fiaiisant,' 

I*.  y  =  Jx  y    on  ait        z  =  Baf^  y 

2*.  j  =  Cx  y  z  =  Z?a:". 

On  tire  de  ces  suppositions 

B^xT"  =  x^<p\(^a^A)x'\  +  A^x^\\(}h^A)x'\y 
DPctf"  =  x'(p[(a'^C)x]  +  C'x^'l[(b^C)x]  , 

d'où,  en  posant  (6— -r^)a:  =  (',  (A— C)x=:  t',  il  suit 

et  l'élimination  de  4(0 >  entre  ces  équations,  conduit  à 

Faisons  maintenant 
nous  aurons  . 

ce  qui  revient  à 

la  relation  entre  u  et  z^,  sera  d'ailleurs  exprimée  par 

t=^u,^'^u,    d'où     A«=(-?=§^^«. 
Si  l'on  prend  «=^(«)  et  ^î=s^(a,),  on  aura  évidemment^  pour  dér 
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lermiaer  iy  une  équation  aux  différences ,  de  la  forme 

dans  laquelle  G^  E^  P^  désignent  des  coefficiens  consians  ;  elle  rap- 
port de  la  Tariable  indépendante  i^  à  sa  différence  sera  donné  par  une 
équation  de  la  forme  Lu^=:Kuj  en  sorte  que  ,  si  Ton  regarde  u  comme 
ane  fonction  indéterminée  de  la  variable  z  dont  la  différence  est  égale 
à  l'unité^  on  aura  l'équation 

II  est  très-£gtcile  d'appliquer  le  procédé  du  n*  ?o56  à  Tintégration  de 
l'équation 

qae^  par  ce  procédé ,  on  transformera  d'abord. en 

t^.  —  Gt,  =  EO{K+i)^^^>  —  FO{K+  0^-^ 

C  étant  une  constante  arbitraire;  mais  au  lien  de  poursuivre  ce  cû'^ 
cul  y  nous  allons  faire  connaître  un  artifice  d'Analyse  fort  élégant,  em* 
ployé  par  M.  Mooge. 
Nous  partirons  avec  lui  des  équations 

Eu^  +  Fu^  =  G<p(u)  H-  A(p(ii)  ,  ùku  =  Ku^ 

en  fidsant ,  pour  abréger , 

et  en  observant  que  l'équation  Au  =s  Ku  conduit  à 

A.ïi-'=:[(l+ir)-— ijiT  (io58), 
puis  à 


nous  reconnaîtrons  la  possibilité  d'introduire  des  différences  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  à  intégrer ,  de  manière  adonner  k  ce  membre 
une  forme  semblable  à  celle  du  second.  Il  suffira,  pour  cela,  de  parta- 
ger les  coefficiens  ^  et  i^en  deux  parties  e  et  e',  feij\  ce  qui  don^ 
nera  un  résultat 

eu*  +  e'ii^  +/«^  +/'«^  =  Gf(u)  +  AfC«)^ 
3.  3o 
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qu'on  ponrra  transformer  en 

et  si  l'oa  fait 

il  viendra  v 

s=  t;(p(tt)+A(p(«): 
on  aura,  pour  dëlerrmàer  lesroeïfiMeBS  *,  «Vj^»  /'»  ï®*  équations 

desquelles  on  tirera 


cela  fait,  on  obtiendra 

{G««+A.a«}H 5^—2 — {G«^  +  A.r**} 

saC^(«)4-Z^f>(«), 

équâtîoa  à  laquelle  il  est  aisé  de  voir  qu'on  satisfait^  en  prenant 

En  substituant  pour  E ^  F^  G  et  JiT,  leurs  valeurs^  et  laissant  toujours 
a  et  ^y  on  obtiendra 

ÇW  = 


A-D^Çk-Afu» f  +  ^'•^^•^ 

puis  ayec  cette  expression^  od  trouverai  pour  celle  de  Taolre  fonction  ar« 
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bilraire^ 

t\  Ton  aura  enfin 


Celte  équation  ^  en  satisfaisant  aux  deax.  condrlioii»  imposées  y  conserve 
bien  évidemment  la  fawnez''==a:'^(attr-^)  H^j'*4(i.r^--;;^),  déterminée 
par  Féquation  différentielle  partielle  qui  lui  correspond  ;  mais  elle  de- 
viendrait illusoire  stTon  avait  a:=2by  parce  qu'elle  cesserait  d'être  une 
intégrale  Completel 

io6o.  M.  Monge  parcourt  successivement  plusieurs  formés  d'équa- 
tions ;  il  s'occupe  du  cas  où  Tune  des  fonctions  arbitraires  entre  dans 
la  composition  de  Taultre^  et  prend  pour  exem^Je  général  Téquatioii 

qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

9/  désignant  une  fonction  inverse  de  ^^  et  se  traiter  alors  d'une  manière 
analogue  à  celle  du  n**  io58. 
U  en  est  de  même  de  l'équation 

qîiî  )  lorsqu^on  passe  aux  logarithmes  y  devient 
on  aimplement 

en  Qfaangeant  de.  fonctions  arbitraires. 

io6u  Le  calcul  se  complique  beaucoup,  k  mesure  que  le  nombre 
des  fonctions  arj>ilraîres  augmente  »  et  présente  de  nouvelles  difficuUéS| 
ainsi  qu'on  en  jugera  par  ce  que  nous  allons  dire,  d'après  M»  Monge ^ 
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sur  réqnalion 

Soient  les  conditions  suivantes^ 

I*.     quand  j"  =2  f  (ar),        j8  =  F  (x); 

et  supposons  qu'en  faisant  dans  réquaiîon  proposée  les  substitutions 
qu'elles  indiquent^  on  ait 

on  fera  successivement  V^  zszvy  j^^=:p^  /^.=s=pj  on  tirera  de  cha- 
cune de  ces  dernières  équations  des  valeurs  de  x^  que  Ton  substituera 
successivement  dans  la  première  ^  la  seconde  et  la  troisième  des  pré- 
cédentes^ et  désignant  les  résultats  par 

Z"  =  if' ^(r')  +  jv^'4(t^')  +  p^My)^ 
z\  =  if;(p(r'o  +  iV''.4(C/".)  +  P'xo, 

on  pourra  éliminer  la  fonction  7r{y)  :  il  viendra 

p'z\'^p\z'^=P'M\ip(r\)^p\sf'9(Ty^i^jv*\^^ 

équations  quç,  pour  abréger,  nous  représenterons  par 

Soit  maintenant 

il  fiiut  bien  observer  qu'en  général  les  quantités  ^,  et  u\  ne  doivent  pas 
être  regardées  comme  des  valeurs  de  teïdeu,  consécutives  à  f,  et  à  i#, , 
parce  qu'elles  ne  résultent  pas  nécessairement  de  la  loi  de  variation 
établie  par  le  passage  de  u  k  u,  et  de  t  a  t^;  en  sorte  que  si  Ton  prend 
li— f=sû^  u,— -tt=A£^^  il  &udra  faire  t'.— -r  =  A'/^  u\ — u=:A^u, 
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A'  désignant  une  antre  diSerentiation  que  A.  L'élimination  de  v  eulr^ 
les  équations  qui  déterminent  i,  t,y  t\,  u^  u,,  u\  y  donnera  les  diverses 
relations  que  les  vJuriables  <  et  u  ont  enir'elles  et  ayec  leurs  différence?. 
Posant  ensuite 

on  obtiendra  deux  nouvelles  équations  de  la  forme 

a  =:  ^,r,  —  /3r  +  y,s,  —  ys  ^ 

qui  revient  à  celle-ci  : 

rf  ==  (/3.  —  ^)r  4-  ^.Ar  +  {y,  —  y)s  +  >.Ay; 
ct'=  (i3'.-i80r  +/3'.A'7-H.  (>'.-y>  +  y'A^s. 

Nous  voici  donc  amenés  à  un  nouveau  genre  d^équations ,  dans  les-*' 
quelles  les  différences  des  variables  sont  relatives  à  diverses  hypothèses^ 
et  par  conséquent  représentées  par  des  caractéristiques  différentes.  Nous 
ne  connaissons,  jusqu'à  présent,  aucun  travail  étendu  sur  ces  équations, 
qui  paraissent  devoir  présenter  encore  plus  de  difEcuItés  que  les  équa« 
lions  ordinaires  aux  différences. 

Nous  n'avons  considéré  que  le  cas  où  les  «fonctions  arbitraires  ne  sont 
qu'au  premier  degré  dans  Féquation  proposée;  en  variant  les  circons- 
tances que  cette  dernière  peut  présenter^  on  tomberait  sur  de  nouvelles 
recherches  de  plus  en  plus  épineuses  ;  c'est  ainsi  que  Condorcet  a  mons- 
tre que  quand  les  fonctions  arbitraires  entrent  d'une  manière  transcen- 
dante dans  réquation  proposée,  leur  détermination  dépend  d'une 
équation  contenant  à  Ta  fois  àes  différences  et  des  coefficiens  différentiels. 
L'étendue  qu'a  déjà  acquise  l'ouvrage  que  nous  présentons  au  public^, 
l'importance  des  matières  qui  nous  restent  encore  à  traiter^  ne  nous 
permettent  pas  d'entrer  dans  Texamen  de  ces  diverses  questions^  qui 
n'ont  offert  jusqu'ici  que  des  résultats  très-peu  satisfaisans  ,  parce  qu'il» 
sont  très-par tknliersf  nous  croyons  avoir  rempli  notre  tâche  ^  en  fai- 
sant seulement  eonnahre  leur  origine ,  leurBut,  et  en  les  indiquant  aux 
recherches  des  jeunes  gens  qui  se  proposeni  de  cultiver  l'Analyse,  pour 
en  étendre  le  domaine  et  en  applanir  les  difficultés. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  q,u'en  ramenant  à  des  équations  aux 
diflerences ,  la  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  doivent  corn* 
plétei^  les  intégrales  des  équations  différentielles  partielles,  on  introduit 
à  la  place  de  ces  fonctions  celles  qui  sont  constantes  par  rapport  anx- 
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différences,  et  sur  la  nature  desquelles  nous  avons  déjà  didnné  qn^^^s 
indications  (gi^)*  Bientôt  nous  devons  nous  occuper ,  arec  pki«  d'éteit* 
due,  de  ces- dernières^  et  nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  discussions 
élevées  par  rapport  aux  premières ,  et  annoncées  dans  le  r"^  8o4» 

io6a.  Lorsqu'on  a  un  nombre  m  d'équations  entre  m-f-i  variables 
et  leurs  différences ,  on  peut  appliquer  à  ces  équations  les  divers  pvor 
cédés  dont  on  a  £aiit  usage  dans  les  mêmes  circonstances  ^  à  l'égard  des 
équations  différentielles  (6i5  et  suiv.).  Pour  donner  <Fabord  un  exemplç 
de  l'élimination ,  nous  prendrons  les  équations 

^x+.  ^xj,-.  =  ÇxZ,  +  iîxZ,-. (0, 

^,  4-P',7^..  =0^,^,  +JR',2,.. , (a); 

en  chassant  premièrement  z^^,  comme  une  inconnue  algébrique ,  il 
vient 

écrivant  ensuit^  dans  ce  résultat  x  —  i ,  au  lieu  de  x,  on  obtient  cette 
nouvelle  éqqation 

=(iî',..Q.-.  —  iï,-t<7,-,)2x-x -  • (5) , 

dont  la  combinaison  avec  les  équations  (i)  et  (a),  servira  à  chasser  en 
même  temps  z,  et  z,_,.  Si  l'on  multiplie  l'équation  (i)  par  a,  l'équa- 
tion (2)  par  a! y  qu'on  ajoute  les  produits  avec  l'équation  (3)^  qu^ensuite 
on  égale  à  zéro  les  quantités  qui  multiplient  z,  et  z^^t ,  ce  qui  donne 

ctQ.  +  ct^Qs  —  o, 

aR,  +  a!R,  +  iî',-..Ç,^.  ~  iî,^iQ',-,  =0, 

on  aura  l'équation  finale 

qui  sera  encore  du  premier  degré ,  mais  qui  montera  au  second  ordre. 

Il  est  faK^ile  de  généraliser  cette  méthode^  si  Ion  observe  qu'elle  se 
déduit  de  celle  du  n*  73^  en  i*emplaçant  les  dtflferentiations  indiquées 
dans  ce  numéro  ^  par  les  substitutions  successives  de  x^^i^x-^^^  etc*^ 
m  lieu  de  a:. 
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u£5^  M;  J^aplace  s'est  occupé  en  particulier^  d'an  genre  d'équations 
SfSLÛ  nomme  nsutmntes  en  eUed-mênie$ ,  et  dont  les  plus  simples  sont 
de  la  fof me 

1  A 

»  3 

/,,  7»^  /■*»- -T^cf  désignant  des  fonctions  de  la  variable  a:',  teHes 

que  chacune  étant  exprimée  par  celle  qui  vient  après,  la  dernière  Test 
nécessairenMut  par  la  première.  On  rend  évidente  la  composition  de 

1      a      3  li- 

ces équalioas^  en  imaginant  cfue  les  fonctions  Js^  Jxy  Jx9^  •  •••  'Jx^ 

soient  disposées  autour  delà  circonférence  d'un  cercle^  de  manière  que 

la  dernière  7-,  se  trouve  conlîguë  à  la  première^,;  d'après  cet  arran- 
gement, les  équations  rentrantes  en  elles-mêmes  expriment  les  relations 
de  chacune  de  ces  fonctions,  avec  un  certain  nombre  de  celles  qui  les 
suivent.  Si  la  loi  doit  être  telle,  que  chaque  fonction  soit,  par  exemple, 
égale  au  double  de  celle  qui  la  suit ,  rapportée  à  Tindice  jc  *-^  1 ,  pUis 
au  triple  de  celle  qui  suit  cette  dernière,  rapportée  à  l'indice  x — 3,  les 
équations  rentrantes  qui  expriment  cette  condition  seront 

1*3 

7*  =  ^—  +  sr^-.. 


/•r  =  ^*-.,  +  37,«.. 


n  est  évident  que  Ton  aurait  toujours  les  mêmes  «quations ,  en  com- 
mençant par  celle  que  l'on  voudrait  des  fonctions  cherchées. 

Pour  intégrer  les  équations  rentrantes,  il  faut  commencer  par  endé^ 
duire  une  équation  finale  entre  la  variable  indépendante  x  et  Fune  des 
fonctions  cherchées;  la  forme  des  équations  proposées  donne  lieu  à 
des  simplifications  dans  le  procédé,  pour  lesquelles  nous  renvoyons  au 
Mémoire  de  M^  Laplace  j  cité  dans  la  Table ,  et  dont  nous  avons  tké 
ce  qui  précède. 
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1064.  ^^  méthode  du  u*  6:22,  par  laquelle  nous  avons  intégré  con- 
jointement plusieurs  équations  différentielles^  s'applique  aussi  aux  équa- 
tions contenant  des  différences  ;  c'est  ce  que  nous  allons  montrer^  sur 
deux  équations  du  premier  ordre,  auxquelles  nous  donnerons  la  forme 

M^sjs+  i^'A+  P'sàr^-h  <?U2,=  r,  (io56), 

pour  les  rendre  plus  analogues  aux  équations  différentielles*  Nous  mul- 
tiplierons la  seconde  par  un  facteur  0^  et  Tajoutant  à  la  première^  il 
viendra 

si  l'on  met  celte  équation  sons  la  forme 

elle  se  changera  évidemment  en  une  équation  à  deux  variables^  toutes- 
les  fois  qu'on  aura 

cap  en  faisant  alors  ^,4-  jf^r^^*'=^7'*>  ^  viendra  l'équation 

(Ar,+9iif ,)/,  +  (P.+fli'',)Ay.  ==  r,  4-  9f^„ 

qui  feutre  dans  celle  qu'on  a  traitée  n*  io58. 

Les  conditions  à  remplir  dans  cette  circonstance  spnt  (exprimées  par 
les  équations 

La  première  donne  â  ,  et  l'autre  est  purement  une  équation  de  con- 
dition^ qui  sera    satis&ite,  ^an  £iisant,6  constant^  lorsque  les  coeffi- 

ciens  M^  N^ M'y  N\ seroiît  constans;  dans  ce  cas^  6  sera 

4étermiaé  par  l'équation  du  second  degré, 

Lorsqu- on  aura  les  deux  valeurs  de  cette  quantité  ,  on  en  déduira  deux 
pâleurs  de  y,,  qui  conduiront  à  deux  équations  de  la  forme 
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il  l'aide  desquelles  on  déterminera  séparément/,  et  z,. 

Nous  observerons  que  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  on  peut  aussi, 
par  une  méthode  analogue  à  celle  du  n*  617,  ramener  les  équations 

M'.y.-^-  iV'^.4-  P'sà.j,'^  Q',A»,=:  y,, 
à  celles-«i  : 

If,/,  4-  iV^^,  H-  P,ùjr,'\r  Q,àz,  =B  o, 
-ftf  ./.  H-  iV'.8.  +  P'.  A/,  4-  Ç'.ùa,  =  o , 

qui  n'en  diffèrent  que  par  Tabsence  des  termes  P^,  et  P^g.  En  effet ,' 
*i  y»  et  y  g,  z'g  et  z", ,  sont  des  valeurs  particulières  qui  satisfassent 
à  ces  équations,  on  aura,  pour  les  valeurs  complètes, 

ri  maintenant  on  prend  les  différences,  en  faisant  varier  les  quantités 
Of  C",  et  que  l'on  substitue  dans  les  premières  équations  proposées^ 
elles  deviendront 

c{M,y,  +  N^,  H-  p,ùy,  4-  <?,A»',}  ] 

+  c'{M,y,  4-  ^^"s  4-  Ps^y,  4-  <?.A2",}  i = r,; 

4-AC(/>.y.^,4-Qy.-^.)H-^^wyu,4-Ç^V0  3 

+  c"(jiif'. A4-  i\^'.»"-4-  i"^y'.4-  <?',Az".}  J  =  r^i 

+  àCiP'.y^,  4-  <?'.zW.) + AC"(P',y w.  H-  e.^'U.)  ) 

les  deux  premières  lignes  du  premier  membre  de  chacune  de  ces  équa« 
tiens  sont  nulles,  en  vertu  de 

ilf,j,  +  N^^  +  P,Ar,  +  Q.àz,  =  o, 

i»f',/,+  iN^'^x+  P'.à.jr^-h  <?^Az,=  OJ 
il  ne  reste  donc  que  les  équations 

àC{P,y^,  +  ç.8'.^.)  4-  AC'CP,/',^.  4.  <?,z'u.)  =  r., 
AC'(P'.y.^.4-  Q'^'s^,)+  AC"(i>'.y'.^.4-  <?'^V.)=  -^., 

4{ui  serviront  à  détenoiaec  AC  et  AC, 

5.  5i 
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Ces  indications  suffisent  pour  pousser  aussi  loin  qu  elles  peuvent  aller, 
les  méihodes  que  nous  venons  de  rappeler,  en  s'aidant  d'ailleurs  de 
leur  application  aux  équation^  différentielles  dans  les  numéros  cités. 

io65.  Pour  n'onoettre  aucune  des  méthodes  connues,  que  Ton  peut 
employer  avec  succès  à  Tinlégration  des  équations  du  premier  degré 
aux  dififérence^,  nous  montrerons,  d'après  M.  Paoli,  Tusage  que  l'on 
peut  faire,   à  cet  égard,  delà  méthode  du  facteur. 

Soit  l'équation 

en  la  mullipliapt  par  un  facteur  quelconque  ju„  et  supposant  que  son 
intégrale  première  soit  alors 

'    At,(«,r.+.-.  +  P'^ys^^  ^  Q.y^^n^z h  T^ys)  =  t^K^  i 

on  prendra  la  différence  de  cette  dernière  équation,  qui  sera 

et  on  la   comparera  avec  l'équation   proposée    multipliée  par  ii^^  ce 
qui  donnera  

Si  Ton  prend  ces  équations  dans  un  ordre  inverse,  on  en  tirera 

•  •  •  •  • ...••.••  p  ••  ... 

â         — *    ^'"^^     P*  m^m     P 


***-^*=     I 9 
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d'où  Ton  conclura 

T     Z=2  V 

^' -^    ^»+.— ^^7, +„.,.... —  (5^,, 

~*  nx  rx 

déduisant  de  celte  dernière  la  valeur  de  a,H-i,  pour  la  mettre  dans  Téqua* 
tion  «,^,ju,^,  ^=^l^s3  on  aura 

Il  est  visible  que  cette  équation  répond  à  celle  du  n"*  1046;  et  si  Ton 

&it  -'^  =  — ,  il  s'ensuivra 

ce  qui  donnera  — —  = ,  et  conduira  par  conséquent  à 

^"^     4.  -Z*lfî=L. ^.5f±!.  4.^^4-1=0, 

on  à 

Nous  ne  nous  arrêterons  point  ici  sur  les  propriétés  de  cette  équation; 
sous  nous  bornerons  à  observer  que  lorsqu'on  aura  trouré  n  valeurs 
particulières  qui  y  satisfassent,  on  pourra  former  un  pareil  nombre 
d'équations  semblables  à 

F'^<lxJrx^^^  +  P'srx^n^.+  Q  sJx^u^Z +3^./.)  =2^/^,  , 

au  moyen  desquelles  on  obtiendra   l'expression  de 7*^,  en  éliminant  les 
n—  I  quantités  j^^, ,  jr,^  , . . .  .j'xh—i- 
Si  l'on  n'avait  que  n^^m  valeurs  de  ^«i  on  ne  pourrait  chasser  que 
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;»— /7i— I  de  ces  quantités ,  ef  on  ramènerait  par  conséquent  Tcquation 
proposée  à  une  autre  contenant  ^,,  ^a:-*-i  >•••  ••/*+m>  c'est-à-dire  de 
Tordre  m. 

Deianatare      1066.  On  a  déjà  VU  ^  daus  le  n"*  g43,  que  les  quantités  arbitraires ,' 
des  arbitrain»  introduitcs  par  l'intégration  des  équations  aux   différences  à  deux  va- 

introdiiitcs  par     .   ,  ,  *  "     ,  .  *  11  • 

i'integrationdea  naoïes  ^   ne  sout  pas  nécessairement  constantes  comme  celles  qui  com- 

ë^ations  aux  plèieut  Ics  intégrales  des  équations  différentielles;  mais  seulement  qu  elles 

de  Ja  consmic-  «6  doivcut  poiut  changer  de  valeur,  lorsque  la  variable  indépendante  x 

tiondcccaquan-  dcvicut  x-^l^x.  Si ,  par  exemple ,  lorsque  b.x  est  constant  et  égal  à  /j, 

on  a '47-  =  o^  on  pourra  prendre  pour^  toutes  les  fonctions  de  x  qui 

conservent  la  même  valeur  quand  on  y  met  x^h  au  lieu  de  «r.  Or,  il 

est  facile  de  voir  que  parmi  les  fonctions  circulaires  il  s'en  trouve  un 

nombre  infini  qui  jouissent  de  cette  propriété  :  telles  sont  les  fonctions 

de  sin-^,  cos-^,  lorsque  ^   désigne   la  demi-circonférence.  Dans 

cette  hypothèse,  Téquation  aux  différences  t^j  a  donc  pour  intégrale^ 
non  pas  simplement  ^ = co/z^^  ,  mais 


en  considérant  d'ailleurs  la  fonction  9  comme  entièrement  arbitraire  > 
et  susceptible  par  conséquent  de  toutes  les  formes  possibles. 

On  a  mis  en  évidence  dans  cette  fonclioq  le  sinus  et  le  cosinus  de 

l'arc  -^  y  pour  montrer  qu'on  ne  doit  pas  la  réduire  à  ne  contenir  que 

l'une  pu  l'autre  des  quantités  sin  -4^,  cos  ^ ,  parce  qu'alors  elle  ne  se- 
rait pas  constante  seulement  dans  le  passage  de  xà  x-^-h^  mais  elle 
le  serait  encore  lorsque  x  se  changerait  en-— Jc,  enA-— x^à  cause 
que 

sin  -T-  c=  sm  f  ^—  -T- J  f       cos -j-  =  cos  la^it  —  -r- )> 

ce  qui  donnerait  encore  A^  =  o ,  pour  des  cas  où  ùlx  ne  serait  pas 
égal  à  h. 

Il  est  évident  que  la  fonction  qui  complète  l'intégrale  de  Téquation 
A/ =  o ,  prise  dans  Thypothèse  de  Aa:=A,  compléterait  aussi  toute 
autre  équation  aux  différences  du  premier  ordre,  prise  dans  la  même 
hypothèse;  il  faut  donc  substituer  dans  l'intégrale  de  l'équation  quel- 
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conque  du  premier  ordre  (io38)^  au  lieu  de    C^  la  quantité 

f(siD27J-a?)  cos27rjc),  puisqu'on  y  suppose  Ao:,  ou  à=:  i. 

1067.  Cest  Euler  qui,  le  premier,  fit  cette  remarque  importante^ 
en  cherchant  le  terme  général  des  suites  récurrentes  (io5o),  par  Finté* 
gration  d'une  équation  différentielle  d'un  ordre  infini;  la  marche  qu'il 
a  suivie  dans  cette  occasion  est  trop  élégante  pour  n'en  pas  donner  une 
idée.  Il  se  propose  d'abord  de  trouver  le  terme  général  de  la  série  dans 
laquelle  chaque  terme  est  égal  à  celui  qui  le  précède,  ce,  qui  lui  donne 
1  équation  7,^,  =JK*;  et  en  observant  que 

Jrs^^  =7^+7  di^  •*"  175  d?  +  7X3  Tx^  +  ^^^-  ' 
il  la  change  en  cette  autre 

o  =  $^+-i-^T  +  ~^ft'  +  etc., 

équation  différentielle  du  premier  degré,  mais  d'un  ordre  infini,  et 
à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  js  =  C^^  pourvu  que  m  soit  déter- 
minée par  l'équation 

î?^^4.-îî^  +  etc.  =  o, 

qnr  revient  à  e"—  1  =  0.  Cette  dernière  donne  d'abord  171  =  0,  et  par 
conséquent  ^=C7;  maïs  ce  résultat  n'est  pas  l'intégrale  complète  qui 
doit  nécessairement  renfermer  un  nombre  de  constantes  arbitraires  égal 
k  l'exposant  de  l'ordre  de  la  proposée, et  par  conséquent  infini;  pour  y  par- 
venir, il  Êiut  donner  successivement  à  m  toutes  les  valeurs  qui  peuvent 
satisfaire  à  l'équation  c" — 1=0;  or,  en  passant  aux  logarithmes,  on  a 


m 


ss  1 1  s=:  o  ±  2iiC  y/ —  I  {Int.  81)  , 


expression  dans  laquelle  i  représente  tous  les  nombres  entiers  possibles, 
y  compris  o;  etsi  Pon  réunit,  comme  dans  le  n»  6o5,  chaque  couple  de 
valeurs  semblables,  on  en  déduira,  pour  l'intégrale  complète  demandée, 
deux  termes  de  la  forme  ^ 

c  cos  2V7rx  +  c^  sin  2i7rx , 

c  et  c,  désignant  de  nouvelles  constantes  arbitraires.  Il  suit  de  là  que 
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rexpressîon  de  y^  sera  de  la  forme 

(C'^'d co^vTTx  +  c''  co%Içrx  +  ^'"  cos6^J?.  .vr..- 
+  c\  sin  aTTJC  4-  ^"i  sin47ra:  4-  c'",sia67rj: ^ 

ce  qui  reTÎent  évidemment  à  une  fonction  arbitraire  des  quantités 
sin  aTTo:^  cosa^rx  {Introd.  54 >  55).  Euler  traite  successivement  de  la 
même  manière  les  progressions  par  différences  (ou  arithmétiques)  j  les 
progressions  par  quotiens  {on  géométriques^  y  les  séries  récurrentes,  et 
parvient  à  des  résultats  analogues  au  précédent;  mais  nous  ne  saurioas  . 
le  suivre  dans  ces  détails. 

io68.  Lorsque  la  différence  de  la  variable  indépendante  x  n'est  pas 
constante^  le  procédé  du  n*  io56,  appliqué  à  l'équation  A7-,=  o, 
conduit  à  la  composition  de  la  quantité  qui  doit  entrer  dans  la  fonction 
arbitraire;  car  ayant  changé  celte  équation  en  A;^«=  o,  son  intégrale  doit 
être  ^.=  4(sin2Tz,  cosa^z),  et  il  n'y  a  plus  qu'à  substituer^  au  lieu 
de  2  9  sa  valeur  eu  x. 

Ayant  trouvé ^  pour  le  cas  où  Lxzzzxl'^mXy  dans  le  numéro  cité^ 

"1  ™^  1 

il  en  résulte  que  la  constante  C  dort  être  remplacée  par 

4j«n^rii^j,co,,2rn^-|j. 

la  constante  16  pouvant  être  réunie  à  celles  de  la  fonction  '\f  y  ei  que 
par  conséquent  l'esqpresaion  complète  de  j^j  ou  de  ^{mx)^  qui  satisfait 
à  réquatk»  ^[xf*)iazp(mx)^Qy  est 

,priiJ!ï--i,co5prii-*!ï-~|i 

2  fiiJîi^ 


(mx)  =s'\\sui\ 


+q"^j- 


Dans  réquation  ^(jt:)*=(p(2x)-|-3,  du  même  ntitnéro^  on  a  obtemi  3*=ejr, 
ce  qui  donne  z=:  r-;   la  fonction  arbitraire  doit  donc  être 

l  sm -jY"  9   cos  — |— K  et  Ion  doit  avoir  par  conséquent 


♦W={+(-Tr.  «»Tr)}'+{+(-Tr.  '"T^} 


Digitized  by 


Google 


DES  ÉQUATIONS  AUX  DIFFÉRENCES.  247 

Les  mécMS  considérations  s'appliquent  à  un  ordre  quelconque;  Téqua- 
tioa  4u  Q*  io57  Qous.  servira  d'exemple.  Eo  y  supposant  les  coeûlcieas 
coDStans,  elle   se  réduit  à 

j:.  +  Pyr'.^Qrr\ +  zy.,  +  Vy.^v,, 

et  se  ramène  à 

la  différence  de  la  variable  z  étant  égale  à  Tunité^  lorsqu'on   prend 
j( sp: p  ;  par  ce  moyeo y  lutégrale 

qai|  pour  itre  complète,  doit  s'écrire  ainsi  ^ 

jf=zfn!*<p\sm:mz^  C0S2^j5)+  /»"*4>"(sina^«,  cosawt)  1 

+iw'"*(p'"(sin27rz ,  cos27rz)+ J  ^ 


f',  9")  ^'^ désignant  des  fonctions  arbitraires  indépendantes  les 

unes  des  autres  ^  devient 


\m'  Im* 


j,=  x    ^  ^^sin-j^,  cos-j— j+x     ^  (^sm-,— ,  cos^-J 

en  y  substituant,  au  lien  de  z,  sa  valeur  en  x. 

1069.  ^^  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  complètent  les 
intégrales  des  équations  aux  différences,  ne  peut  s'opérer  en  assujétis- 
sant  ces  intégrales  à  satisfaire  à  un  nombre  limité  de  valeurs  données  ; 
car  il  est  visible  que  toute  fonction  arbitraire  comprend  implicitement 
nn  nombre  infini  de  valeurs  arbitraires.  Soit,  pour  exemple,  l'éqnatioa 
jr^sz  Xp(sin27rXy  cos27rx)^  de  laquelle  on  doive  tirer  un  certain 
nombre  de  valeurs  jr^:=xa^  jr^^za'y  ^^=a'',  etc.  Si  ces  valeurs  ré^ 
pondent  à  ^7=30,  xa  i  ,  ar=:a,  etc.,  on  ne  pourra  satisfaire  en  gé«> 
Béni  qu'à  la  première  des  conditions  imposées;  car  dès  qu'on  aura 
assigné  pour  ^(sinMrx,  easQurJc)^  une  première  valeur  déterminée , 
de  laquelle  il  résalle  j^«;=7a,  cette  valeur  devant  se  retrouver  la  mém« 
pour  lesiadîcafta?;??!,  ^ssa^  «ssS^  çtç.>  il  s'ensuit  que  les  valeur» 
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àej^gy  relatiyes  à  ces  indices,  sont  aussi  déterminées.  II  -faat  donc  que 
les  quantités  données  a'^  d\  etc. ,  correspondent  à  des  indices  intermé- 
diaires. 

Si ,  au  lieu  d  un  nombre  limité  de  valeurs  isolées ,  qui  ne  peuvent 
déterminer  qu'un  pareil  nombre  de  valeurs  de  la  fonction  arbitraire  ^ 
indépendantes  les  unes  des  autres  ^  on  suppose  <^\^  dans  Tintervalle 
compris  entre  ocz=o  et  0^=1,  l'expression  dej^,  doive  fournir  les  mêmes 
valeurs  qu'une  équation  donnée  j-«=f(a:),  la  question  sera  déterminée. 
En  effet,  s'il  s'agissait  de  trouver  la  valeur  de  j^  qui  correspond  à  un 
indice  égal  à  un  nombre  entier  quelconque  m  y  plus  une  fraction  y  soit 
comroensurable  9  soit  incommensurable ,  que  nous  désignerons  par  riy 
on  calculerait  la  valeur  de^.,  d  après  réquation^:r=:f(«r);  comparant  le 
résultat  avec  celui  que  donne  alors  réquatîon^;.=X(p(sin2çrJC,cos2^j:), 
.  on  aurait^  pour  ce  cas,  la  valeur  de  ^(sinaTr/i,  co«2:t/i),  qui  doit  être 
la  même  que  celle  de^[sin2^(m-f-/ï),  cos29r(i»-H/î)],  et  Téquation 
y^  =:  Jf^(sin  irrrxy  cos  onrx) ,   de venan  t  par  là 

7«H.»  =  ^m4.,<p(sin  vnrn ,  cos  asr/i)  , 

serait  entièrement  déterminée. 

La  seule  condition  à  laquelle  soit  assujétie  Téquation  donnée ^^r=:f(ar), 
c'est  qu'on  en  tire,  pour  j^o  et  j^, ,  les  mêmes  valeurs  que  de  Téquatioa 

^,  =  -Jr(p(sin2'7rx,  cosaTTor). 

1070.  Les  considérations  géométriques  jettent  un  grand  jour  sur  la 
théorie  analytique  que  nous  venons  d'exposer  :  voici  d'abord  com- 
ment on  peut  représenter,  par  le  cours  d'une  ligne,  les  circonstances 
FIG.  4.  de  l'équation  A^-sso  :  soit  ARy  Jig.  4»  ^^^  droite  indéfinie  parallèle  à 
l'axe  OX  des  Xy  menée  à  une  distance  quelconque  de  cet  axe,  et  divi-« 
sée  en  parties  A  A' y  A^A!\  A^'A"\  etc.^  égales  à  Ajc;  toutes  les  courbes 
telles  que 

ABA^BA^^ff'A"'Sy    ACA'CA''C'A^''Ty    ADA^UÂ'U'AI^'U,    etc., 

passant  par  les  points  A  y  A\  A^\  A"'yeXc.y  et  composées,  entre  ces  points^ 
de  parties  égales  et  semblables ,  satisferont  à  Téquation  Â^*  =:  o.  Gela 
est  d'abord  évident  pour  les  points  A\  A\  A"' y  etc.,  et  Ton  voit  en- 
fuite  que,  prenant  AP  =  0:,  AP'  =  x  +  Ajt,  les  arcs  AL  et  A'L'^ 
AM  et  A^M\  AN  et  A' N'y  etc. ,  étant  égaux  et  semblables,  les  ordon- 
nées LP  et  L'F^  MP  et  ATF,  NP  et  N'Fy  etc. ,  seront  auasi  res- 
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pectîvementégales^  et  Ton  aura  par  conséquent^  dans  chaque  courbé, 
Aj  =  o. 

On  peut  se  former  une  idée  de  la  construction  de  ces  courbes,  en 
concevant  une  surface  quelconque  rapportée  à  trois  coordonnées  rec- 
tangleS)  à  deux  desquelles  on  assignerait  pour  valeurs  celles  que  reçoivent 


le  sinus  et  le  cosinus  tabulaires  de  lare  -— ,  ou  bien  celles  de  sino:  et 


Ax 


de  cosoTy  prises  dans  le  cercle  dont  la  circonférence  est  égale  à  A«r  ; 
la  troisième  coordonnée  de  cette  surface  serait  la  valeur  de^,  exprimée 

par  1  équation  ^=  (p{sin  — ,  cos  —). 

La  condition  âkjr:=o  n^entrainant  point  la  continuité  dans  les  ré<^ 
sultatSy  les  courbes  j^S,  j4T^  AUy  etc.,  ne  seront  point assujéties^à 
celte  loi.  Le  polygone  EFWFE\ . . .  /^,  composé  de  parties  sem- 
blables EFE\  EFE\  etc.,  donne  également  bjz=zo\  il  en  serait 
de  m^me  d'une  suite  d  arcs  égaux  et  semblables  d'une  courbe  quelconque, 
assemblés  d'une  manière  disconliguë,  comme  le  sont  les  arcs  GH^  GH!^ 
G'ff'y  etc.  :  ainsi  la  fonction  désignée  par  ^  peut  être  disconlinue. 

107 1.  La  construction  des  équations  aux  différences  s'accorde  par-- 
faitement  avec  la  détermination  analytique  des  fonctions  arbitraires; 
En  effet,  soit  Ljrz=.ll(Xy  y)  une  équation  quelconque  de  ce  genre  et 
du  premier  ordre  :  ayant  choisi  arbitrairement,  ou  déterminé,  «uiyant 
les  conditions  de  la  question  ,  le  premier  point  B  de  la  courbe  cher- 
chée ,  Jig.  5  ;  comme  Téquatioa  n'apprend  rien  sur  tous  les  points  cor-  FIG.  5. 
respondans  à  la  portion  d  abscisse  AA'=z  Aa;,  et  qu'elle  donne  seulement 
Tordonnée  AB^-=-j^y  on  pourra  faire  passer  par  les  points  B  et  B^  une 
portion  d'une  courbe  quelconque.  Cela  £siit,  pour  obtenir  la  portion 
correspondante  à  l'intervalle -<f'^",  on  prendra,  en  arrière  d'un  point 
quelconque  P^  de  cet  intervalle,  une  dislance  PPz=.AA^z=LbLX ^  et  éle- 
vant l'ordonnée  PM^  on  mènera  MU  parallèle  à  AR-^  tirant  ensuite 
de  l'équation  Ly=iS{Xyj)  la  valeur  de  Ly  pour  Tabscisse  AP^  celle 
valeur  donnera  la  droite  D^M!^  qui,  jointe  à  P'D'z=:PM y  fera  connaître 
le  point  AT.  On  trouvera  de  même  tous  les  points  de  l'arc  B'B*  :  cet 
arc,  employé  à  son  tour  comme  l'arc  BB\  donnera  ceux  du  troisième 
arc  B'B"'y  et  ainsi  de  suite.  1 

11  est  évident  que  l'on  pourrait,  par  le  même   procédé,  continuer 
la  courbe  en  arrière  du  point  A^  et  que,  dans  tous  les  ças^  elle  satis- 
fera à  l'équation  proposée,  puisque  les  différencias  ùjr=zUM*  auront 
5.  5a 
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des  vriewrs  conclues  de  cette  éqaatioii  :  nous  laissons  am  lecteor  i, 
faire  Tapplicalioa  de  ce  procédé  aux  équations  du  second  ordre  ^  des 
ordres  supérieurs. 

loya.  Nous  avons  supposé  plus  haut  que  la  différence  de  Tabscisse  a: 
élaît  conslanle;  si  le  contraire  avait  lieu  ^  on  n'en  construirait  pas  moins 
les  équations  aux  différetices.  Dans  ce  cas,  les  équations  proposées 
;peiivent  être  mises  souS  la  forme 

la  première  se  construira  d'après  le  numéro  précédent ,  en  regardant  x 
comme  fonction  d'une  nouvelle  variable  i^  dont  la  différence  soit  constante. 
Ayant  obtenu  par  son  moyen  la  grandeur  de  Ax,  correspondante  II 
une  valeur  quelconque  de  u^  on  se  servira  de  ce  résultat  pour  construire, 
par  la  seconde  équation,  le  ày  correspondant. 

En  regardant  les  trois  variables  Uj  x  y  y^  comme  les  coordonnées  des 
points  de  l'espace,  les  équations  proposées  représenteront  une  courbe 
à  double  courbure.  La  première  donnera  la  projection  sur  le  plan  des 
u  ei  X  y  et  la  seconde  la  projection  sur  le  plan  des  x  et^;  si  l'oa 
éliminait  or,  ou  parviendrait  à  l'équation  de  la  projection  sur  le  plaa 
des  u  eijr. 

Deiamnitî-      ^^1^-  L^  Correspondance  qu'on  a  dû  remarquer  entre  les  équations 

pHcitedesintë- différentielles  et  les  équations  aux  différences,  a  lieu  par  rapport  à  la 

eVaTioM^^aM ^^^^^^^  ^^  ^^^  detnières  avec  leurs  intégrales,  et  repose  sur  des  consi- 

differcncessoDt  dératious  auàlogues  à  celles  que  nous  avons  exposées  dans  le  n*   636  ^ 

cepu  «rs.     ^  p^gard  des  équations  différentielles.  Ces  considérations  ont  été  mises 

dans  tout  leur  jour  par  M.  Biot,  dans  un  Mémoire  qu'il  a  présenté  k 

l'Institut,  en  l'an  V  (1^97),  et  duquel  nous  avons  tiré  ce  qui  suit. 

Si  l'on  a  une  équation  quelconque  F(a,  o;,^)  =  o,  entre  les  deux 
variables  or,  ^  et  la  quantité  a  supposée  constante,  que  Ton  passe  à 
l'équation  consécutive  F.(«,  jc,,  j^,)=o,  et  que  Ton  élimine  a  entre 
luette  dernière  et  la  précédente,  le  résultat  sera  une  équation  aux  diffë« 
rences,  ayant  pour  intégrale  complète  F(a,  Xyj)  =0;  mais  l'équation 
aux  différences,  que  nous  désignerons  par  2^  =  0,  resterait  encore  la 
même  quand  la  quantité  a  serait  variable,  pourvu  que  le  cbangement 
de  celle  iquantité  n'influai  pas  sur  Féquation  F(tf,  ar,,/,)  s=  o.  Pouiç 
examiner  cette  circonstance,  dans  laquelle  il  faut  regarder^  comme 
*ûné  fonction  de  x  et  de  a,  nous  écrirons  Téquation  primitive  pra- 
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posée,  ainsi  : 

M  lorsqift'oR  fera  varier  a?  et  a  en  même  temps,  on  aara 

Cela  pose,  il  est  yisiUe  que  réqualion  Z=o  serait  encore  satisfaite 
par  Féqnation 

dans  l'hypothèse  de  a  variable,  si  l'on  avait  ^*i,;,  =^,,^;,  ce  qui  arri- 
verait uécessairemenl  si  les  équations 

pouvaient  s'accorder  lorsqu'on  changera,,  dans  la  seconde,  ^„^^  en 
fg,^^  :  dans  ce  cas,  les  équations 

F(a:.,  «,J^xi.O  =  o,         F(JP, ,  a„  ^,.,,)=  o. . .  .(^) 

auront  lien  en  même  temps;  et  en  éliminant  ^7,,,^,  elles  conduiront  à 
une  équation  entre  or,  jt,,  a  y  a.,  qui  exprimera  la  loi  suivant  laquelle 
doit  varier  a. 

Ce  résultat  n'est  pas  entièrement  semblable  à  celui  que  nous  avons 
indiqué  dans  le  n*  636.  Dans  ce  numéro,  la  relation  entre  a  ei  ac  est 
exprimée  par  rnie  équation  primitive,  e»  9orte  que  la  valeur  de  a  qu'oa 
en  tire  n'est  qme  particulière,  et  Téquaiion 

perdrait  sa  généralité  par  to  substitution  de  cette  valeur;  dans  le  oae  ao« 
tnel ,  au  contraire ,  ta  relation  entre  ^  et  a  étant  exprimée  par  une 
nouvelle  équation  aux  difTérences ,  conduit  à  une  valeur  de  a  comtplétée 
par  nue  quantité  arbitrait^  ,  à  l'aide  de  laquelle  l'équatioa 

conserve  toute  son  étendue ,  et  offre  par  conséquent  encore  une  inté-« 
^raie  complète  de  l'équaKon  aux  différeqces  Z^=o,  au  lieu  d'une  so- 
lution particulière  qu'aurait  eue,  dans  les  mêmes  circonstances,  und 
é^atîon  différentielle. 

1074.  Pour  approfondir  davantage  la  liaiioo  qui  esiste  oiltn^  kl  ààr 
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verses  intégrales  dont  nous  venons  de  montrer  Texistence^  il  faut  se 
rappeler  que,  consideVée  analytiquement,  une  équation  aux  différences 
donne  le  terme  général  d'une  série ^  et  que,  sous  le  point  de  vue  géo* 
métrique,  elle  est  le  lieu  d'une  suite  de  points  correspondant  à  de» 
abscisses  déterminées  suivant  une  certaine  loi.  Quand  la  constante  a 
reçoit  une  valeur  particulière^  Téquation 

F(a:,   a,  ^,,0  =  0 (H 

devient  une  intégrale  particulière  deZ  =  o,  d'après  le  sens  que  noua 
avons  attaché  à  cette  expression,  dans  le  n*  635;  les  équations 

appartiennent  donc  a  des  lignes  représentant  les  diverses  intégrales  par- 
ticulières qui  naissent  des  valeurs  ^i,  a.,  etc.,  attribuées  à  la  constantes; 
et  il  est  évident  que  Téquation 

répond,  dans  la  première,  au  point  consécutif  a  celui  que  désignent 
les  coordonnées  x  et  j,^^,.  En  établissant  donc  l'identité  de/«i,«i  et  de 
J'xi.'m)  ^t  considérant  les  équations 

comme  ayant  lieu  simultanément,  on  exprime  que  les  lignes  données 
par  les  équations  (^)  et  (^i)>  se  coupent  au  point  dont  l'abscisse  est 
or,  et  l'ordonnée  j^«,^«=:7'fT,«i>  ou  que  la  série  dont  le  terme  général 
est  déterminé  par  la  première  équation,  coïncide,  dans  son  deuxième 
terme,  avec  celle  dont  le  terme  général  dépend  delà  seconde  équation. 

Maintenant  si,  dans  les  équations  {W)y  la  quantité  a  reçoit  des  va- 
leurs successives,  conformément  à  la  relation  qu'elles  assignent  entre  cette- 
quantité  et  les  autres  variables,  on  aura  ces  nouvelles  équations 

F(jf.,  «i> ^x*,..)  =  o,    F(jr.,  «.,  jr^^^,)  ==  o. .  •  .(^,), 

d'où  il  résultera  encore  j^,»,.»  s=^,.^,,  et  qui  par  conséquent  établiront 
l'intersection  de  la  courbe  désignée  par  (^.),  avec  celle  que  repré- 
sente (^,),  au  point  dont  les  coordonnées  sont  cr.,  ^^,,4=^«„,.  En 
continuant  ainsi  de  proche  en  proche ,  oii  obtiendra  une  suite  de  rë«^ 
sultals  compris  dans  les  équations 
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qui  supposent  que /^.)^^,)=7'^a),a(ii-i)>  et  établissent  par  eonse'quent, 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  J:^.,  J^«(«),a(«)  ==^*(«).«(ii-i)>  une  înter-i 
section  entre  les  courber  désignées  par  (/^»-,)  et  (/^,). 

En  rassemblant  les  coordonnées  dies  divers  points  d'intersection  qUe 
nous  venons  de  ùire  remarquer^  on  formera  la  table 

X  f  ^ly  ^%J  •••••• Xn.  9 

qui  vérifie  Féquation  Z=o;  car  on  voit,  dans  la  seconde  ligne,  quej^;,,,^,  , 
étant  égal  à/,i ,«,  est  consécutif  à  ^,„ ,  qu'il  est  antécédent  à^,,^^,  puisque 
celui-ci  est  égal  à ^^,«,«1,  et  ainsi  des  autres.  Il  suit  de  là  que  le  système  des 
équations  (W}  exprime  la  loi  suivant  laquelle  il  faut  faire  varier  a^  pour  que 
les  dii^erses  intégrales  particulières  résultantes  de  cette  ^variation  se  coupent 
successivement  dans  des  points  qui  vérifient  V équation  aux  différences  Z=o. 

Si  donc  Ton  détermine,  au  moyen  de  ces  équations,  la  valeur  de  a 
en  X,  et  qu'on  la  substitue  dans  F(x,  a,  ^^,,)  =  o,  on  aura  l'équa- 
tion commune  à  tous  ces  points ,  d'oii^  dépend  le  terme  général  des  va- 
leurs déj^^^tf,  formées  d'après  la  série  précédente. 

U  faut  remarquer  que  cette  série  n'emporte  pas  nécessairement  l'éqna-^ 
tion^^,«  =:^,.^«, ,  et  celles  qui. en  dérivent^.et  que  par.coaséqaisnt  elle 
vérifie  bien  Téquation  aux  différences  premières  Z=:o,  mais  non  pa9 
la  différence  de  celle-ci,  ou  Téquation  aux  différences  secondes.  * 

Si  réquation 

que,  pour  abréger,  nous  représenterons  par  ^=o,  contient  des  ra- 
dicaux, ou  si,  lorsqu'elle  en  est  dégagée,  la  constante,  a  y  monte  au- 
delà  du  premier  degré,  les  équations  (JV)  conduiront  à  une  nouvelle 
intégrale  que  nous  nommerons  intégrale  indirecte,  mais  elles  n'en  don- 
neront pas  d'antres  que  /^=so,  si  a  ne  passe  pas  la  première  puissance. 
Éclaircissons  ceci  par  quelques  exemples. 

1075.  Soit  Téqualîdn  j^,.a  =  ^KT — a*....  (F').  Si  Ton  en  prend  la 
différence  dans  l'hypothèse  de  Axsx,  on   aura  ù^jr^siOXy  d'où  00 

tirera  a  ss  -^ ,  et  par  conséquent 

r.-'^x-^^ ^)y 
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les  équations  (.FF)  deviendront  alors  'i 

et  donneront  par  conséquent  la  suivante  : 

ox,  —  «»=:ii,jp,-^<ij,    ou    (4»,— a)a?,  —  «  —  a*)Bao. ..  .(17), 

qui  se  décompose  dans  les  deux  facteurs 

a,  -^  fl  =  o ,  jcr,  —  (a,  +  ^)  =  <w 

Le  premier^  d'où  il  résulte  a=  const.j.  nous  ramène  à  l'équatioa  pri^ 
mitive  (/^),  et  le  second  étant  intégré  par  le  procédé  du  n*  io56,  après 
avoir  mis  ax  au  Heu  de  x.^  conduit  k 

substituant  catte  valeur  de  a  dans  l'équation  (P^) ,  on  la  changera  en 

Pour  cofiatraire  cette  nouvelle  intégrale,  il  £raf  d!*abord  déterminer 
les  asbitoatres  4  et  b,  de  manière  qu'au  premier  point,  que  Ton  supposa 
dooné  9  en  ait  jr^^t  ^^fx,a'  En  dés^nant  donc  par  a  et  /3  les  cooi^dlon- 
nées  de .  ce  poiol,  oa  aora 

d^où  Fbn  trrera  déuxvdenrs  pour  a  et  autant  pour  d,  qui  fourniront 
en  tout  quatre  séries  satisfaisant  à  Féquation  (Z)/ 
B  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  b  seront  de  la  forme 


et  fue  par  conséquent  l'on  aqva  ces  deu  équaftk 
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Sdit  tnaMHenanl  AX^Jtg,  6y  Ta^ce   des  dbscrsses  sur  lequel  on  ait  FIGS. 

^nJP^àLz  Icsvaleiirs  ...AP,,,,  JP^^^  AP^.tiAP'y  AP\  AP"'^... 

ks  mes  antëcédMles  à  APj  et  lès  antres  ^trivamtes^  seront  déterminées 

pr  Tmlcgrale  île  Fëqualkm  :st^  t=  ior,  t^ï  donne  x=i  2*a  (io56)  ;  d'où 

roDVoitqu'à  chacune  de  ces  abscisses^  la  quantité  — ? est  égale  à  un 

br-U 

nombre  entier^  9^^i — *)  '^  =-+-1  oii . — ï^  selon  que  3  €$l  un  nombre 

pair  ou  impair,  et  qu'enfin  (•—  i)    ^*    ==^1.  Cela  posé,  on  construrra 

h  parabole  CQ^  donnée,  par  Téquation  y  =:  ^ J'%  etla  droite  AR^ 

Vx  ^ 

représewtant  ré^fuatîon  y  :ss  4-  -^  ^<m  ^iMieodra  les  ordonnées  de  rang 

impair,  safvwr, 

.      Pu,^.uy    P.M,>    P'M',    P"'M"' 

en  ajovilsirt  Tordonnée  de  la  ligne  droî^  AR  à  cette  de  h  pard>oIe  ; 
et  les  ordonnées  de  nn^;  pair,  «avoir  : 

K^a»     PM,     P'M", 

en  retranchant  l'erdonDée  de  la  ligne  droite.  Ceb  âât,  tootes  les  droites 
MjfjM^^y  ^/i^/>  ^^^'9  9^^  foignent  deux  points  consécutifs  de  la  noa-«i 
Telle  tolégrale^  seront  comprises  dans  Téqnation  7'=:€ur-^a%  ce  qui 
Terifie  la  oondusioo  du  numéro  précédent. 

Une  seoiblable  eonstraclioB ,  appliquée  à  l'équatioci  formée  par  la 
seconde  valeur  de  &,  doooe  une  troisième  intégrale  dont  les  points 
successifs  sont  désignés  par  les  lettres 

Ces  points ,  absi  ^e  ceux  de  Tintégrale  précédente ,  scmt  joints  par 
des  droites,  afin  d'en  rendre  l'ensemble  plus  évident. 

Il  convient  de  remarquer  que  les  deax  inlégrales  incRrectes  se  re-* 
dttiraîent  à  une  seule,  si  Ton  avait  j3  ss  ^A^ 

1076.  La  méthode  précédente  suppose,  comme  on  l'a  déjà  dit,  que 
Téquation  aux  différences  passe  le  premier  degré,  et  qu'elle  ne  puisse  se 
décomposer  en  facteurs  rationnels,  L'équalîon  A;^*=e%  par  exemple, 
dans  l'hypothèse  de  Aâ:=i,  donnant  A;^==:-f-^j  A^-s:— -c,  a  deux  in^ 
tégrales  distinctes , 
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£n  faisant  varier  les  constantes  de  ces  équations  »  on  n'obtl^drait  point 
de  nouvelles  intégrales^  quoiqu'il  soit  évident  que  les  intégrales  parti- 
culières que  fournit  la  première  ^  puissent  coïncider  avec  celles  qui 
résultent  de  la  seconde,  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  aux  diffé- 
rences ,  comme  le  montrent  les  séries 

^9  *^i  9  ^%y  CtCê , 

y*i*y       •7^«»,«  ^^^,X«i,«i  ^       ^*»,<n  ^-^J^«»,fl/>        6tC, , 

formées  d'après  celles  du  n"*  1074* 

Il  est  facile  d'apercevoir  pourquoi  ce  cas  diffère  de  celui  que  nouS 
Avons  considéré  en  premier  lieu.  Les  deux  intégrales  de  Téquation... 
A7^  =  c%  considérées  séparément ,  ne  fournissent  que  des  droites  p^ral«* 
lèles  qui  ne  sauraient  se  rencontrer;  de  plus,  ces  intégrales  n'étant 
point  liées  entr'elles  par  une  irrationnalité  commune,  et  se  trouvant 
exprimées  par  deux  équations  distinctes,  on  ne  saurait,  par  nne  même 
opération  y  faire  varier  à  la  fois  les  arbitraires  a  et  a\  de  manière  que 
les  droites  données  par  l'une  coupent  celles  qui  résultent  de  l'autre; 
mais  cette  difficulté  disparaît  lorsqu'on  a  recours  à  l'équation  aux  dif-- 
férences*  9 

En  «ffet ,  les  diverses  intégrales  complètes  que  peut  avoir  une  équa- 
tion aux  différences,  ne  sauraient  s'accorder  indéfiniment  dans  les  diffé- 
rences de  tous  les  ordres,  sans  quoi  elles «eraient  identiques.  Lorsqu'on 
faitjr,,,^==y-,, ,,.,  il  en  résulte  bien  j,.,^,=j,^,,.,  mais  non  pas j^^,.,==7^,.,«. , 
ainsi  quil  le  faudrait  pour  que  les  différences  secondes  fussent  corn-- 
munes  aux  deux  équations.  Nous  conclurons  de  là  ,  que  les  diverses 
intégrales  d'une  même  équation  du  premier  ordre,  doivent,  en  général^ 
répondre  à  diverses  équations  du  second  ordre;  et  M.  Monge  a  montré ^ 
le  premier,  que  l'on  obtenait  ces  dernières  en  différentiant  Téquation 
du  premier  ordre  ,  parce  que  le  résultat  se  décompose  en-plusieurs  fac- 
teurs rationnels.  C'est  l'application  du  procédé  exposé  dans  le  n"*  63a  ^ 
qui  l'a  conduit  à  cette  remarque. 

Si  l'on  prend  la  différence  deFéquation  A7'*=:c%on  aura  l'équation 

aAjA^H- A'j*=:o, 
qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

Uy  =  o  ,         a  Ay  +  Ly  =  o  ; 
le  premier  donne  A/-=:^^  A  étant  une  constante^  et  par  une  non—. 
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feUe  intégration,  mène  à  ^s=:  Aœ^^  a.  La  constante  J  n'est  pas  arbi- 
traire, puisque  Téquation  ùkjr=zA  doit  nëcessairenienl  s'accorder  avec 
la' proposée  A^-^ssic*;  on  a  donc  -<^=dbcet7  =  ±cx+a  :  telle  est 
ilotégrale  qui  se  présente  la  première.  Le  second  facteur  2  A/  +  A^=o 
s'intègre  facilement  et  conduit  d'abord  kyr^àf^ssb}  ce  dernier  ré* 
sultat  donne,  par  le  n*  io58 , 

en  réduisant  et  changeant  l'arbitraire  b  en  :kb.  Tirant  ensuite  de  cette 
expression  la  valeur  de  Ùljt^  pour  la  comparer  à  l'équation  Ajr^=i(fy  afin 
de  déterminer  l'une  des  arbitraires  ,  on  trouvera  àjr=i  —  2jB(— -1)% 

d'où  Ton  déduira  0  =  db  -  ;   on  aura  donc  pour  Téquation  proposée 

ù^z=c*,  les  quatre  intégrales  suivantes: 

jr,^^  5=  cjc  +  a......{i),        jr,^^  =  ^ex+a (a), 

M.  Biot  met  les  deux  dernières  sous  la  forme 

/-..  =  3(-i)— +*...-(5),     J-...  -  -  5(-i)*-'+*.-.(4); 

pour  les  faire  partir  d'une  abscisse  quelconque  x=^a.  Si  l'on  désigne 
alors  par  /3  l'ordonnée  de  ce  premier  point,  et  qu'on  détermine  les 
constantes  b ,  pour  qu'elle  soit  commune  aux  deux  équations  précédentes, 
on  en  déduira 


qni^  pour  les  abscisses, 

a,        *4-i,        «-l-^ii        «+5,        etc., 
conduiront  respectivement  aux  ordonnés 

i3,        iS  —  c,.  i3,  ^  — c,        etc., 

i8,        /S+^,  |Sf         -^4-^,        etc., 

sur  lesquelles  on   construira  les   polygones  MniW^ni^^M''^  etc. ,..../ 
MMfM'M'^'M'"  eic.^fg.  7,  formés  de  droites  comprises,  tantôt  dans  na 7. 
^intégrale  (1)  ,  tantôt  dans  l'intégrale  (2),  le  premier  donnant  alternatif 
vement  A/ss  — c,    A;^=;  +  i?,  et  le  second,  A;^  =  H^ c,  A^-cs— c. 
5.  '35 
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1077.  Pour  aM>H<ïuer  comroo^éawnl^  procédé  de  H.  Monge  k 
réquation  du  n*  1075, 

jr^àjr  —  ^y 

«laas  laquelle  ùxs=iXf  M.  Biet  la  change  ca 

en  faisant  P  =  ^;  et  prenant  la  différence,  il  obtient 

ce  qui  se  réduit  à 

A/>(—  2JC  4-  aP  -f-  ^-P)  =  o> 

en  mettant  pour  Ay  sa  valeur  Px,  et  en  observant  que  Ax=x. 

Le  premier  facteur  AP = o ,  étant  intégré ,  donne  P  =  ^=za,  ou 
Lj-=ax,  valeur  qui,  substituée  dans  l'équation  proposée  aux  différences, 
conduit  immédiatement  à  l'intégrale  directe  ^r=:  «a: —«*. 

Le  second  facteur  2P4-AP  =  aa:,  revenant  à  P,  +  P  =  aac, 
conduit,  par  le  procédé  du  n*  io56,  à  intégrer  d'abord  l'équation 
je^,  =  ajc,  puisque  jc,  s=  aar,  et  on  parvient  à  ar.ssa*;  pais  en  opén 
rant  sur  l'équation 

«a  trovve 

P. = (-i)«2  ^. = c-o-sc-ar  •-  =-  (-i^cc+î  (-^r  •]• 

Mais  de  P.c=  $^'  =^,  U  résulte 

A^.  =  -(-in<?.a--|  (-4)-]  =~  q-a)« 4- 1(4)*, 
d'où  Ton  d«dait 

^.=:-2[q-a)'-|(4)*3==iC(-a)'H-5(4)*+C; 

remettant  pour  z  sa  valeur  j-^^  tirée  de  1  équation  x«=:2%  on  aun 

Cette  équation  contenant  deux  arbitraires^  !1  s'en  trouve  une  de  surabon-» 
dante  qu'il  &ut  déterminer^  en  substituant  cette  valeur  de  jr^  dans  Téqua; 
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lion  aux  différences,  ^:»  A;^^-  -^j  qnî  se  réduit  alors  k 

air 

et  Ton  a,  par  conséquent, 

résultat  qui  devient  identique  à  celui  du  n*  1075,  en  prenant  Cî=3— -£. 

1078.  Les  nouvelles  intégrales  que  nous  venons  de  trouver  pour  les 
équations  aux  différences,  ont  bien,  avec  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles,  une  analogie  très-remarquable  :  les  unes  et 
les  autres  s'obtiennent ,  soit  en  faisant  varier  la  constante  arbitraire  dans 
llntégrale  complète,  soit  en  différentiant  de  nouveau  l'équation  aux  dif«  * 
férences,  dans  un  cas,  et  l'équation  différentielle  dans  l'autre;    maisi 
malgré  ces  diverses  conformités ,  les  solutions  particulières  des  équa- 
tions différentielles  ont ,  dans  labsence  de  la  constante  arbitraire ,  un 
caractère  distinctif  auquel  il  faut  bien  faire  attention ,  pour  éviter  l'er- 
rear  dans  laquelle  le  géomètre  Charles  est  tombé,  et  qui  Ta  conduit  aux 
plus  étranges  paradoxes ,  relativement  au  Calcul  intégral  (^).  Il  remar^ 
quale  premier,  dans  le  t.  X  des  Savons  étrangers  y  la  pluralité  d'intégrales 
dont  pouvait  être  susceptible  une  équation  aux  différences  ;  mais  il  crut, 
dans  la  suite  {Mém.  de  VAcad.^  année  1788),  en  pouvoir  conclure  les 
solutions  particulières  des  équations  différentielles  correspondantes,  en 
frisant  seulement  Ax  =  o,  pour  répondre  à  la  supposition  de  àx  ii»- 
finiment  petit;    ce  par  ce  moyeii ,  dit-il ,    on    obtiendra   des  solutions 
>  particulières  plus  générales  que  celles  qui  sont  connues  Jusqu'à  pré* 
^  sent ,  et  l'on  en  pourra  déduire^  comme  en  cas  particulier,  la  solution 
)»  particulière  ordinaire;  dans  toat  ceci  on  suppose  Ax  constante.  » 
Charles  appuie  cette  assertion  sur  le  raisonnement  suivant  :  «  L'équa- 
%  tien  aux  différences  infiniment  petites,  (c'est-à-dire  l'équation  diffé- 
j»  rentielle)  ^  est  la  limite  de  l'équation  aux  différences  finies  correspon- 
»  dantes;  donc  la  solution   particulière  de  l'équation  aux  différences 


(^)  On  verra  plus  loin  que  les  équations  aux  difféi:ence8  admettent  en  outre  de  vé- 
rifablei  solutions  particulières ,  c'est-à-^dire  des  équations  primitives  dépourvues  de 
constantes  arbitraires  ^  et  qui  ne  sont  pas  cor^iprises  dans  les  intégrales  directes  ou 
îadirectei. 
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19  infiniment  petites^  est  ce  qne  devient  Tintégrale  nouvelle  de  Téqua*    * 
M  tion  aux  différences  finies  ^  quand  on  fait  dans  celte  intégrale  Aj:=o.  » 
11  est  bien  vrai  qu'en    faisant  àxz=zOy   A/=so,  dans  une  équation 
aux  différences  y  on  en  tire  l'équation  différentielle  qui  en  est  la  limite, 
parce  que  dans  cette  hypothèse  on  supprime  tous  les  termes  qui  ne  sont 
pas  homogènes  en  Ax,  Ajr  (6g)  ;  mais  on  ne  saurait  en  conclure   que 
les  équations  primitives  correspondantes  à  Tune  et  à  lautre  de  ces  équa- 
tions soient  liées  entr'elles  de  la  même  manière;  car  si  on  tire  des  équa« 
tions  (FF)  du  n*  i074,7„..s=f(jc.,  «)  et  j„,.,=  f(a:,,  a,)  ,  on  aura 
f(jc,,  a,) — f(Xi,  à)r=Oy  résultat  qui  prendra  la  forme  Aaf^(jr:,,  a,  Aa)=a, 
lorsqu'on  le  développera  après  y  avoir  changé  a^  en  a+Aa;  H  don- 
nera d'abord  iia=:Oy  ou  as=zconst.,.  valeur  qui  ne  conduit  qu'à  l'in- 
tégrale directe.  II  reste  à  traiter  1  équation    f/jr  +  Ax^  «^  Aéi)=o, 
laquelle  demeure  encore  susceptible  d'une  véritable  intégration;  mais  si 
'on  y  fait  àx  et  Aa  infiniment  petits,  elle  se  transforme  en  une  équa«» 
tion  primitive,  el  ne  donne  plus  qu'une  valeur  particulière  pour  a.  Lors 
donc  que  Ton  veut  passer  de  la   nouvelle  intégrale  de  l'équation  aux 
différences,  à  la  solution  particulière  de  Téquation  différentielle,  il  faut 
fiire  disparaître  la  constante,  sans  néanmoins  lui  assigner  aucune  va- 
leur particulière,  ce  qui  ne  se  peut  qu'en  revenant  aux  différences  et  ea 
effectuant  ensuite  sur  le  résultat  le  passage  des  diiEéreiices  aux  diffé- 
rentielles. 

En  prenant  une  marche  contraire,  Charles  obtenait  une  équatioa 
primitive  qui  ne  pouvait  pas  satisfiaiirè  à  l'équation  différentielle;  et  pour 
parer  h  cet  inconvénient,  il  introduisait  dans  l'intégrale  de  Téquatioa 
aux  différences  un  terme  affecté  des  différences,  qui  devenait  une  diffé- 
rentielle du  premier  odre,  et  détruisait  ainsi  l'homogénéité  qui  fait  la 
base  du  Calcul  différentiel  ;  cette  conséquence  aurait  suffi  seule  pour  raort» 
trer  l'erreur  dans  laquelle  il  était  tombé;  mais  il  y  en  ajoutait  une  autre 
qui  n'était  pas  moins  paradoxale  :  c'est  que  tous  les  polygones  inscrits  k 
une  même  courbe  ne  se  confondent  pas-  avee  elle,   quand  on  suppose 
le  nombre  de  leurs  côtés  infini,    et  quil  y  a  un  choix  à  (aire  entre  ce» 
polygones,  pour  tomber  sur  celui  dont  la  limite  conduise  à  Texpressioa 
de  l'inclinaison  de  la  tangente» 

1079.  ^*  Poisson  ayant  repris  le  sujet  que  nous  venons  de  traiter^ 
y  ajouta  plusieurs  remarques  importantes.  Premièrement,  il  montra^ 
d'une  manière  nouvelle  et  fort  simple ,  la  liaison  qu'ont ,  avec  l'équa- 
tion aux  différences  el  son  intégrale  directe^  les  intégrales  iodirecles 
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obtenues  par  Charles,  et  prouva  que  la  première  avait  encore  un  nombre 
iofini  d'intégrales  différentes  de  celles  dont  on  vient  de  parler.   Voici 
un  extrait  de  ces  considérations. 
L'équation  primitive  ¥(oCj  j^  a)  =  o  étant  mise  sous  la  forme 

(fl— /?)(«  — 9)(a  —  r).,..=  o, 

oii;?,  q^  Ty  etc.,  désignent  les  valeurs  qu'on  en  tire  en  la  résolvant 
par  rapport  à  la  constante  arbitraire  a,  deviendra 

(«.  —P^){^  —  y.)(«  —  rO- . . .  =  o , 

lorsqu'on  y  fera  varier  x  ^\  j\  et  mettant,  dans  ce  second  état,  au 
lieu  de  a  chacune  de  ses  valeurs,  puis  multipliant  entr'elles  les  équa- 
tions produites  par  ces  substitutions,  on  obtiendra  pour  résultat  del'éli- 
sûpalioa  de  la  constante  arbitraire  a,  1  équation  aux  différences 

{P  —  P^){P  —  9^{P  —  '•O---- 

X  (r  —  p,Xr  —  qO(r  —  r,)....[ 
X  etc. 

Cette  dernière  contient  deux  sortes  de  facteurs  :  les  uns,  comme 
P'^Pn  9  "^9%  9  ^^^'  f  formés  de  la  différence  de  deux  valeurs  successives 
de  Jaméme  fonction,  et  donnant,  en  conséquence^ 

àpéso^    Â^  s=  o  ,    etc. ,    conduisent  à    a  ^=^py    ^  =  f»    etc.  ^ 

équations  primitives  équivalentes  à  Fintégrale  complète. 
Les  autres  fiicleurs,  comme  , 

P--9^7    P--^iy y— A'w    etc., 

qui,  étant  égalés  k  zéro,  vérifient  l'équation  proposée  aussi  bien  que 
le  font  les  précédons,  ont  des  itiégrales absolument  différentes  de  l'équa- 
lion  F(ar,  j*,  a)  ssso,  et  qui  sont  les  intégrales  obtenues  par  Charles; 
nuus  ce  n'est  pas  encore  tout. 

Il  n'est  pas  nécessaire  que  l'équation  primitive  qui  vérifie  l'équation 
aux  différences ,  corresponde  dans  toute  son  étendue  an  même  facteur 
decelle^ri;  il  suffit  qu'elle  en  fasse  toujours  évanouir  un,  quand  il  serait  pris 
tantôt  dans  une  classe,  tantôt  dans  une  autre,  ainsi  qu'on  a  pu  le  re- 
marquer dans  la  construction  qui  termine  le  n*  1076,  et  comme  on  Ta 
le  voir  sur  l'exemple  choisi  par  M.  Poisson^ 
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1080.  Soit  l'ëqualion  primilive 
jrz=:(a-\-xy,    donnaut    (« -f- JC  —  V^)(«+ *  +  V5^)  =  °  ' 
si  l'on  passe  de  a:  à  x  +  i ,  on  aura 

(«  +  f4-i-v7.)(«H-^  +  '+V(^>  =  *'' 
d'où,  par  l'élimination  de  a,  l'on  déduira 

On  peut  d'abord  s'assurer  que  ce  résultat  s'accorde  arec  l'équation 

obtenue  en  tirant  de  la  différence  de  l'équation  j^  =  («+a:)%  la^ew 
de  a+or;  car  si  l'on  prend  la  racine  quarrée,  û  vient 

jtyp  =  ^,  d'où  =fcv^=^— ,  ^.-0'=*=»Vr+*>=<>» 

équations  dont  la  dernière  se  décompose  aisément  en  quatre  fecteurs, 
lorsqu'on  y  regarde  j  et  /.  comme  le»  quafrés  de  \/jr  et  de  v5\. 
Gela  posé,  les  fiicteùrs 

équivalant  à  db;AV^=i,  donnent,  par  leur  intégration,  ±v5;=x-H», 
ce  qui  est  l'équation  primitive  de  laquelle  nous  sommes  partis. 
Les  deux  autres  facteurs 

lorsqu'on  y  fait  devras —i 4- a,  »  changent  en 

équation  k  laquelle  on  satisfeit  en  po6ant,a«:*(— i)'(io4o),  b  éUnl 
une  constante  arbitraire;  on  a  donc 

^^^_i+^(-,)-,    d'où   r  =  {-i+*(-i)-)-. 
Voilk  l'intégrale  qui  3fé8ulieraît  de  la  variation  de  la  constante  arhi^ 
traire  a. 
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En  effel,  le  changement  de  x  en  or  +  i,  et  de  a  en  fl-i-Aa,  dans 
j  =  (fl*f-:r)%  conduit  à 

égalant  à  zéro  la  partie  de  jr,  produite  par  la  variation  de  a  y  on 
obliendca 

2Aa{a  -f-  ^  ■+•  iX+  ^^*  =  ^  > 
«t  laissant  de  côté  le  facteur  Aa=o,  qui  ne  donnerait  que  Tintégrale 
directe  9  on  aura  Téquation 

2(iï-|-x-f-i)  -I-  ûd5=:  o,     ou    «4-Aiï+ar-t-i  +«  +  0:=:  — i, 

laquelle,  devenant 

lorsqu'on  y  fait  a-^-xsziz^  rexAre  dan«  celle    du  n*    ioSq.  On   en 
déduira 

4W  il  suit 

et  enfin  l'intégrale  indirecte  trouvée  cinlesMs,  $i  l'on  fait  attention  qa« 

Eu  considérant  que  V^  renferme  implicitement  le  double  signe  d=, 
on  peut  réunir  les  quatre  acteurs  de  l'équation  aux  diffîrences  propo- 
sée,  en  un  seul,  de  la  forme 

I+V5-  — (— O^Vr.  =  <>> 

Itt  désignant  par  X  une  fonction  de  x  assnjétie  seulement  à  éire  un 
nombre  entier  toutes  les  fois  que  x  en  est  un,  et  supposant,  en  ooft- 
iéqiience ,  que  les  valeurs  de  cette  variable  soient  prises  dans  la  série 
des  nombres  naturels,  àx  étant  i.  Par  ces  bypotbèses,  l'expression 
(— i)^  ne  pourra  être  que  ±i;  dans  le  premier  cas,  l'équation  prë^ 
cédente  sera  identique  avec  les  facteurs  qui  donnent  l'intégrale  dî«- 
xecte,  et  avec  les  autres,  dans  le  second  :  cette  équation  et  son  inté- 
grale complète,  vérifieront  donc  toujours  la  proposée. 

Pour  trouver  cette  intégrale ,  M.  Poisson  multiplie  par  le  facteur 
(-^i)^'^  l'équation  rapportée  ci-dessus  j  et  comme 
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il  obtient 

Si  Ton  fait  jr=i^  il  viendra 


d'où 


v^^^K-O-'-i, 


ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on  a  déjà  trouvé;  car  il  est  visible  qu'on 
peut  changer  jc  en  —  a;  dans  ( —  i)*. 
On  peut  donner  à  l'intégrale  générale  obtenue  ci-dessus  la  forme 

en  élevant  les  deux  membres  au  quarré^  et  en  observant  que  •.:;«•  7 
(— .i)*^^s=i,  puisque  3£X  doit  toujours  être  un  nombre  entier.  De 
plus,  si  l'on  fait  attention  que  la  fonction  TLX y  prise  sans  constante  arbi- 
traire, n'est  autre  chose  qu'un  nombre  entier,  on  pourra  substituer  à  ^X 
une  nouvelle  fonction  X  y  eX  écrire 

1081.  La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer,  reposant  sur  la  réso- 
lution de  l'équation  aux  différences  proposée ,  se  complique  nécessai- 
rement, à  mesure  que  le  degré  de  cette  équation  s'élève  ;  et  il  faut 
ensuite  pouvoir  intégrer  ses  facteurs  a  après  qu'on  y  a  substitué  aux 
»  racines  de  l'unité  qu'ils  comprennent  explicitement  ou  implicitement, 
I»  des  puissances  entières  ou  variables  de  ces  racines  ,  ce  qui  »,  comme 
le  dit  M.  Poisson,  «en  rendra  le  plus  souvent  Tapplication  impos- 
»  sible  »  :  aussi  n'est-ce  que  comme  un  complément  nécessaire  de  la  théorie 
des  équations  aux  différences,  que  j'en  ai  parlé  dans  ce  Traité,  ren- 
voyant pour  les  détails  aux  Mémoires  de  M.  Poisson ,  cités  dans  la  table  ; 
mais  je  rapporterai  encore  la  manière  dont  il  explique ,  dans  le  second^ 
la  multiplicité  des  intégrales  des  équations  aux  différences. 

En  supposant  toujours  Ao:  =31,  l'équation  générale  aux  différences  , 
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(équivaut  à  la  suite  d'équations  particulières  ^ 

etc., 

an  moyen  desquelles  on  déterminerait  la  valeur  de^^^  puis  celles  de 
Jm^i9  de^«^. ,  etc.;  mais  si  le  degré  de  Téquation  proposée  est  mar- 
qué par  riy  et  qu'on  élimine /„,  entre  les  deux  premières  équations  de 
la  suite  précédente,  la  résultante  en  /m-i-i  pourra  monter  au  degré  «*  (io35); 
celle  qu'on  obtiendrait  en  ^„^a,  en  éliminant  ^„  et  ^„^t  entre  les  trois 
premières,  monterait  au  degré  n?j  et  en  continuant  ainsi  jusqu'à  j*,^ 
1  équation  finale  pourrait  s'élever  jusqu'au  degré  /z*"*"*""". 

La  conséquence  de  celte  multiplicité  de  valeurs  de  la  fonction  cher- 
chée jr,y  est  d'introduire  dans  l'intégrale  une  sorte  de  fonctions  arbitraires 
telles  que  celle  qui  a  été  désignée  ci -dessus  par  X^  et  restreintes 
à  D  avoir  ^  pour  chaque  valeur  déterminée  de  x,  que  «'"♦"*"•"•  valeurs. 

1082.  Le  même  géomètre  a  reconnu  le  premier,  et  prouvé,  que 
les  équations  aux  différences  admettaient  aussi  de  véritables  solutions 
particulières,  c'est-à-dire  des  équations  primitives  qui  les  vérifient,  el 
qui  pourtant  ne  sauraient  être  complétées  par  Tintroducticna  d'une  constante 
arbitraire  :  telle  est  l'équation^ 

par  rapport  à  l'équation  aux  différences 
dont  l'intégrale  complète  est 


a     .     5 


^-4^  +  TG^=^' 
la  différence  de  x  étant  i . 

Le  procédé  du  n''64â  s'applique  aisément  aux  équations  aux  différences 
du  premier  ordre,  mises  sous  la  forme  àjr=ip,p  désignant  une  fonction 
àe  Xyfy  Aa:,  el  cette  dernière  différence  pouvant  être  supposée  variable 
aussi  bien  que  constante.  En  effet,  si,  en  conservant  les  dénominations  du 
numéro  cité,  on  change  seulement  les  différentielles  en  différences^  on 
5.  34 
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passera  encore ,  des  équations  primitives 

à  l'équation 

àJ+  A*  =  P  H-  P'k'  +  P'k^  +  etc., 

Jk  représentant  toujours  F^h  ^  f^'hf*  -+*  «tc«  ;  mettant  alors  pour  Ak 
sa  valeur ,  et  développant  le  second  membre  comme  dans  le  numéro 
cité,  la  recherche  des  termes  qui  doivent  être  nSectés  de  la  ménae  puis- 
sances de  A  j)  fera  voir  que  réquation  prinoitive  jrzsaX  u^  peut  être 

complétée  lorsque  Texposanl  m  est  <  i ,  c'est-à-dire  lorsque  ^  est  in- 
fini. Tel  est  encore  le  caractère  par  lequel  on  reconnaît  que  toute 
équation  yz=,Xy  qui  satisfait  à  l'équation  aux  différences  proposée^  n'est 
pas  comprise  dans  l'intégrale  complète^  mais  est  une  solution  par- 
ticulière. 

io8?.  L'équation  apportée  en  exemple  au  commencement  de  l'article 
précédent,  se  résout  par  les  formules  du  troisième  degré,  et  donne 

^en  posant 

l/q    y  , /8i     y         ""^T"  ^ 

V  8  (64)*  ""  V  64  (64)^*"  (6?J=  ^  ^' 

a  et  ft^  étant  les  racines  cubiques  imaginaires  de  l'unité  {Complément 
des  ÉUmens  ^Algèbre'). 

€es  expressions  donnent^  pour  ^ ,  les  valeurs  ' 

VI^^-(4'    Vlj^--(8JT-'    Vr>-(è>' 

qu'on  rend  infinies  en  posant 
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H  faut  ici  faire  attention  à  la  tnanière  de  prendre  l'expression; 

V/(64)*  =  (\/64)';  car  si  Ton  choisît  8%    la  valeur  résultante 

/c=dB-fgJ    ne  s'accorde  arec  aucune  «des  valeurs   de  Aj^;  mais  si 
Ton  choisit  ( — 8)',   il  vient  alors  Téquation 

qui  y   s^accordant  avec  les  deux  dernières  de  ces  valeurs  ^  est  la  solu- 
lion  particulière  cherchée. 

M.  Poisson  remarque  en  outre  qu'on  peut  parvenir  à  cette  espèce  de 
solutions  particulières^  sans  résoudre  l'équation  proposée  (645);  mais 
que  quand  on  veut  les  déduire  de  la  variation  de  la  constante  arbi- 
traire^  dans  l'intégrale  complète ,  comme  cm  tombe  d'abord  sur  une 
équation  aux  différences ,  dont  il  faut  chercher  les  solutions  particu** 
Hères  y  la  connaissatice  de  cette  itttégrale  ne  âlimplrfie  pas  la  question^ 
ainsi  qu'elle  lofait  lorsqu'il  s'agit  des  équations  différentielles.  M.  Poissoa 
étend  ces  recherches  aux  ordres  supérieurs  au  premier;  mais  nous  ren- 
voyons encore  ici,  comme  plus  haut,  et  par  les  mêmes  raisons,  à  soa 
Mémoire,  cité  dans  la  table. 

io84'  Nous  avons  fait  voir,  dans   le  n*  91 3,  que  les  fonctions  de   De  rimegra- 
deux  variables  engendrent  des  séries  formant   des  tables  a  double  en-  V°"  ^^  *^".V 

"  ^  ^       ^  liona   aux  dit- 

trée,  et  qu'un  terme  quelconque  de  ces  séries  peut  être  exprimé  par  ceux  fcrencesà  trois 
qui  le  précèdent  :  de  là  naissent  les  équations  aux  différences  partielles.  *'^^^  "^nom^ 

Soîtj-,^,  une  fonction  quelconque  des  deux  variables  x  et  i\  on   en  ^®  ^*"***^^' 
déduira,  par  les  variations  de  x  et  de  ty  un  tableau  semblable  à  celui 
de  la  page  4^* 

Supposons  qu'il  y  ait  entre  les  valeurs  successives  ^^Jx,t  ^ne  relation 
exprimée  par  Téquation  du  premier  degré 


ivc-y,^ 


»-»-■ 


dtfis  laquelle  les  coefficiens  AyByB\  C^  C^  C^y...N^  N\  etc., 
sont  coutans  ^  formée  sur  le  modèle  de  celle  qui  iudrque  la  loi  des 
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séries  rëcnrrcntes  (io5o);  il  en  naitra  une'série  du  genre  de  celles  que 
Lagrauge  a  nommées  séries  récurrentes  doubles  (*). 

ro85.  Occupons-nous  d'abord  du  cas  où  l'équation  proposée^  n'ayant 
que  quatre  termes ,  est  de  la  forme 

faisons  y^r^iSdEct'^jS'^  a  et  j3  étant  des  constantes  indéterminées;  nous 
aurons 

en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  proposée  ^  nous  obtiendrons 

A  ^  BdL  ^  B'^  +  Cafi  =  o. 

Celte  équation  donne  la  valeur  de  l'une  des  deux  indéterminées  cl  et  jS^ 
par  le  moyen  de  Fautre  ;  on  en  tire  /3  =r  ~    ,^^^,  d'où  l'on  conclut 

expression  dans  laquelle  la  quantité  cl  demeure  entièrement  arbitraire  ^ 
aussi  bien  que  a^  mais  qui  n'est  pas  la  plus  générale  de  celles  qui 
satisfont  à  l'équation  proposée. 

Si  Ton  réduit  en  série  descendante,  ordonnée  suivant  les  puissances 

de  fit,   la  quantité  (—  b'Tff^y  et  qu'on  observe  que  cette «érie  peut 

(^)  Cette  équation  est  regardée  ordinairement  comme  semblable  à  une  équation  dîfFé- 
rènti«lle  partielle  du  premier  degré  et  de  l'ordre  n,  mais  elle  ne  renferme  pas  ce- 
pendant tons  les  termes  qui  résultent  de  n  cbangemeils  successifs  des  indices  x  et  U 

Le  tableau  de  la  page  4^  montre  que  lorsqu'on  augmente  ces  indices  du  même 
nombre  d'unités,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  u^^t  occupent  un  espace 
rectangulaire ,  ensorte  que  l'équation  complète  de  Tordre  n  ^  doit  être 

^yxit +   ^Jx^n.i  ^ 

le  premier  membre  étant  composé  de  n  +  i  lignes,  renfermant  chacune  n*|-  i  termes* 
Cestaiiui  qu  Arbogast  forme  ce  genre  d'équations  {Du  calcul  des  dét  libations ,  p.  iSa). 
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se  représenter  sous  la  forme 

Ttt'    +  rV—  4.  elc. ,    si  C  =  o , 

T      +  7"*-'  4-  etc.,    si  A  =  o,  ou  -B'=o, 

Tut'  +  T'a-'— 4-  etc.,    si  5  =  oj 

on  posera  en  général 
(—  ^^^y  =  T'a'**  4-  TcL^'-'  H-  r'a'*'-'  +  r"^a^'-^  +  etc.  / 

ft  pouvant  être  i,  o  ou  — i  ^  et  les  coefficiens  Ty  V,  V\  elc.  ,conle- 
nant^  avec  les  lettres  A  y  B^  B\  C^  la  variable  i  :  alors  l'expression 
de/,^t  prendra  la  forme 

et  changeant  successivement  les  constantes  a  el  a  en  b  et  (B,  en  c 
et  )^,  etc.  ^  on  aura  aussi 

7,,,=  r*^'+'''  +  T-'A/S'-^A*/-!  ^  yr/^^^M^-î^  ^  T'"b^'"^f^-^  +  etc. , 

jr,',=  rc/^'*'  4-  r^>'^'*^"^  +  rv"^'*'"'  +  t^c).'^^'-^     etc. , 

elc. 

Ces  diverses  valeurs  satisfaisant  en  particulier  à  Téqualion  proposée^ 
qui  n'est  que  du  premier  degré  y  leur  somme  y  satisfera  pareillement  ^ 
et  I  on  pourra  prendre 

j,,,  =  T  (a*'-*-^'  +  A^"*"'*'  +  cy"^^  +  etc.) 
4-  T{acL'^''''  +  i^^A*^--^  4.  c^'-*-'*'-"  +  elc.) 
+  r'(fla"-*-^'-"  +  i^^+A*'-^  ^  03.^+^*'-=»  4.  etc.) 
+  T^ax"^^-^  +  i/3'-*-'*'-^  +  cy'-^f^'-^  +  etc.) 
etc. 

Chacune  des  lignes  de  celle  expression,  qui  contient  un  nombre  indé- 
fini de  constantes  arbitraires,  peut   être  remplacée  par   une   fonction" 
arbilraire-de  l'exposant  variable  dont  ses  termes  sont  affectes;    et  Ton 
oblienl  alors 

7,,,  =  T(p{x+fJLt)  4-  T(^{x+fJLt^  1)  +T^<p{x+f^t^^)  +  elc. ,     . 
ea  désignant  par  ^  celte  fonction  arbitraire. 
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valeurs  qui  changent   en 

y*,t  ^=  *y«— »,o  +  Y  ^*— 1—1,0  "r*     jT^i     J^»-7'— •»•  "T"  ©te, 

la  formule  générale  de  ce  numéro. 
Faisons  à  présent  x=:  o^  pour  avoir 

t  ,    i{t  +  0  j^ 

T*»,»  —  ^— ',0  +.Y  ^— «— »,•  *!"      J"7^     J^— »-•,•  *r-  etc.; 

el  en  observant  que  tous  les  termes  de  la  première  colonne  de  la  sé« 
rie  proposée  sont  nuls  ^  à  l'exception  du  premier,  nous  en  conclurons 
que  Texpression  de  ^o,r  doit  être  nulle  pour  toutes  les  valeurs  entières 
et  positives  de  t^  condition  de  laquelle  il  résulta 


^-,,0  =  o ,       y^^^.  =  o,. . .  .j^,o  =0 


> 


s  désignant  un  nombre  entier  positif.  La  série  qui  exprime  y^^^  devient 
donc  finie  pour  le  cas  qui  nous  occupe  ;  et  nous  aurons  seulement 

y*,t  — ^«— f,o  "T'Y  ^*— f— 1,0  "P        j    jj        ^r— r— «,o«  •  •  .  •  • 

,|      ^(^+0 (-^-0     y         . 

1-a (x— O-^*'*' 

mais  comme  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  série  proposée 
sont  égaux  à  Funité ,  nous  pourrons  écrire 

J^*,r—  I   -1-^-^        j^      -...-1-        1.2... .(x-0        ' 

et,  en  sommant  le  second  membre , 

Nous  ferons  remarquer  que  les  nombres  signifîcatife  de  la  table  pré- 
cédente forment  le  triangle  arithmétique  de  Pascal ,  dans  lequel  chaque 
colonne  donne  les  coefEciens  numériques  des  termes  de  la  puissance 
du  binôme  ayant  pour  exposant  le  nombre  qui  marque  le  rang  de  la 
colonne,  diminué  de  Funité. 
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1087.  Discutons  en  particulier  les  cas  où  Ton  a  C'z=io^  ou  bien  B'z=so, 
et  dans  lesquels  l'expression  dejr,^,  s'arrête  (io85). 
l^  Lorsqcte  O  zsso^  l'équalion  proposée  devient 

et  si,  pour  abréger ,  on  fait  —  ^  ==/> ,  ~  =  y,  on  trouvera 

(-^-)"=^<'+.9'> 

développant  et  comparant  à  la  série  générale ,  on  obtiendra 

.   ^=1,      T^p^,      T'^\fq,      r'^î^-^Vy-,      etc., 
d'où  l'on  déduira 

Cette  expression,  évidemment  finie  lorsque  t  est  un  nombre  entier 
positif,  ne  contient  que  des  termes  de  la  forme  ^,^.,  s  désignant  un 
nombre  entier  positif. 
3*.  Lorsque  £'=0,  l'équation  proposée^  réduite  à 

donne 


(-^.-)'=''0+O". 


B 


en  faisant  — >-^=s:/>,  -^s^jet  tirant  de  là  les  valeurs  des  lettres 
fi,  r,  r^,  !P',  etc.,  nous  arriverons  à 

y*.«  =  f  (rx,«+7  7r*-'.o  +~7^^  y!rAi  +  etc.), 

expression  qui  demeure  finie  tant  que  t  est  un  nombre  entier  positif, 
mais  qui  renferme  un  nombre  limité  de  terihes  de  la  forme  ^-,,^, 
lorsque  ^  >•  x;  il  ne  suffît  donc  pas ,  dans  ce  cas,  comme  pour  le -précé- 
dent, de  connaître  tous  les  termes  de  la  première  ligne  de  la  série  pro- 
posée,  correspondans  à  des  indices  positifs,  il  faut  encore  pouvoir  pro«« 
longer  cette  ligne  en  arrière,  pour  obtenir  ceux  qui  répondent  aux  indices 
négatifs ,  savoir,  7_,,o ,  ^-t.o>  •  •  •/-<«^*).o* 

5.  35 
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Si  pourtant  on  ne  connaissait  pas  immédiatement  ce»  dernîèrt  tennei; 
on  pourrait  les  déduire  de  ceux  de  la  première  colonne,  ainsi  qu'il  suit. 
On  prendrait  x=:o,  et  donnant  successiTement  à  <  les  Taleara  1,3, 
5,  etc.,  on  aurait 

^...  =  ;>  (/.,5  +   9/-'.0» 

d'où  Ton  tirerait 

1  3  5 

L'analogie  de  ces  expression»  avec  les  formules  des  différences  sa€« 
cessives  (883)  est  frappante;  et  si  en  représente  par 

les  termes  de  la  série 

1                1               r  1 

•^•'•>       ^^'j^^*    ^*/»i«*    ^^3,»>      • 'Ji^'i^r 

et  par  - 

jr^    rv    rv    J^^'V    etc., 

ceux  de  la  série 

1        -         1        _       1 
^•,*>      jj«^*'*''       j?^«.»»>      ï;^.?^^3^      eic»^ 

•naurit,  par  ce  qui  précède, 

r..  =  r  —  r  =  ak, 

r..  =  r^  ~  ^r  4-  r  =  A*r, 

etc.. 
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d'où  l'on  conclura 

-^^^^^^^-  +  etc.}, 

en  observant  de  remplacer  dans  la  série  du  second  membre ,  les  termes 
affectés  d'indices  négatifs ,  par  des  différences  dont  l'exposant  soit  égal  à 
cet  indice^  c'est-à-dire  de  substituer  A'JT  à  F_,. 

io88.  La  méthode  du  n*  io85  peut  s'appliquer  à  toutes  les  équa- 
tions comprises  dans  la  formule  générale  du  n*  1084.  En  y  faisant  •• .' 
/, ,  =:  acL'fi^^  elle  devient 

A  ^  Ba  ^  Cflt* +  JVet' 

+  C'fi^.. . .+  A^V- '/S'I  ïiiî  o. .  -(0; 


mais  cette  dernière  ne  pouvaM  donner  en  général  la  valenr  de  /3  en  a 
que  par  une  série  infinie ^  ne  fournira  non  plus,  pour  exprimer  /«r^ 
qu'une  ^érie  infinie.  Il  s'offre^  à  k  vérité ^  un  assez  grand  nombre  de 
cas  particuliers,  dans  lesquels  on  peut  exprimer  d'une  manière  ra- 
tionnelle et  sans  dénominateur  complexe  ,  les  quantités  a  el  /3,  par  le 
mpjen  d'une  nouvelle  indéterminée  c»  :  l'équation 

J  +  Ba  ^  Ca*     -^ 

+  B^^+  Cotfi  >  =  o, 
+  C"/3*  ) 

dérivée  de  l'équation  du  second  ordre 

est  dans  un  de  ces  cas;  mais  an  lieu  de  nous  y  arrêter,  nous  allons  ex- 
poser la  méthode  qui  convient  à  tous  les  cas  en  général. 

Cette  méthode  est  fondée  sur  ce  que  l'expression  de  x*,t  ^^  Contient 
que  /3%  et  que  quand  ^esl>/i^  il  est  toujours  possible  ^  au  moyen  de 
réquation  (i)^  d'exprimer  /3'  par  et.  et  par  les  puissances  de  /3  infé^ 
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rieures  à  /S*.  En  effet  ^  t  étant  alors  de  la  forme  mn^p  i  m  désignant  vil 
nombre  entier  quelconque,  et  /?  un  nombre  entier  moindre  que  n,  on 
pourra  écrire  jS'  =  Ci8")"/3'  ;  on  prendra  donc  la  valeur  de  jS"  dans 
l'équation  (i),  pour  l'élever  à  la  puissance  m  et  la  multiplier  ensuite 
par  ^y  puis,  toujours  avec  le  secours  de  l'équation  (i),  on  éliminera 
successivement  les  puissances  de  /3  égales  ou  supérieures  à  ^".  On  con- 
çoit facilement  que  le  dernier  résultat  de  cette  opération  doit  être  de 
la  forme 

♦  /3'  =  r   +  T'a    +  3rv  +  r''V-...+  rc'V 


les  coefSciens  Ty  T  ....T,y  T\y  etc.  y  étant  des  fonctions  rationnelles- 
de  ty  et  des  coefficiens  A^  By  etc.,  de  l'équation  (i). 

On  obtiendra  d'abord  une  valeur  particulière  de^^^^  en  multipliant 
cette  expression  de  /S'  par  act';  et  changeant  les  constantes  arbitraires 
a  tK  tty  ainsi  qu'on  l'a  &it  dans  le  n*"  io85,  on  formera  line  suite  de 
valeurs  particulières  de  j^^t^  dont  la  somme  satisfera  encore  à-Féqua- 
tion  proposée,  parce  qu'elle  est  du  premier  degré;  enfin,  les  considé- 
rations du  numéro  cité  étant  applicables  au  cas  actuel,  permettront  de 
changer  eu 

les  termes  de  la  première  ligne,. 

T<t%  rv+>^ 

en 

les  termes  de  la  seconde  ligne, 

T,<t'fi^.  r\a"+-'j8^  îr>»^*j3,  etc.,. 

etc., 

en  désignant  par  f(jp),  f,(x),.f,(x),  etc.,  des  fonctions  arbitraires  àe.jc^ 
indépendantes  les  unes  des  autres.  Le  nombre  de  ces  fonctions  sera- 
ëvidemn^ent  égal  an,  car  la  dernière  ligjie 


etc.. 

T'a***-, 

erc, 

T\fJix+2), 

elc*,. 
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foaraira  les  termes 

et  l'on  aura 

-}-  r(._.jf._.<J:) +  7l'Zr'^f.-.(a>f«-»+i).  ' 

La  détermination  de  ces  fonctions  arbitraires  s'opère  au  moyen  des  n 
premières  ligne  de  la  table  de  la  page  4^,  en  y  changeant  u  en  ^  et 
y  va.  ty  c'est-à-dire  en  supposant  que  Ion  connaisse  les  valeurs  de 


y*,» y        J^'.tf        ^«.»>*  •  •  vT"*.» 


-i> 


quelle  que  soit  celle  de  a;;  car  il  est  visible  que,  qnafnd  on  fait  <=so', 
=  i,  =  3,...=  ^ —  I,  l'expression  de  j8'  devant  se  réduire  successive- 
ment à  I ,  ^,  /3%  /8%  . . .  /3-',  il  font  alors  qu& 

r  =  1,  y  =  o,  2"'  =  o,  T"  =5  o,  etc. , 

r.=:  1,  7*.=  o,  T",=zo,.  T"\=  o,  etc., 

r.=  l,  r.scO,  r".=:0,  T\:=o,  etc., 
etc. , 

et  qiae  l'expression  générale  d^,,,  donne  par  conséquent  ' 
jr,^,zB((x),     jr,^,  =  {,(x),     ^,,,==f,(^),      etc., 
d'où  Ton  conclura 


1089.  On  peut  aussi  parvenir  à  déterRiiner  ^,  ;  par  la  connaissance 
des  171  premières  lignes  et  des/i  —  m  premières  colonnes  delà  table de& 
taleurs  de^^,,,  ç*esl^-dire  lorsque  celles  de       . 
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Ea  établissant  les  mêmes  hypothèses,  et  leurs  conséquences,  dans 
Itezpression  générale  dej'*,,,  on  reconnaît  que 

^,,.  =  f(x,o),'     j,.,  =f(x,i),....j.,„_,  =f(jr,ni— i), 
iiguel  que  soit  jc,  et  ensuite  que 

^.,.  za  f(o,0 ,      /i..  =  f(i,0»'  •  •7-^..:  =  f(»— w— 1,0; 

«gael  que  soit  ^ 
On  aura  par  ce  moyen 


•     ••••••  T^    '^  m  jr«— «— i,m 


T^       r        |R4-t  y»— «—1,014-1 


4.  y^'-''-^ 


lOgo.  Le  moyen  que  nous  avons  indiqué  dans  le  n*  io88,  pour 
obtenir  Texpression  de  ^',  peut  suffire  pour  chaque  cas  particulier; 
mais  cependant  il  ne  sera  pas  inutile  d'en  exposer  un  autre  d'après 
lequel  on  puisse  construire  des  formules  générales;  pour  cela  prenons 

ji ^  Aty...  •^.-=t>  désignant  des  polynômes  en  a,  le  premier  du  degré /, 
le  second  du  degrés —  i  ^  et  ainsi  de  suite  ^  jusqu'à  ^«.,^dans  lequel  a  ne 
doit  monter  qu'au  degré  trrn'^i.  Représentons  par  /3',  /3",  j8'",  etc.. 
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les  diverses  rtciiies  de  le^naiian  (i);  nous  aurons  les  suivantes  ^ 

etc., 

doQl  k  Road)re  aéra  sttffieant  pour  déterminer  les  poljttORies  A^  A^y 
À^j  etc.  :  il  ne  restera  plus  qu'à  mettre  pour  /S',  /3"^  etc*,  leurs  express 
«ions  en  a;  tnûs  Tëquation  (2)  devant  être  identique,  indépendaviMient 
d'aucune  tâl«ur  particulière  de  oi,  il  sufBra  d'y  substituer  pour  j3  une 
expression  en  série  ascendante  ^suivant  les  puissances  de  01;  et  par  con- 
séquent on  n'aura  qu'à  chercher  par  de  pareilles  séries  les  valeurs  des 
racines  /3',  /3'',  etc. ,  pour  les  substituer  dans  les  valeurs  de  A  y  A^  , 
A»,  etc.,  en  observant  de  les  pousser  jusqu'à  la  puissance  t  à%  a.  dans  le 
premier  polynôme  A  y  à  la  puissance  ^—- 1  dans  A^^  et  ainsi  de  suite,  jus«- 
qu*à  -^,_, ,  où  Ton  pourra  s'arrêter  à  la  puissance  t — »+r  de  «t. 

U  n'est  besoin  de  déterminer  par  cette  méthode  que  le  premier  terme 
de  cbacun  des  polynômes  AyA^yA^y  etc.,  parce  qu'on  pelit  trouver  la 
relation  que  les  autres  ont  entr'eux,  à  l'aide  de  la  différentiation  relative 
^^a  comme  dans  le  n*94-  L'équation  (3)  donne  successivement 

iù$ àjj  +  /ed^,  +  fi'àA^  -h  etc.  +  (>^t  ^  ^^J^  -¥  3^8/8^  +  elc.)(t8     . 

0  -^  +  u^ii»  H- >^^*  +  etc.  * 

«Q  éliminera  de  **  cette  dernière  dj8,  à  Taide  de  la  drfférentielle  immé^ 
diate  de  Téquation  (1);  on  fera  di^araltre  les  dénominateurs  du  résultat, 
que  Ton  ordonnerti  par  rapport  aux  puissances  de  /3  et  de  a  y  puis  on 
en  chassera,  att  moyen  de  l'équation  (i),  les  puissances  de  /3,  dont 
lexposant  est  égal  à  n  ou  surpasse  ce  nombre;  et  égalant  ensuite  à  zéro 
les  coefficîens  de  chaque  puissance  de  /3,  on  aura  n — i  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre,  entre  tt  et  les  polynômes  A  y  A^y  A^y  etc. 
£es  polynômes  étant  mis  sous  la  forme 

etc.,  "     . 

on  en  prendra  les  difierentielles  par  rapport  à  a,  pour  \^%  substituer  dans 
les  équations  différentielles  dont  on  vient  de  parler;  et  la  comparaison  , 
5.  36 
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des  ternies  affectés  des  mêmes  puissances  de  a  y  fera  connaître  las  rela- 
tions qu'ont  enlr'eux  les  coefficiens  Ty  T\  7^",...  J',,  T'',,  elc. 

11  ne  sera  pas  difficile  de  trouver,  d'après  ces  indications ,  des  mé- 
thodes applicables  à  la  détermination  des  coefficiens  VyV^V^\.  .^V^y 
V\  y  etc.,  du  numéro  précéd.  Si  Ton  prend  la  différentielle  du  logarithme 
de  chaque  membre  de  Téquation  fit'/S's/^+etc.  de  ce  numéro  y  que  Ton 
chasse  djS  dii  résultat,  au  moyen  de  l'équation  (i)  différentiée ,  eniin, 
qu'on  élimine  le  produit  a"^'"/?'"  et  ses  puissances ,  on  obtiendra  une  der- 
nière équation  y  dont  chaque  terme,  égalé  séparément  à  a^éro,  fera  con^ 
naître  les  relations  des  coefficiens  Vy  V\  V^\.  ^-Vxy  y\y  etc. 

1091.  Nous  allons  parcourir  les  diverses  remarques  que  Lagrange  a 
faites  sur  les  méthodes  précédentes,  dont  il  a  enrichi  l'Analyse.  Il  est 
d'abord  évident  que  l'on  peut  obtenir  pour  j",^,,  autant  d'expressions  dif- 
férentes qu'il  y  a  de  termes,  dans  la  dernière  colonne  de  l'équation 
proposée  aux  différences,  en  éliminant  successivement  du  développe- 
.  ment  de  a'jS',  chacun  des  produits  en  0e  et  /S ,  qui  affectent  la  dernière 
colonne  de  l'équation  (1). 

Lorsque  cette  équation  peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels , 
on  les  conshlère  séparément,  pour  •arriver  à  l'expression  de  j",^  qulis 
donnent  chacun  en  particulier,  expressions  qui  sont  autant  de  valeurs  par- 
ticulières de^,^,,  et  dont  la  somme  fournit  la  valeur  complète  cherchée. 
Pour  éclaircir  ce  fait  analytique,  supposons  que  l'équation  (i)  soit  le 
produit  de  deux  facteurs  rationnels,  Tun  du4egré  p,  l'autre  du  degré  qi 
nous  allons  noontrer  qu'en  désignant  par 

J,  +  B,a  +  C.fitV./..^  J^  4.  B^ft  -H'C.a* ^ 

4-  ^,ô-^  a,0LfA....\  =  0,  +  B\^+  C\a^ ?=Oy 

ces  facteurs,  Péquation  proposée  aux  différences  sera  satisfaite  séparé- 
ment par  les  deux  équations 

^ir*,t+B,jr^^^,,^C,y^^^^, +js:,j,^^ ,         \ 

+^Vx,i+. .....etc.  ) 

+tr',j,,,^...^.........elc.  ) 

Tune  de  Tordre  p,  et  l'antre  de  Fordre  q;  et  que  par  conséquent  si  Ton 
représente  par/',,,  la  valeur  complète  tirée  de  la  première,  et  par^^. 
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celle  que  dpnne  la  seconde^  on  aura^,;,  =/',,,  4-y,,,.  Celte  dernière 
expression  sera  complète^  car  elle  renfermera  p-^q  fonctions  arbi- 
traireSy  savoir^/?  provenant  de  la  valeur  de,y, ,,  et  q  de  l'a  valeur  de/",,,. 
Cherchons  d'abord  quelle  doit  être  réquation  de  l'ordre  p  qui  salis* 
fait  à  l'équation  proposée.  En  représentant  la  pfemière  par 


+  l^ÎTx,, 


t4-F 


«l  faisanl||iiccessivemenl  varier  x  ejt^^  pour  obtenir  ses  consécutives , 
nous  en  déduirons 


!•.....  8^,+,,;  4-  br.+M      4-  Çr.+,..-      +  etc. 
4-byx+M*.  i  ? 

«le.  ; 

maintenant  si  nous  moltiplions  respectivement  cbacnne  de  ces  équations 
f>»  les  coeffidens  indéterminés  P,  Q,  C'y  A,  B',  R',  etc.,  que  nous, 
«joutions  les  résultats,  nous  aurons 

t 

^Py.M^P+'^Q  )r.+. .+        («^  +  ^Q H-»^  )/»h-...  •  +etc. |   * 

comparant  cette  somme  avec  la  proposée,  nous  trouverons 

aP=J,'     bP4-a(?=^,  cP  +  bÇ  +  a5=C,      elç;, 

.    b'P+a4^'=j5',      c'P-1-b'Ç-^  b(?'H- afi' ==  C, 

c"P+.b'Ç'+a/?''?=.C",.. 
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«qufttioBs  qoi  aoot  pMcisémeat  «elles  qne  L'on  ofalieiulrait  es  mnhi{diant 

Tun  par  r«alfML  h»  iactew»  .      - 


a  +  ba  4-  «*'  H"  «te 

-f-  c"/3' 
i>  -f-  Q«-4-  iî«»-f-  etc. 


!■ 


et  en  comparant  le  produit  avec  Tëqualion  (i). 
.  Il  est'  facile  de  poursuivre  le  calcul  que  nous  venons  dlndiquer,  de 
le  débarrasser  même  de  tonte  induction;  enfin ,  de  voir  qu'on  en  peut 
faire  un  aemblablesur  les  équations  aux  différences  contenant  deux  va- 
riables,.  et  aussi  sur  les  équations*  différentielles.  11  en  résulte  bien  évi- 
demment que  réquatlon  aux  différences^  correspondante  à  chacun  des 
facteurs  de  l'équation  (i)*^  satisfait  à  la  proposée. 

Lors  donc  qu'on  aura  décomposé  Téquation  (i)  en  deux  facteurs  , 
Ywxx  du  degré  py  Tautre  du  degré  ^,  et  qu'on  sera  parvenu  aux  expres- 
sions complètes  de  j'^,  et  de  fm^ty  on  en  déterminera  les  fonctions^ 
arbitraires  en  supposant  données  les  valeurs 

^*,«>    J^«,«>    etc.,    y 9,Èr    y \,*f    etc., 
^  *,o  j   J  »,\y    etc.,   jo.tf  j  t,9f    rtc» 

Pour  passer  ensuite  de  ces  valeurs  à  celles  de 

*7^*,o>    w7^*,« >     ^^^* >•  •  •  vT^o^rj    Jfitty     etc., 

il  ne  s'agira^  plus  que  de  .combiner  les  équatiotia  aux  différences  ei» 
y^.i^  /•,.,  avec  réquation^,,^=7Ve  +/'.,,,  afin  d'en  tirer  ^  par  Télf- 
mination ,  les  expressions  des  fonctions  jr'^^  et  ^',^ ,  au  moyea  de  lai 
fonction  y^^,  et  de  ses  différence»  du  de  ses  valeurs  consécntives. 

toga.  Si  TéqualiOQ  (i)  àè  décomposait  en  facteurs:  qui  fussent  des 
puissances  parfaites  d  autres  faefeurs,rexpressioa  dej^^,,  obtenue  d'après 
les  remarques  précédentes,  ne  serait  plue  complète.  Si  l'on  avait,  par 
exemple,  !!•"==  o,  ce  qui  donnerait  m  facteurs  égaux  à  n=:o,  on  ne 
déduirait  de  chacun  d'eux  que  la  même  équation  aux  différences ,  et 
par  conséquent  que  fa  même  intégrale;  mais  il  faut  9bservet  que  l'équa- 
tiou  aux  différences ,  correspondante  à  n"=so,  admet,  outre  la  solution 
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/,^,=  ee'/£',  les  suivantes , 

y,^,  =  «a-'^,     y,^,  =  ar(jp—  iK^y3',      etc. , 
ou  celles-ci  9 

y,^,  =  arot— '/S*,      jr^,.  =  xiar-^^-^ ,      etc. , 
•aenfin  celles-cî, 

qui  se  tirent  de  la  première^  en  prenant ,  jusqu'à  Tordre  m**-i  inclu* 
sivement^ses  diffiérentiçiles,  soit  par  rapport  h<t,  soitpav  rapport  à  /3,  et 
en  ÊtisaAt  même  succéder  ces  différentiations  les  unes  aux  autres  dans 
tel  ordre  qu'on  voudrf .  Ceci  est  fondé  sur  des  raisonnemens  analogues 
à  ceux  du  n"  606^  d'après  lesquels  on  substitue,  au  lieu  des  valeurs 
de  «  011  4k  |8^  qai  sont  égales^  dÉ'auiveft  valeurs  Irès^-feù  âifiereates 
entr'dles. 

Coniiaissant  ira  aaiid>re  m  de  vsfaurs  particnttères  dt  y^^^^  ou  en 
«ira  «ne  plus  çénévsie  en  preaaal  la  somme  des  prooduits  d&ces  valaucs 
pv  des  constantes  arbitraires  différentes ,  et  ii  viendra 

màs  pour  arriver  k  resfressiofi  complète,  il  firadra  sub9titaeT  aiitf 
prodvita 

cIqs  fonctions 

^*,;>     J' *-i,tf       y  j^^^y      etc.; 
on  aura  ainsi 

«  observant  q«e  les  ftractîonsy,,,,  y,,i,  y*,»»  «^^^  doivent  salisfairef 
^  Péquation  aux  dffferences  correspondante  à  n  sao.  Les  fonctions  aiw 
billes  qui  entreront  dans  la  composition  de  celles-ci  seront  les  mêmes; 
mais  en  passant  dans  les  valeurs  de  y^^^  elles  prendront  chacune  uni 
indice  particulier.  Pour  les  déterminer ,  on  se  conduira  conmie  dan» 
le  xf  1089;  on  les  exprimera  d  abord  an  moyen  des  premières  valeur» 


y  *,o> 

J  *.o 

etc., 

y  o,f) 

y  j,«> 

etc., 

y    *,o> 

y  *,»> 

etc., 

y.., 

y  !*«> 

etc., 

etc-. 
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et  ron  introduira  ensuite  les  valeurs 

^x,«j      •X*,i>       etc.,      ^o,f>      •T'i.o       6lc., 

en  éliminant  les  premières,  à  Taide  de  la  relation  qui  existe  entre  les 
fondions  /x.o /.,» ,  7"%,  etc.,  et  des  équations  eny,^,,y',^,,  etc., 
déduites  de  nt=oi       '  '     ~ 

Nous  n'entrerons  pas  dans  de  plus  grands  détails  sqr  cette  matière, 
qui  devient  très-compliquée;  ce  que  nous  avons  dit  suffit  pour  mettre 
sur  la  voie  Içs  lecteurs  in^eUigens  qui  auront  présentesi  à  Tesprit  les 
diverses  remarques  s^méeç  dans  cet  ouvrage.  Nous  passerons  aussi 
sous  silence,  par  celte  raison,  la  théorie  des  équations  entre  plusieurs 
fonctions,  que  Ton  peut  traiter  à  peu  pires  coqime  les  équations  difFé-^ 
rentielles  du  n"*  62a,  ou  comnie  les  équations  aux  différences  dû 
n*  1064.    ,  .     .     '       . 

1093.  On  parvient  à  des  résultats  analogues  pour  le$  équations  aut 
différences ,  contenant  quatre  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables , 
qui  répondent  aux  séries  .récurrentes  triples,  quadruples j  etc.  Pour  se 
former  l'idée  d'une  série  récurrente  Iriple,  par  exemple,  il  suffit  de 
concevoir  une  fonètionqui  varie  de  trois  manières,  différentes ,  ou  qaf 
renferme  trois  variables  indépendantes  :  une  semblable  série  se  dispo- 
serait nafturellement  dans  les  cases  d'un  parallélépipède,  formerait  alors 
VQe  table  à  triple; entrée;  et  si  l'on  en  désignait  le  terme  général  par 
Js,t,ui  l*une  des  arêtes  contiguës  à  un  même  angle  du  parallélépipède ^ 
serait  la  bande  des  ^^  Tautre  celje  des  <,  et  )a  troisièpae  celle  des  u. 

Nous  nous  bornerons  à  traiter  l'équation 


eonlenant  une  fonction  dépendante   de  trois .  variables.    En  y  faisant 
^,  ,.„:;= /i«*/3*7.%  et  divisant  par  aaffi'y^'y  après  la  substitution  ^  il  viendrii 

d'où  Ton  tirera 
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el  l'on  aura  par  conséquent  dans  l'expression  !  . 

pour  la  fonction  cherchée,  une  valeur  contenant  trois  arbitraires  a,  et 
et  /B  ;  mais  cette  valeur  n'est  encore  que  particulière;  et  si  l'on  donne 
à  celle  de  y  la  forme 

en  ditisanl  par  et/3  son  numérateur  ainsi  que  son  dénominateur,  et 
qu'ensuite  on  en  développe  la  puissance  u,  en  série  ordonnée  par  rap^* 

port  aux  puissances  des  quantitén  -  ^   ^  f  on  obtiendra  un  résultat  de 
la  forme  •  »'  * 


Y^v    +r  i  +r'  ^  +  r^'^^ etc. 


H-  ^3;^  + etc.  !  • 

4-  etc.  ^  *        \ 

tl  n^entrera  dans  les  coe£Ëlciens  P^,  P^y.  •  •  •  ^i>  etc.,  que  les  constantes 
'^}B^  etc. ,  et  l'exposant  variable  u.  Par  U.  subslituUon  de  cette  série,* 

le  produit  et'j3'>"  ne  conliendca  plus  que  deff  termes  de  1*  formie  ^^'^-4r  ; 

et  par  un  raisonnement  semblable  à  c'elui  du  n"^  1089,  on.se  convaincrai 
^e  ces  termes  peuvent  être  remplacés  par  d'autres  de  la  forme # 

^f^f(r,^);  f  désignant  une  fonction  arbitraire  ^  ce  qui  donnera 

+^.«(a:,<— :i)+F'.f(jc— i,f— a)+etc. 

+F3f(x,^— 5)+elc. 

H-elc. 

Cette  expression  peut  se  traduire  en  une  autre  qui  ne  dépende  que 
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des  valeurs  de 

Js.t^^y  ^»-i,f,^  ^*-»,r,©>  etc., 

elc, 

conlenues  dans  une  tablé  à  double  eutree^  qui  resuite  des  seules  va*' 
riatious*  Au  x  et  d'e  ty  et  qui  formerait  une  des  faces  de  la  table  paral- 
lélépipède ou  à  triple  entrée.  En  effet,  lorsque  a=o,  on  a.  7^"=  i, 
d'où  on  conclut  ^=  i ,  et  tous,  les  autres  coefficiens  sont  nuls  ;  il 
vient  donc  ^,  e^o  =  f  (jc,  t)j  puis,  suivant  à  cet  égard  la  marche  tracée 
dans  les  n^  io85,  8,6  et  87,  ont>blient 

H-  ^.Jx.,....4-  ^.J,-.,.-..o+  >^\rx^.e.,;o+  etc. 

+    ^$^,.r-3.o  +  etC. 

4-  etc., 

résultat  parfaitement  analogue  à  celui  du  n^  ip85,  et  ayant  aussi  l'incon** 
vénient  de  s'étendre  à Tinfihî,  à  moitis  que  trois  des  quatre  quanlftés  B'^ 
C\  C\  JD,  ne  s'évanouissent,  ou  que  les  valeurs  de ^^^|^„,  relatives  aux 
indices  négatifs,  ne  soient  toutes  nulles.  On  pare  à  cet  inconvénient  par 
le  moyen  d'une  méthode  absolument  semblable  il  celle  dun*  1088,  et 
sur  laquelle  nous  ne  saurions  nous  arrêter. 

1094*  L^  méthode  que  nous  venons  d'exposer  suppose  que  lés  coeffi* 
ciens  A  y  J7,  Cy  etc.,  de  Téquation  aux  différences  soient  constansj 
M.  Laplace,  qui  le  premier  s'est  occupé  de  ce  genre  d'équations,  a 
donné  un  ;procédë  im  pea  aiûias  simple,  «aie  «ussi  à  Taide  duquel 
on  peut  intégrer  une  classe  assez  étendue  d'équations  à  coefficiens  va<« 
riables.  Il  a  fait  remarquer,,  en  prenaier  Heu.,  cpie  1  équation 

daqs  laquelle  les  deux  variables  indépendantes  décroissent  de  la  même 
maniëfe,  peut  se  changer  en  une  autre,  où  Ton  n'a  plus  à  considérer 
que  la  seule  variable  ^.  En  eflfet,  si  Ton  prend  fisc  a:  — JRT,  K  éuntune 
constante,  et  que  Ton  mette  celte  valeur  dans  les  coefficiens  17,^,  ÎT',.,, 
^'*.o  etc.  V^^^y  que  l'on  représentera  ensuite  par  Jî,,  X',,  X}*,y  et  W^^ 
et  que  Ton  change  y^^,  en  w,,  on  aura 
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rintegfalede  celte  noavelle  éqnatioa  donnera  l'expression  de  y^^^y  lors-* 
qu'on  y  snbslitaera  x^^t  uu  Ûen  de  K  ;  .et  il  fie^dra  regarder  les  ar-< 
bitraires  comme  des  fonctions  de  x^L 

logS.  Lorsque  les  denit  variables  ne  décroissent  pas  de  la  même  ma- 
nière,  les  fonctions  arbitraires  paraissent  devoir  être  affectées  du  signe 
d'intégration  X.  Si  l'on  a^  par  eicemple^ 


^x,f  -— ^*-j,f  +^i^i, 


f-I> 


et  que  l'on  fasse  d'abord  j^,^,  s=f(jt'),  il  en  résulte /i^j^,^,  as  f(x—i); 
prenant  ensuite  ^  ;=  ^ ,  l'équation  proposée  deyieot 

et  donne^,^— ^,^,,.  «  J*-i..>  d'où  l'on  conclut  A^^,..,,  =  f (4?—  i )  , 
par  conséquent  A,j'^^^:s^{{x)  et  jr^^^z=:X  f{x)  :  passant  à  t^=:5y  on  aura 

augmentant  l'indice  x  de  rùnité,  il  tiendra 

A.J^,,3=^'2f(^)      et     j^.,3  =  £^f(^). 

Si  foB  continue  ainsi  ^  on  oblieinlraj'^^r^=>r  2'f(j:),  formule  peu  eom^ 
snode  y  quoiqu'il  soit  poteible  d'ezprimeF  le  second  mend>re  par  une 
suite  de  termes  affieciésid'un  muI  signe  d*iatégratlqin  (961). 

1096.  Considérons  à  présent  l'équatign 

H-  ^*r*,f-i  4-  B\y^^^^^^  -f  ^'.j',-.,,-,  +  etc., 

qui  n*est  que  du  premier  ordre  par  rapport  à  la  variable  ^^  et  corn*- 
mençons  par  nous  çccup^r  du  cas  particulier  . 

Cette  équation  suppose  que  x  et  t  surpassent  Tunité.  Si  nous  faisons 
successivement  x-=si^y  xv=s5j  nous  en  tirerons 

^3.1   =    ^3j.,r    +   ^373,»-«    +    <^3 (*)  1 

puis,  en  éliminant  de  ces  dernières  les  termes 7*.^,^,  «t^^^^^nous  oblien-* 
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droDS  une  résultante  daDS  hi^iieile  rkuUee  rekltf  hxtie  sera  qM  i  ou  7. 
Pour  bous  pr^^eurer  nu  nombre  suffiaaQl  dféqaalîona  ^  iK^  ckaogeroos  i 
en  t  —  I  dans  (b) ,  qui  deviendra 

chassons  maintettaDt  des  trois  équatiods  (a)^  {b)j  (^),  les  quantités 
J%,ty  ^.,»-o  comme  des  inconnuea  disliûcles;  pour  cela,  multiplio^is  res- 
pectivement par  CL  et  fi  les  équations  (a)  et  (*'),  que  nous  ajouterons 
avec  {b)  y  et  nous  aurons 

égalant  à  zéro  les  coefficiena  àe  f^^^  et  de  J^»,,^^  nous  obtiendrons 

jté^-^azmOy    ou    «  =  ^^,    «j^»  +  /3^5?=ro,    ou    fizsz-^^B^y 
d'où  il  résultera 

Si  Ton  désigne  par  f)(i)  la  (pncl^çn  j^^r»  évidemment  arbitraire,  cette 
équation  pourra  être  traitée  comme  ne  renfermant  plus  que  la  seule 
variable  iy  puisqtie  les  indices  relatffe'  kho  san(  les  màmès  dans  totis 
les  termes^  bu  que  tous  ces  termesf 'seraient  plac|és'snr  une  même  ligne 
horizontale^  dans*  la  table  à  double  mtrée,  qui  repvése&teraît  la  série 
proposée. 

Prenant  ar=4i  Téquation  proposée  donne 

en  diminuant  Hudice  t  de  i,  el  ;2  successivement  y  oa  aura 

^4,.^.  =  -'4jr^r-.  +  iy4J4.i-.  +  <^J (^0  , 

^4.r-a  =  -^iJ^S,,—  +  ^4j'4.'-»-h  <^4 •  '(O  ; 

les  équations  (i?),  (c'),  (</')>  combinées  avec  Téquation  (3),  fourniront  le 
moyen  d'éliminer /3^,  y,  ,_,^  yz,t^%y  ^  d*arriver>  une.  équation  qui  ne 
contienne  plw  que^-^,,^^^,^, ,  j^,^,.,  j-^^,^,  et  la  fonction  arbitraire 
j,^.  Cette  équation  sera  9 

J4.^'HBA-B,^B,)f,,,^,+  {B^B,^S,B,rhB,B,)^^^^ 
~  J^D,'^C^i^B,'^B,+B,B^)  =  o (4), 
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en  £ikuklf  pour  abroger. 

Passons  encore  à  a;  =  5;  nous  trouverons  successivement 
/•,.^,  Sis  -rf,/4.._,  4-  Bsjc,,,^  +  Ç5....(d'), 

c<iualiens  ^i  serviront  k  elirtûner  j-^.,,  ^;,_,  j^,,.^  7-<,,_s,  de  l'équâ- 
tioa  (4),  et  «onduicont  à 

^(B,Bt^B^B^  +  BX+BfB^+B,Bs+B^Bs)js„^, 

— (2?A5,+  B,BiBs4-B,B^Bs+B^^B,)^i,._,  ^=o(5), 

-hB,B,B^BsJrs,,.^ 

-  ^5^4— <^5(  I— 5.— 5»---»4+5.5r+-5A+545^AB»JÎ4) 

en  faisant 

La  composition  de  ces  équations  est  facile  à  saisir;  et  si  Tan  représente 
le  dernier  résultat  par 

les  coefficiens^  Jf^,  If^  i',.  ;.../?»,  y  seront  formés  d'après  hf  loi 
déjà  bienévideniede  ceux  que  nous  avoiis  calculés  précédemment.  On 
pcat aussi  les  déduire  suceessiTenteni  lésons  des  autres^ en  éiiminanl 

entre  réqualion  .    i  .    « 

elles  suivantes,  dont  le  nonobre  doit  être  égal  a  à:— i,        '; 
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et  en  comparant  la  résultante  avec  l'ëquation  {ûc);  car  on  traa?era 

P,  =   P,_  +  ^^,-., 

Z),  =  ^,Z),^.  +  a(i—  -M,^t+iV^i  —  iP.^,  +  etc.), 

ëquations  qui  ne  sont  que  du  premier  ordre ,  et  qui  ne  renferment  que 
la  seule  variable  ao. 

La  valeur  de  7'«,»;>  tirée  de  Téquation  (or),  contiendra  un  nombre  x 
de  constantes  arbitraires^  qui  seront  surabondantes ,  puisque  la  pro- 
posée n'étant  que  du  premier  ordre  y  ne  doit  avoir  dans  son  intégrale 
que  la  fonction  arbitraire  f(0>  introduite  pour^,^,;  il  faudra  donc  dé- 
terminer ces  arbitraires  par  la  substitution  de  l'expression  de^^,^  dans 
la  proposée  et  par  la  comparaison  des  termes  semblables  en  x. 

2097.  L'équation  générale 

jr,/,  =  A,y,,^^  +  A'^x»^^     +  ^'xX^y^x      +  etc. 

donne  d*abord 

^.,;      1=  ^./.,?.v  4-  ^\X^:i±i  +  ^'.7., ta.V.  • 7 

+  ^./.,t    4-  ^'.rt,-.  +  ^y..-. 4-^.. • . •  w, 

4-  ^sjt.r     4-  ^'3^.,.-.  +  Jî^s^â,... 4-iV^s , 

^3,1-1     =    A^J'x4^%   4*   f''8j'3.#-3   4-   A'zji^t^^.. 

4-  537'.,-i  4-  fi'3r.>'-.  4-  5''3r.  -• 4-iV3 , 

7,,,.,    =   ^3/3,.-S   4-   -^^3,1-4    4-    ^'3^3.1-5 

4-  ^37..,-.  4-  ^'37-.,i-3  4-  ^'37.,,.4 4-^3 , 

etc. 

Si  Von  multiplie  Tespectivement  la  troisième^  la  quatrième^  etc.  ^  de  ces 
équations^  par  A^^  A\y  etc.,  et  qu'on  les  retranche  de  la  seconde ^  en 
écrivant  le  résultat  ainsi  ^ 

yz.t  -^  A%  y%,\^i  —  uï  s  J^3,t— 1  -^  •«  sj^s,r— 3 

"*•   -'»[jK3,»-.i    ••^  -^3    7'3,î-i   "-^    --''3^3,1-3 ] 

•*^  ^ »L7'3,»-â  —  •^3/3,1—3 j 

—  etc. 
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+  ■^'sD'»,»—! —  ■<'»/»,«-• ] 

H-  i\r,'[i-l*^.  -  ^V. ......... ..........], 

on  reconnaitra  8ar-lë-<:hàmp  la  possibilité  d'ëtiminer  les  quantités 

an  moyen  de  Téquation  (s) ,  qui  les  donnera  successivement  en  jr,^^  ^ 
^1.^-1  >  ^i,»-*>  ^^^-i  ^*  d®  parvenir  à  nn  résultat  de  la  forme    , 

dans  lequel  on  n'a  plus  à  considérer  que  la  seule  variable  t^  et  qui 
s^intègre  par  les  méthodes  des  jr»  ioSq,  1046* 

Lu  même  marche  conduira  à  des  équations  semblables  par  rapport 
*^4.t>  J's,!)-»» -J^*,.'  Les  coefficiens  a,,  a'^^etc.^  seront  aisés  à  former 
par  induction  ;  il  n'en  sera  pas  ainsi  de  la  fonction  u^^t  ;  mais  on  y 
parviendra  en  déduisant  de  l'équation 

les  suivantes^ 

etc., 
dont  la  somme >  fiite  membre  à  membre,  est 

^xj^x-i.i  +  i5'*7x-..i-i  +  etc. 
=  tf^,[^xj-,-.,.-i  4-  ^'sj..,,.-.  +  etc.] 
4-  «',-.[^.JK*-i,.-.  4-  etc.] 

+  ^A-.,.  +  ■ff'.tt*-!,!-!  +  etc. 
Si  Ton  y  substitue,  pour  les  quantités 

^x7*-i,.      +  ^'*^*^i.i-.  +  etc.; 

-Bxr-r—.i-.   +  etc., 
etc.. 
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leurs  valeurs  tire'es  de  l'éqiiaUoo  proposée ,  on  la  changera  en 


4-  JB^T-r,,  +  -B'x«._.,i-,  +  etc.  ; 

et  en  ordonnant  les  diffërens  termes  de  cette  dernière,  par  rapport  aux 
valeurs  successives  de^«,,,  on  aura 


4-  £t^s-i,,  4-  -B'-"— i.i-t  4-  etc. 
4-  (i— fl^.  —  «'._.  —  etc.)iV,; 

coinparaat  avec  Téquaiioa  (a:),  on  en  conclura 
««  =  <»«^.  4"  •^*> 
«".=«"._.  —ci,-.A,  —  û,_.^'.  4-  ^„ 

»..•  =  -S^—i.,  4-  ^'^,-.,.-1  4-  etc. 

4-  (i  —  a._,  —  «'^,  —  «",_,  —  etc.)iV,. 

Les  coefCciens  a, y  a\yd',j  etc.,  ne  dépendent  que  de  la^ule  variable 
X  :  il  n'en  est  pas  de  même  de  la  fonction  u.,,  ;  mais  cependant  l'équation 
qui  la  renferme  se  traite  avec  assez  de  £icilité  en  observant  que  quand 
on  prend  pour^,.,  une  fonction  arbitraire  de  <,  on  a  aossi  ii.,,s=f(^)^ 
d'où  l'on  conclut  - 

w...        =  (i— «.  —  «'.— fttc.)iV.4-^,   î{t)     4-^',    f(fr-i)  4- etc., 

«,..         ==  C,     +*,    f(0      4-*'*     f(N-i)  4-etc., 

«.-,..      =  •<?._,  4- *x_.f(0      4-^*-.<t<— 0  4- etc., 

«,_..,_,  =  C,_,  4*è,_,f(/— i)4-i'^,^/— a)  4-  etc., 
etc. 

Lorsqu'on  met  les  valeurs  de  «.^,;,  «,_,,»^„  etc. ,  dans  l'équation  en  «,.„ 
obtenue  précédemment,  elle  devient 
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-     K,  .  =  (1  —a,_,  —«',_.  —  ete-}iV, 
-h  (5,-f-£'.4-elc.  )C,_. 

d'où, par  la  comparaison  avec  la  valeur  hypothétique  de  u,,,,  on  tire 

C,  =  (^,  +  B,  -h  eic.)Cr,«.  -f  (i  ~  a^^,  — a^^  —  etc.)iv;. 

L'intégration  de  ces  équations,  et  l'addition  des  constatâtes  donneront 
les  valeurs  complètes  de  b^j  V^y  etc.  ^  C^.  Les  constantes  se  détermi^ 
neront  en  observant  que  lorsque  rc  s=  i  ^  on  doîf  tftoir  m,,i  =  {{t) , 
d'où  il  suit  C^  =:  o,  ^,  =  i>  h\  5=  o  ^  V\  =a  o,  etc. 

L'intégration  de  Téquation  (jt)  introduira  un  nombre  x  de  constantes 
arbitraires  qui  pourront  être  des  'fonctions  de  x;  mais  ces  fonctions 
doivent  9  pour  satisfaire  à  la  proposée  ^^  Cesser  d*être  arbitraires ,  puisque 
l'intégrale  de  cette  dernière  ne  dort  renfermer  diantre  arbitraire  que 
f  (£).  On  les  déterminera  par  la  substitution  de  l'expression  générale  de 
jr,^t  dans  Téquation  proposée. 

logS.  Pour  appliquer  cette  méthode  à  un  exemple  particulier,  occo^ 
pons-notts  de  l'éq^MioiS'.  ,   » 

qui  ^  lorsqu'on  y  fait 


J'o.i 


=  o, 


^Ail 


JS,l 


etc^i 


fournit .  cetle  table  à  douUç  entrée 


I 

a 

S 

4 

fl.. 

•  «  «^ 

1 

I 

0 

0 

0 

0 

etc« 

a 

a- 

a 

0 

0 

0 

5 

4 

8 

4 

0 

0 

, 

4 

8 

a4 

a4 

8 

0 

5 

16 

64 

gti 

64 

.  rô 

6 

52 

160 

5ao 

Z2O 

160 

7 

64 

584 

1 

960 

1280 

,96a 

< 
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Nous  aurons  j  dans  cet  exemple  ^ 

u/,=  a^      A'^=iOy      etc.,      J?,=:o,    JS'^ssar,    iB^'^sso;     etc.; 

les  équations  du  numéro  précédent  nous  donneront 

a^  =  a,_,  +  :i ,         x         ^  Aa^  =  4-  2, 

d\  =  aV.—  5^'.-o}   et  ^  Aa",==  ~  :ia'„ 


d'où  nous  conclurons 


m 

et  seulement  a«.,  ^^{x — i),  en  ne  &isant  commencer  Téquation  pror 
posée  que  lorsque  a:  =  x.  Nous  aurons  ensuite 

«'.=,c'-42M«:c'-4^*, 

et  il  faudra  encore  supprimer   la  constante  ,  tl^  pour  que  N^^x  >s  o  ^' 
lorsque  a:  =:  I  ;  passant  à 

et  supprimant  é\  nous  aurons  celte  suite  de  valeurs 

^  —  o  M  ^  __  ^.  M         ^/  _  ^s  if]  etc.  • 

dont  la  loi  est  évidente.  11  ne  nous  réite  plus  que  l'équation 

Us^f  =  3^r-i,t  9  dans  laquelle  on  doit  regarder  t  comme  constant.  Nous 
en  tirerons  11,^/=^ .a';  et  comme  ««.t  doit  s'évanouir  quand  a:=i,  il 
faut  que  ^  =  o. 
Ces  divers  résultats  nous  conduisent  à  l'équation 

+  2<[o]  M  j,,,.4  —  etc.  J 

à  laquelle  on  satis&it  en  prenant  j^«,,  s=s  A',  la  fonction  A  étant  donnée 
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par  l'équation 


«-[ôÎMî+WMg-M[x]g  +  etc.  =  o; 


quî^u^étant  autre  chose  que/ 1  -^  ^  J  =  o,  et  ne  donnant  par  conséquent 

pour  X  que  la  seule  valeur  X=  a  ^  ne  mène  qu'à  une  expression  par- 
ticulière de  jrx,t;  e'est  pourquoi  nous  ferons^,,,  =^,^,a^  La  substitu- 
tion de  cette  valeur  changera  Téquation  ci-dessus  en 

+  [ôî[^în,,,.4  —  etc.  3 

qui  revient  à  A,'n,,,  =  6  (883);  mais  on  satisfait  à  cette  équation  en 
prenant  pour  n^,i  une  fonction  qui^  par  rapport  à  ty  soit  rationnelle  et 
entière  et  du  degré  oc-^j.  On  pourm  donc  donner  à  h  fonction  n,,^ 
la  forme 

n,.i  s=  Cjoj [<— rj  +  OX^ [i-i]  +  C"Zo}il-^i}-h etc. (984) ; 

sobstitnant  ensuite  dans  l'exprâssion  àej^,,^,  puis  cette  dernière  dans 
l'éqaation  proposée  >  en  observant  <|ue 


[o]  [i-i]  =  [o]  [«-2]  +  [o]  [/-a], 

.         [o]    [/-l]   =   [o]    [i~2]   +   [o]    it^2], 

etc.; 
et  faisant  varier,   par  rapport  à  ar,  les  arbitraires  C,j   C,,  etc.,  îl 
viendra 

La  comparaison  des  termes  semblables  donnera 

C^^C,    .C,^C,:=C,  +  C^„    C,-HC".  =  C",+  Cw_ïielc., 
ce  qui  se  réduit  à    C,  =  C—, ,  ^«  =  ^«-i  >  etc. , 

d'oii  l'on  doit  conclnre  C,  =  c ,  ^*  =  »  *  .  elc, , 

e  el  d  désignant  ici  des  constantes;  pour  déterminer  ces  dernières,  on 
5.  38 
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prendra  daos  la  première  ligne  de  la  labié  de  la  page  agS,  les  valeurs 

Quand  x:=ï  ,  on  a 


[o]  [^— i]  s=  I ,      [o].  [^— i]  =  o ,      [o]  [^~i]  =  o ,      elc. , 

d'où  il  résulte  jTi,!  =  c.2' ,  ^,,,  =:  3c,  et  par  conséquent  c=:^}  quand 

x=:2,  il  vient  ^^,.=  2'(i[ô]  [^— "O  +  ^0>  expression  d'où  Fon  tire 
j^^^^^=:2c'  et  c'=o,  puisque,  dans  la  lable,  7-.,,  =o.  En  poursuivant 
de  celte  manière,  on  trouvera  successivement  c''=:o,  c'''=o,  et  on 
obtiendra 

pour  le  terme  général  de  la  série  comprise  dans  la  table  cilée. 

La  complication  de  la  méthode  que  nous  venons  d'exposer,  ne  pa« 
ralt  être  due  qu'à  celle  du  sujet;  cette  méthode  a  d'ailleurs,  9ur  celle 
du  n""  io85,  qui  parait  beaucoup  plus  simple,  l'avantage  d'offrir  un 
véritable  procédé  d'intégration ,  fondé  sur  la  nature  même  des  équa- 
tions aux  différences  partielles ,  tandis  que  le  succès  de  l'autre  ne  tient 
qu'à  l'effet  d'une  substitution  particulière  aux  équations  du  premier  de- 
gré à  coefficiens  constans;  je  regrette.,  pour  cette  raison,  de  ne  pou- 
voir m'étendre  davantage  sur  les  diverses  applications  que  M.  Laplace 
a  faites  de  sa  méthode ,  et  d'être  obligé  de  renvoyer  à  son  Mémoire  ; 
mais  pour  terminer  celte  matière ,  je  vais  rapporter  une  méthode  pro- 
posée par  M.  Paoli,  dans  laquelle  se  trouve  comprise  celle  de  Lagrange, 
et  qui  s'applique  à  un  genre  d'équations  dont  l'ordre  est  indéterminé. 

1099.  Soit  proposé  d'intégrer  l'équation 

dont  l'ordre,  relativement  à  la  variable  /,  change  à  chaque  valeur  de  x. 
Supposons  que  l'intégrale  cherchée  ait  la  forme 

^,,,=  /7i^'[ûtJ  +  iï*'[^J  +p&\y^\  +  etc., 

dans  laquelle  [aj  =  a,flt,_,flt,_, .a, ,  et  ainsi  des  autres ,   et  les 

quantités  a,  i,  c,. . .  ./w,  ti,  /?,.•..  désignent  des  constantes.  Tirant  de 
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cette  expression  les  valeurs  de  j^,,;,  ^*,;-i  >  etc. ,  pour  les  substituer 
dans  la  proposée,  nous  aurons 

laa'l»']  +  k6'l$^}  +  pd'ly^  •+-  etc. 

=  i»5^— [et  J +  mX^"[»J} 

•+-  mJ'^  [«^Tî  -t-  mB'^-'[A,^\ . . ,+  mX'^—lttJiTi 
+  n5>-[/3j -*-  nXJr^l0j\ 

4-  A'^.C-  [rJ. -+•  /»X.c;^'C>.J 

+  p^'scf  [7*17]  +  /'^',c^'[?.lTJ. .  r .+  A'^'.«'"*[?''-0 
+  etc.  ; 

«;fant  introduit  un  nombre  suffisant  de  fonctions  indéterminées  et,,  ^^^ 
>.,  etc.,  dans  l'équation  proposée^  nous  y  pourrons  satisfaire  en  posant 

ma![à^  =  mBjf'laJj +  /»X,a^»[*J 

+  rnJ'^'  [a,Ij  +  mjB',a^'£*,l"3 . . . .+  mX^— [«,l7j, 

+  «^'.^  [^.17]  -f  »5',fr-'{j8,lT3..,.H-  «X'.A— [^,17], 

H-  ;»^',c  [7.17]  H-;'*'.c^'C>'.l7î . . . .+  pX'j:"'ly,ll], 


Les  quantités  m,  n,  p^  etc.,  disparaissent  de  ces  équations,  parla  seule 
division ,  et  demeurent  par  conséquent  arbitraires  ;  on  peut  aussi  chasser 

les  fonctions  [otJ7j,  i^^],  [>.-73,  etc.,  puisque 

Les  équations  simplifiées  par  ces  réductions  donneront  respectivement 

*'  ""        r— *^-'> .- .— X,o-«       » 

etc.  , 
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d'où  Ton  déduira  les  valeurs  de  [«J,  [/ôj  ,  [>,],  clc.;  mais  pour  £ûte 
usage  de  celles>-ci,  il  faudra  les  réduire  en  séries  descendantes ,  toi" 
yaul  les  puissances  de  a,  l>f  c,  etc.  Si  Ton  a 

[«J  =  ^  +  J'ar\  +  J"a-^  +  J"'a-'  +  etc. , 
[/3J  =  ^  4-  ^'i—  4-  J"b-*  -f-  ^"'4-'  -H  etc., 

.     OJ  =  ^  +  -rf'c—  4-  J"c-*  +  ^'"c-»  +  etc., 
etc. , 
on  en  conclura 

^,,.  =  J(nuf      +  »*•     4-  ;»c'      4-  etc.) 
4-  A'inuf-^  4-  n*»—  4-  ;>£•—  4-  etc.) 
4-  A"lnu^-*  4-  »*•-'  4-  p<f—  4-  etc.) 
4-  etc.  ; 
et  en  raisonnant  ici  comme  dans  le  n*  io85,  on  transforment  cette  ex- 
pression  dans  la.  suivante , 

^,;.  =±:  J<p{t)  4-  J'f(i^i)  4-  J"(p{t—3^)  4-  etc. , 
qui  sera  l'iatégrale  complète  de  l'équation  proposée  aux  difEérences. 

m 

La  méthode  ci-dessus  se  réduit  visiblement  à  £aiire  ^«,i  =  ^[«J  ;  ^ 
tirer  de  la  substitution^  dans  Téqualion  proposée^  la  valeur  de  ««^  et 

à  convertir  ensuite  [«,]  en  une  série  de  la  forme 

J  +  J'a-'  +  ^'tf-*  +  J'^'a-Î  H-  etc.; 
d'où  Ton  déduit  sur-le-champ 

j,,,  =  ^<p(0  4-  J'<p{t—i)  +  jf'<p{t^a)  +  A^'^t^Z)  +  etc. 
iioo.  Prenons  pour  premier  exemple  l'équation 

qui  engendre  la  série 

a  5  4  5         6:....j: 


z 
.5 

4 
5 
6 

7 
8 


o 

X 

5 

7 
i5 

Si 

63 

1^7 


o 
o 
o 
I 
6 
a5 

90 
Soi 


o 
o 
o 
o 
o 
o 
I 

lO 


o 
o 
o 
o 

O 
O 

o 

O 


o. 
o. 

O. 

o. 
o. 
o. 
o. 
o. 
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Idrsqu'tfU  fait  j^,,isac:>,  jr,^^.=:o,  j,-_,  =:o,  etc.  Chaque  terme  de 
cette  série  est  égal  à  celui  qui  le  précède  dans  la  colonne  où  il  est 
placée  multiplié  par  x  et  augmenté  de  celui  qui,  dans  la  colonne  pré- 
cédente, s'en  trouve  éloigné  de  j?— -i  rangs  horizontaux:  pour  le 
troisième  terme  de  la  septième  ligne ,  par  exemple ^  on  a  acr=3,  ^=7 
et  <-— or  4- 1  >=>5>  ^^  P^f  1a  on  trouve 

js,7  =  ^  X  a5  4-i5  =  9o. 

Faisant^  comme  le  prescrit  la  règle  ci-dessus.,  j^,/,=  ^[^«])  l'équa-* 
tion  proposée  se  change  en  «t«  =  xoT^a^  ^  nT^?  et  donne 

«t,  = r:  »  d'où  Ton  conclut 

^    % <r-«^'«r«^a-^'+» a» \ 

l-  'J""  (I  — xa-«)Ci— {a^-Oa-']  [i— (x-fl)o-'3. . . .  (i— o"') 


~~  (i— tf-")  (iT-a<r-)  (I— 3c-') (  i— jf«»-)* 

Soit 


-  =^+^'«-4-^'«-H-^"'«*'4-  etc.  ; 


0— tf-')(»— aa-')(i— 3a-')....  (i-<wr") 

on  aura  premièrement  A^=i\\  puis,  pour  développer  le  premier  membre, 
on  mettra  le  dénominateur  sous  la  forme 

I  4-  P<r-'  4-  Ç«sr*  +  Ar"?  +  etc. , 
en  posant 

Ç  =  i.a  +  1.5 -j-  2.5  -+•  etc.; 

JR  =  —  1.2.3  —  etc., 
etc. 

Ces  quantités^  qui  sont  les  produits  indiqués  par  la  lettre  A^  dans  les 
n<*  g65  et  \onSy  peuvent  s'exprimer  par  la  somme  des  puissances  de 
la  progression  i^  2,  5^  4>  ^^^-y  ^^  moyen  des  formules  du  n^  96, 
tgssL  donnent 

V—  5  5—» 

•n  = S «= ^ 3 

etc.; 
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et  OB    «ur«  ensuite,    pour   déterminer   A  y  -rf',  ^',  -#'*,  etc. ,  les 

équations 

PJ  +  J'  z:^  Q, 

QA  +  PA^  +  ^"  =  o, 

RÀ  J^  QA^  ^  PA"  +  A'"  =  0, 

etc. 

Au  lieu  de  tirer  immédiatement  de  ces  dernières  équations  les  va- 
leurs des  coefficiens  A^  À' y  A'j  A"'^  etc. ,  il  sera  plus  commode  de 
comparer  chacune  de  ces  équations  à  sa  correspondante^  dans  la  suite 
de  celles  du  n^  96;  on  aura  ainsi    , 


PH-  ^.  =  /»  +  4, 


<tc.«  . 
d*où  Ton  conclura 


A 


■5=1+ 5. 1 +(!•+*  &)^, 


(*)  Ces  fommles  ne  sont  qunn  cas  paml^culj^r  de  celles  que  donse  M.  Paoli»  pour 
céduire  en  série»  par  le  moyen  da  sommes  de  puîssanoes ,  une  fraction  rationnelle , 
formules  trop  élégantes  pour  ne  pas  trouver  place  ici. 

Si  Ton  a  la  fraction 

o- a>)0^ bz)(..-c^._^  =.A  +  A'^.+  A'.*  +  A'.-  +  etc. . 
(i — az)(i — ^b*)(i— ca) -       .        ^  •  .  ' 

et   quon  prenne  les  logarithmes,  il  viendra 

'//"  'i'^lJ'-K^'^'*'!;"'  "^ }  =  1  (^  +  ^'.  +  ^V  +  ^V  +  etc.)  ; 

—  1(1— a  s)— l(i— b  z)— l(i— c  a) j         ^  * 
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et  p«r  conséquent 

[.J  =  a-''<'-'^4.i'.«-''^'-'^'+(fi+5;^>-''^'^'^-"+elc. 

pais,  en  differentiant ,  on  obtiendra 

a  b  c  \ 

1— «2       1 — b«       1— c»''"*'r  jf+  fxA'^%  +  3^a*  4»  etc. 

_ar  b'  _V_  f  ~  ^  +  ^«+  ^ft^+^a'+etc.  ^ 

les  termes  da  premier  membre  étant  déyeloppéa  en  série,  il  en  résnke 

a'  +  a'*«  +  a'V  +  etc.  \ 
4-  b'  -i-  b'*»  4-  b' V  +  etc. 
•     +  c'  +  c'»»  +  c'V  +  etc. 

^ •••••(_     ^  +  a^g  +  3^g*  +  etc. 

—  a  —  a*a  —  aV  —  etc.  }  ~  A  +  jf&  +  A"z*+  -^t'-^te. 

—  b  ^  b'z  —  bV  —  etc.  ' 

—  c   —  c*«  —  c'a*  —  etc. 

et  M  r 

c.  ^ 


Ton  fait 

*y,  =  af'  +  b'  +  c^ —  a  —  b  —  c.  ^... 

S^  =  a'*+  b'*+  c'» —  a*—  b*—  c».... 

^3  ==  a'3+  b"+  c'^.....—  »«—  b»-  c» 

etc^, 

.    ,    ç^   .    C,t   .   ^^  _    ^+g^«  +  3^a>-Ketc. 


*3 

on  aura 

^où  l'on  tirera 

etc., 

:7— 7+*'â' 


^         a    '     •  a  ' 
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par  le  moyen  de  cette  dernière  expression,  on  aura 

Ces  formulea  so^t  prixicipalepieot  applicables ,  lorique  les  quantités 

a^  b^  c.....a'y  V.,  ç'....'. 

constitaent  des  séries  dont  on  peut  obtenir  facilement  la  somn^e ,  lorsque  leurs  diffé-» 
rences  premières ,  par  exemple ,  sont  constantes  ;  dans  ce  cas  ^  on  peut  aussi  trouver 
immédiatement  les  cpefficiens  des  puissances  de  z,  dans  le  déyeloppement  du  produit 

(i  —  az)  (i  — bz)  (i  —  cz) ,    etc. , 

par  un  moyen  que  nous  allons  exposer  >  parce  qu'il  peut  être  utile  dans  plusienn  occa- 
sions^ ainsi  que  Ta  montré  Lagrange.. 

Soit               a,        f  +  h»       ^  +  aA»        û  +  3*,        a  +  (m— i)*, 
une  suite  de  quantités  croissant  par  une  différence  constante  et  égale  i  &;  on  fera 
ix  +  a)(x  +  a  +  k)ix  +  a  +  2k) fx  4-a+ (/»— 0*] 

=  X»  +  ^'cD?-»+^V"*  +  ^^-\.  .  .  •>  +  AW.  .,,,,....(!);• 

gi  Ton  substitue  X'-^kà  x,  dans  les  deux  membres   de  pette  équatiop ,  elle  deyiendra 

ix  +  a  +*)  (x+  a+flft)  (ps  +  a  +  3k) (x+a  +  mk) 

^    =  (X  +ftr  +^'(x  +*)-^»  +^>  +  ft)«-. . . .  4.^(-); 

en  comparant  son  premier  membre  avec  cebii  de  la  précédente,  op  voit  s^ns  peine  que 
le  second, 

(x  +  A)'«+^'(x  +  ft)'^>-|r  ^^'Cx +*)•""* 4-^'") 

=^  (x"^  +  ^'x"-'  4r  ^"x-- +  ^C«))  ^  +  <^+jnk 

'  x  +  a 

développant  cette  nouvelle  équation,  on  obtiendra  successivement 

(x  +  a){(x4-ft>'"  +  ^'(^  +  ft)"-'  +^(4:+A)"-* +  ./Cl-)) 

=  (f  +  fl  +  "»*)  [^"^  +  A'x^-'  +  A^x"^ -f.  ^C«)}  ^ 

et  ' 
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â  l'on  &it  x=o,  les  sommes  S,,  S^,  S3,  etc.,  s'évanouiront,  et  il 
ne  restera  que  ^,,,  =s  (p(/),  eft  sorte  que  la  détermination  de  la  fonc- 


+ 

jfx" 

+ 

"^^  ufkx-* 

+ 

(m — i)(m— a) 
i.a 

jfh*a^— 

+ 

etc. 

+ 

A'ax^-' 

+ 

m — 1 
1 

jtàkx?'-* 

-h 

étc; 

- 

+ 

-    '       ut-X"^' 

+ 
+ 

m— a 
1 

+ 
+ 

etc. 
eto. 

+ 

^•x— ^ 

+ 

etc. 
etc. 

=  «-+« 

+ 

irx-  + 

.      A'a^^ 

+ 

•^x"- 

+ 

etc. 

+ 

ax- 

+ 

^flX"- 

+ 

-^•ax»-» 

+ 

etc. 

+ 

mkx' 

+ 

^'roftx»- 

+ 

'A'mkx"^ 

+ 

etc. 

Cette  dernière  équation  devant  être  identique,  donne 

1  =s  1, 

mk  +  à+A'=:A'  +  a  +  mk, 

m(>n— OCm  — a)  ^        m(m--i)  gj^»   .    (>»—' )("«—»)  ^,» 
i.a.3  .  ~        i.a  ^^  i,a 

etc., 
d'où  l'on  déduit 

i  '  i.a  ^       i.a  ~  i.a.3  ' 

1  i.a    .  '  i.fl 

.    (mr->0(m— q)(wi— 3)  ^^,^^,       m(m— i)(m— fl)  ^j. 

1.2.3  "*"  i.a.3 

,    m(m— i)(m~fl)(yn^5)  , , 
"*■  i.a.3.4         ^'^' 

etc. 

I^a  loi  de  ces  expressions  est  déjà  assez  évidente  ponr  nous  dispenser  d*aller  plus 
loin*  Noos  obseryerons  que  ^  pour  les  ramener  à  celles  de  Lagrange  >  il  faudrait  faire 
o  ^=:  I ,  ft  =  1  y  et  écrire  m  '—  i  au  lieu  de  m  {Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  ; 
année  1771 ,  page  ia6).  Les  A  désigneraient  alors  les  produits  indiqués  dans  les 
11^  985  et  loaS^ 

^  5,  39 
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lion  p  dépendra  de  la  colonne  qui  précëderait  la  premîèfe  de  la  table 

de  la  page  3oo,  ei  qui  n'est  pas  donnëe« 

Maintenant^  voyons  comment  nous  passerons  deTuneàrantre  :  faisons 
a:ï=i;  Téqualion  proposée  nous  donnera  7-».,:=^4^,_,  4-/.,,,  d'où 
j-,,,  «=^/i,i  — ^f  ,t-i  >  <^  q^i  Too^s  montre  que  la  valeur  de ^o,t  doit  tou- 
jours être  nulle,  tant  que  i  est  un  nombre  entier  positif  diflërent  de 
l'unité,  puisque  la  table  citée  donne,  dans  tous  ces  cas,  ^f>f=  i* 
Pour  obtenir  les  valeurs  de^f,t>  lorsque  t  est  nul  ou  négatif,  il  faut 
continuer  en  arrière  la  série  résultante  de  l'équation  proposée,  ce  qui 
s'effectuera  en  formant,  par  le  moyen  de  cette  équation^  le  tableau  sui- 
vant : 


etc. 


etc. 


•7"» ,  i^^^» ,  «"h7"t  •  t 
etc. 


etc. 


A  la  troisième  ligne  de  la  troisième  colonne^  on  trouve  l'équation 
J^3,â  =  5^3, ,  +7«,o  V^h  par  le  moyen  des  valeurs  de^s,^,/,,, ,  tirées 
de  la  table,  donne  ^,,o=o;  cette  valeur,  substituée  dans  la  seconde 
ligne  delà  deuxième  colonne,  qui  est  7*.t  =  ay-^.* +rt,»^>  conduit  à 
J^i,»  =o.  En  prolongeant  plus  loin  le  tableau,  on  trouverait  dans  la 
quatrième  colonne,  à  la  quatrième  ligne,  ^4,  s=4  j4,a-hr3^.o y  équation 
de  laquelle  il  résulte ^9,.  =  0;  cette  valeur,  nuse  dans  la  troisième 
ligne  de  la  deuxième  colonne,  montre  que  j^.,_.  =0;  et  par  la  se- 
conde ligne  de  la  première  colonne,  on  a  alors  j-^^^^sso;  puis  par 
la  prenaière  ligne  de  la  même  colonne,  jr,.o  =  0.  On  s'assurera,  par  la 
même  voie,  que  les  valeurs  de  jr,^,  sont  toutes  nulles  lorsque  f  est  nul 
ou  négatif;  o»  conclura  donc  de  là  quc^,,,  =s^,^^— ^^^^=:  i^  :  c'est 
la  seule  valeur  de  jr^,,  qui  ne  soit  pas  nulle» 
Cela  posé,  puisque  ^o,t  =  ^(0>  on  aura 

et  d'après  ce  qui  précède,  l'expression  de  j,,,  rapportée  sur  la  pag.  Z04,. 
se  réduit,  pour  chaque  cas  particulier  de  la  question  qui  nous  occupe  ^ 
au  seul  terme  dans  lequel 


il  vient  alors 
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metUnt  celle  -vslenr  dans  l'expression  ge'neralè  du  coefficient  ^•■^.•>,  don- 
née plus  haut  >  on  obtiendra 

+  ('^  4.  ^.  ^l'i    ■^t-fa(x-,)-3 

^  Soîl,  pour  appliquer  celle  formule ,  a:  =  3 ,  ^ =8  ;  les  quatre  termes 
écrits  ci-dessus  suffiront  pour  ce  cas  particulier ,  puisqu'on  a  /?i+i=4; 
et  on  trouvera 

\y,  =  6,        5'.=5=i4,        .9,=^  56,        5^4  =98, 
d*où  Ton  déduira 

H-[i:i+a.i44-(7  +  i8)2]|=:i^=5o-i; 

1101.  Cest  par  le  moyen  des  équations  aux  diflFérences,  que  M.LapIace    surUnature 
s'est  proposé  d'éclaircîr  la  difficulté  qui  s*est  élevée  sur  la  nature  des  ^^,  foncûon* 
fonctions  arbitraires,  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  diftë- fnïgral^  î^ 
rentielles  partielles ,  et  dont  nous  avons  parlé  dans  le  n*  8o4«  difitrenadief 

La  plus  grande  partie  de  cetle  discussion  ayant  roulé  sur  l'équation  ^^' 
différentielle  partielle  des  cordes  vibrantes,  qui  est 

M.  Laplace  a  formé,  par  analogie,  Téquation  aux  différences 

qui   n'est  autre  cbose  que 

qui  se  réduit  d'ailleurs  à 

ei   à  laquelle  satisfisiit 

qui  est  rintégrale  complète  de  l'équation  différentielle  partielle. 


aux 
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Celte  inle'grale;  rapportée  à  réqaatipn  aax  différences^  et  a$sti]élie 
aux  conditions  qni  résultent  des  circonstances  physiques  du  problème 
des  cordes  vibrantes^  est  d'abord  réduite  par  M.  Laplace,  à  la  forme 

afin  de  satisfaire  à  la  condition  ^^'  =  0,  quel  que  soit  x,  lorsque 

<=io;  et  il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  la  fonction  (p  de  manière 
que^x,»  s'évanouisse,  quel  que  soit  /,  lorsque  a:=^o  ou  ^=^n. 

Si  Ton  fait  ^=0,  dans  Téquation  (2'),  on  en  tire<p(a:)=|/,,o,  d'où 

et 

Posant  alors 

jc = o    et   ^o , i  =  o ,    on  a  d'abord     jr^;^ ;  sa  — ^r,  iy 

au  moy^n  de  quoi  toutes  les  valeurs  à  indices  négatifs  se  déduisent  de 
celles  qui  ont  des  indices  positifs.  Faisant  ensuite 

x:=zn    et   7,,,  =  0 ,      il  vient     ^,^;,o  =  — ^«-î^o? 

puis  changeant  t  en  n-^t  dans  cette  dernière ,  t  en  n^t  dans  le  ré^ 
sultat^  et  ainsi  de  suite  ^  on  formera  les  valeurs 

etc.  ^ 
desquelles^  on  conclura  aisément 

ainsi  toutes  les  valeurs  des  quantités^,,;  ne  dépendront  que  déceliez 
qui  répondent  aux  indices  compm  entre  o  et  nj  et  avec  Téquation  (1'} 
on  en  déduira  les  valeurs  quelconques  de  j-^^,. 
Voici  maintenant  la  construction  géométrique  des  relations  précédentes. 
HG.8.  Ayant  pris  le  polygone  JBCDE.Jlg.  8^  tel  que  la  distance  ^E de 
ses  extrémités  soit  égale  à  /z,  mais  d^ailleurs  entièrement  ariSitraire^  eh 
l'ayant  posé  sur  la  ligne  JX,  où  se  comptent  les  x,  les  ordonnées  de 
ce  polygone  représenteront  les  valeurs  de^,,,,  depuis  a:=:o  jusqu'à 
ar=/ï.  On  le  placera  ensuite  au-dessous  de  la  ligne  des  x^  de  manière^ 
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que  le  poînl  E  demeure  à  la  même  place ,  et  que  par  conséquent  les 
ordonnées  se  succèdent  dans  un  ordre  inverse,  puis  on  le  remettra  dans 
sa  première  position.  En  continuant  ainsi ,  tant  dans  le  sens  des  x  né- 
gatifs que  des  x  positifs,  on  formera  un  polygone  indéfini,  dont  les  or-f 
données  satisferont  aux  conditions 

et  on  aura  les  grandeurs  de 

en  prenant  la  demi-somme  des  ordonnées  correspondantes  aux  abscisse^ 
ar  +  ^  et  a:—//      *         . 

1105.  Celle  conslruclîon,  dès  qu'on  n'y  assujétit  plus  les  variables' 
jc  et  /  à  changer,  par  des  différences  égales  à  l'unité,  devient  celle- 
qu'Euler  a  donnée  pour  l'équation  différeûtielie  partielle 

L'accord  des  deux  procédés  parait  d'abord  tout  simple,  puis<|ue  l'iû-^^ 
fégrâle 

satisfaisant  a  la  fois  à  l'équation  aux  différences  et  à  Féquation  diffé-* 
rcnlielle,  il  semble,  en  conséquence,  que  les  fonctions  peuvent  être* 
discontinues,  aussi  bien  dans  un  cas  que  dans  l'autre,  c'est-à-dire  qu'on* 
peut  prendre  comme  on  veut  la  courbe  ou  le  contour  qui  tient  lieu  du* 
polygone  ABCDE^  lorsque  les  différences  dés  variables  deviennent 
infiniment  petites. 

Pour  effectuer  ce  passage,  on  peut  cbafiger  x  enox^^t  enat'i  alors  les- 

différences  des  nouvelles  variables  x^  et  t'  étant  -,  seront   infiniment 

petites,  si  on  suppose  que  a  soit  infini,  ce  qui  revient  à  regarder  les  in- 
dices^â?  et  t  comme  infinis,  ainsi  que  le  Jsiit  M.  Laplace;  ou  bien  en- 
core, il  est  facile  de  s'assurer  que  la  correspondance  des  équations  (i) 
et  (2)  subsisterait  avec  tout  ce  qui  s'en  suit,  quand  même  on  ferait 
varier  or  et  ^,  par  des  différences  quelconques  A,  ce  qui  changerait  l'équa- 
lîoa  (i)  en         . 

dont  la  limite  est  bien  évidemment 

iç»    "     d<*   •  * 
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5ia  CHAP.  IIL  INTÉGRATION 

Cela  posé^  M.  Laplace  met  à  la  discontiaailé  des  fonctions  arbitraires 
une  restriction  fondée  sur  ce  que  l'équation 

revenant  à 

idoit^  dans  le  passage  des  différences  aux  différentielles^  se  changer  ea 

iéquatlon  qui  ne  satisfait  a  la  condition  ->^s=  o^  quel  que^soit  x,  lorsque 
,  qu  autant  que  le  second  meoibre  -^^  dr*,  demeure  infiniment  pe- 


tit da  second  ordre,  ce  qui  exige  que  la  quanlité/^.^^, .  — ^*+i  .•  +^»,.i 
dont  il  dérive  .puasse  devenir  infiniment  petite  de  cet  ordre,  c'est-à-dire 
que  deux  élémens  contigus  du  polygone  primitif  ne  fassent  point  entr'eux 
d'angle  fini,  et  qu'ainsi  il  ne  soit  formé,  au  plus,  que  de  courbes  qui  se 
loucbent. 

xibS.  Ces  conclusions ,  que  M.  Laplace  a  généralisées,  n'ont  point 
(été  admises  par  Euler,  ni  par  Lagrange»  ni  par  M.  Monge*  Arbogast, 
dans  le  Ménooire  que  j'ai  cité  au  n""  804,  y  oppose  d'alword  l'identité 
d'intégrale  pour  l'équation  aux  différences,  et  l'équation  différentielle, 
identité  de  laquelle  on  doit  inférer  m  qu'il  n'est  pas  nécessaire  d*arrondir 
9  les  angles  (du  polygone  primitif)  pour  passer  d'une  équation  a  l'autre  n  : 

Ensuite,  que  si  l'pn  développe,  au  moyen  du  théorème  de  Taylor, 
l'équation  (i),  en  y  remplaçant  par  h  la  différence  i,  commune  aux 
jienx  variables  indépendantes  or  et  I,  on  parvient  à  l'équation 

àx-  ^  ÛJ^  3.4^®^^ —   d^  ^  dr*  3.4^^^^-' 

qui  se  vérifie,  quelle  que  soit  A,  à  cause  que  l'équation  différentielle 
partielle 

ainsi  Péquation  aux  différences  et  l'équation  différentielle  ayant  lieu  en 
piéme  temps,  doivent  être  satisfaites  de  la  même  manière  : 

Enfin,  que  la  génération  des  coefficiens  différentiels  d'une  fonction 
c^uelconque  f(^),  par  le  développement  4^  ((^-^h)  (^  et  i8),  n'eu- 
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traîne  pas  nécessairement  l'existence  de  trois  valeurs  consécutives,  pour 

la  formation  de  -^  ,  et  ainsi  des  autres* 

Aces  raisons^  j'ajouterai  que  Lagrange,  qui,  après  avoir  embrassé 
l'opinion  d'Euler  sur  la  discontinuité  des  fonciîons  arbitraires,  s'en  était 
éloigné  encore  plus  que  M.  Laplace,  y  est  revenu  tout-à-fail,  dans  la 
deuxième  édition  de  sa  Mécaniciue  analjrtique  (t I^,  p.  418),  et  s'accorde* 
sar  ce  sujet,  entièrement  avec  M.  Monge. 

Pour  compléter  sur  ce  point  Thisloire  de  la  science,  il  ne  sera  peut-' 
être  pas  inutile  de  dire  que  l'opinion  à  laquelle  s'est  fixé  M.  Laplace/ 
a  été  ff^opQsée  4'abord  par  Gondoi;cet  (voy,  les  Mém,  de  VAcaâ.  des 
Sciences  de  Paris ^  année  1771,  p.  69).  Il  l'appuyait,  sur  l'élimination' 
des  fonctions  arbitraires,  qui  suppose  que  ces  fonctions  ont  des  valeurs" 
communes  dans  le  passage  aux  différentielles  successives ,  d'x)ii  il  con-' 
cluait  que  leur  forme  ne  doit  pas  changer  brusquement  d'un  ordre  à* 
i autre,  c'est-à-dire  d'un  point  au  suivant;  mais  je  renverrai  au  Mémoire' 
d^Arbogast^  pour  l'examen  de  cette  dernière  condition;  et  j'annoneeraif 
aussi  qu'en  reprenant  un  cas  singulier  du  problème  des  cordes  vibrantes^ 
M.  Poisson,  dans  un  Mémoire  qu'il  vient  de  lire  à  TAcadémÎB  des' 
Scienees,  établit  que  ce  cas  ne  peut  être  résolu  exactement,  à  moins' 
qu'on  ne  limite  là  discontinuité  des  fonctions,  comme  le  fiiit  M.  Laplacc 

iio4«  Condorcety  à  qui  l'on  doit  la  théorie  générale  des  équations   Des^Wiotu'    v 
de  condition   relatives  à  l'intégrabilité  des  fonctions  dîfféreatielies ,    a  jJf.P^J^';?;^;^ 
donné  les  équations  de  condition  qui  dx>ivent  avoir  lieu  pour  qu'une  grabiUtë   des 
foDclion  aux  différences  soit  intégrable;  nous  avons  remis  jusqu'à  présent  d^ç^i^^J^*"* 
à  traiter  cet  objet,  parce  qu'il  est  plus  curieux  qu*utile. 

Soit  f^une  fonction  quelconque  des  variables  op,  j*,  z,  et  de  leuris* 
différences  jusqu'à  l'ordre  n  inclusivement;  si  on  la  regarde  comme  la* 
différence  complète  d'une  fonction  f^^yàx  étant  indéterminé,  aussi  bien 
90e  les  différences  des  autres  variables,  on  aura 

d'où  FoQ  déduira  suecessivemenfr  ... 


ëx — dr>  azi~"d2S">  as^i  •*"  "ai'x  »  dA»x"~dA»x»  "*^** 

^ zsz^^  JË^  — Ë^  J^— Ë^'  d^  _dAr, 

Ay          ày    *  dAy         àAy    »  dA*^         dA'jr  *  dA=|y         A^y  *  * 

d»  —    d*^    *  dAa-  ~"  dA»  »  dû"*  ~"  dA'a  »  dA'z  ~"  dA^a  >  ^^^'  » 
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mais  en  transposant  la  caractéristique  A,  dans  -3—' (page  97,  note)^  on 
x>btient  ^-rzi  P^îs  en  observant  que 

+  ^'  ds  +  etc.; 

prenant  ensuite  les  diffërencé^  de  chaque  terme  de  celte  dernière  ex»* 
pression,  qui  donnent 

A^dAx=A£.dA^  +  ÊdA*a:  +  A^.dA-x, 

*  etc. , 

pour  former  le  développement  de  Ad^^,  et  comparant  enfin  ce  dérei> 
ioppement  terme  à  terme ,  avec  celui  de  dF',  on  aura  les  équation;} 
suivantes, 

ir  —  ^  àx» 

dA-'x  '■^  '■^  dA'x  ^^  dAx  ^^       dAx  » 

dr  _       dr,    .    dr,     .     .  àr, 

àA^x  ""  ^  dA^x  "*"  dA»x  "^      dA'x  ' 


jpareillement,  par  rapport  aux  yari«dl>Ies  jr  et  z, 


dy  dj^    » 


Akj'   "~  ^  dAy  ^    d^     ^  **    dy    > 
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AV 

àà.*y  ~" 

+  15 

+  ^  dAy  ' 
_i_  A  d^, 

ir^dA.;» 

AT 

'^ 

9 

Ar 

-^ 

+  T 

_j_  A  dr. 

AF 

^^ 

+S 

Ar 

•      •      •     • 

>      •      • 

_1_    A    ^/ 

5i5 


Il  reste  maintenant  à  éliminej  les  coeSiciens  différentiels  de  /^^;  on 
y  parvient,  de 'proche  en  procbe^  par  un  procédé  semblable  à  celui 
qu'on  a  jnis  ep  usage  dans  le  n*  55a.  En  prenant  d'abord  la  différence 
4e  la  seconde  des  éijuaiiens  relatives  à  la  variable  x^  x)n  a  le  résultat 

qui  devient 

0n  vertu  de  la  première  équaUon  ^  =c  A  -g^. 

^  Prenant  ensuite  ia  différence  seconde  de  la  troisième  équsdîon , 
«n  aura 

4qnation  de  laquelle  on  éliminera  les'  termes  A*  -^y  ^^dùx^  P"  ^® 
mcyjren  de  celle  que  nous  venons  d'obtenir  et  de  sa  différeoce,  ce  qui 
donnera 

A*  ^  -  A3  ^  _  é^-aA^  -  A-^ 

dA'jc  ""^         dû*x         do?  de  djc 

.      .   dr    ,    ..  d^ 
+   ^dÂÏ+^  dSÏ' 

Si  Ton  prend  encore  la  difierenee  troisième  de^la  quatrième  équation, 
qu'on  en  chasse  les  termes  A»  ^,  A^  ^,  à  l'aide  de  la  précédent» 
5.  4o 
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el  de  sa  diflerence ,  on  obtiendrai . 

^  A     ^^  A.d^  A3    dr 

•    • xii^a?  •     •     •   dAjr    •  dAjB" 

En  suivant  la  mai'cbe  qbe  hoas  veriona  de  tracer,  et  en  observant  que 
puisque  ^est  de  l'ordre^,  F,  doi^êtr*  (|t  V«rdre  «— i,  d'oùilsuit- 

que  3^  =  0*  on  arriYera  enfin  k 


dû"x      ..       Idjî^^i      dx~     i.a  da; ^        H^f 

tfc  Ta» -^   ■    Ju  A- '^^  l 

=F  ele. 

Il  estvisible  que'^les  équations  relatives  atix  autres  vanaBJes^.z^dqîvfDi 
être  absolument  de  la  mênae  formie;  ni^^  que  s'il  y  avait  une  variable 
dont  la  différence  pren^ière  fut  eon^lante^^ye  iie-fouriwak  point  d'équa- 
tion de  condition. 

On  déduirait  aisément  dç  c%  qui  pïé<?çd«  U%  éqn^r».  ^m  d«ivea» 
avoir  Heq  pour  que  la  fonction  P^  soit  la  diflerence  «e.çQnds  d'nnç  f<»c- 
tion  F)^y  en  formant  d'abord  celles  qui  doivent  avoir  lieu  pour  qjng  J^ 
soit  la  différence  pr^îmière   d«  V,^,  et  qai  sont  sei^lables  aux  précé- 
dentes, mais  seulement  de  l'orcire  n—  i  ;  pjuis  chassaot  ensuite  les  coeffi- 
ciens  différentiels  dç  F,,  par  le  moyen  des  expressions  de  leurs  diffe- 
JKinçç^,  qae  l'iota  objiettdraii  à  peu  près  ooinme  oi-^dMsiM.  Nôn^  hisson» 
a.u  lecteur,  ç(u«  celle  mj^tièr^  pOHrrjvlt  intéçç^seï;,  1^  soin  4e-déveloM*ff 
ces  calculs,  qui  n'exigent  que  de  la  patience  et  de  l'attention  ;  lH>^/i^. 
nous  arrêterons  ms  non  plus  à  montrer  comment  On  pçijt  trouver  le» 
équations  de  condition  telalîvés  à  l'iniégrabilfté  dis  équation»  anx  dif- 
férences; car  ii «SA  évident^.» si  ^=0  désigne  l'équation  proposée , 
Jl  faut  chercW  les  équations  de  condition  relatives  à  la  fonction  MF, 
^  <^^v,^n^  4li;e  w^^yp^f à  1«  d^feripimtioadh  ficteiir  if /ap*.^  ^i,é\r'. 
c^  réduites     a^tapt  qu'il  est  pQssiblé,  p^  1,  8,ypp,e,si.o«t  d^s.t^^»^ 
dont  lequauon  ^=0  «t  g„  dîffé^euces,  indiqaeol  k  nulliS,     ^ 
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iioS.  ^Ôùé  avohî  dêjk  fidi  retùûttftcety  âaùâ  \é  défrtîër  chapitré  du  se- 
cond volame  de  cet  Ouvrage  (85 1)^  l'analogie  que  les  éqaatidns  decond^ 
lion  relatives  aux  différentielles^  ont  avec  lea  ëquatîons  qui  donnent  les 
maximums  et  les  mininiiiins  des  formules  intégrales  inde terminées;  il 
existe  une  semUable  liaison  entre  les  équations  de  condition  relatives 
aux  difféi'ences  et  céNeS  am  doitnetit  lei  f&aximams  et  les  minimums 
des  fonctions  indéterminées  j,  exprimées  par  des  intégrales  %ur.  diffé« 
renées. 

En  Prenant  là  Tàrîatîôn  de  ces  fonctions,  6'n  a*  S'iiP^  =l^^P^i  et 
îorsquoù  cWciië  leurs  màxîdiurnâ  ott  leurlf  lifiûfàïtikfi^^  il  laùï  que 
ScT/^ko;  mais  il  convient  de  séparer  Texpression  dé  ^/^  en  deux 
parties  y  en  hitégranf  autant  qu'il  est  possible  les  divers  termed  de  ^F^j 
ce  qui  fournit  deui^  0ftpecès  de  résùltat^^  les  uns  d^agés  du  signe  Z> 
et  les  atifirés  qui  toe  ^èuyent  ^^cn^t^r^  d^intégpratfon  tânl  qu'on  nWigné 
aucune  relatibn  particulière  entre  les  variables  qui  entrent  dan^  la  fonc* 
tion  K.  On  doit  égaler  séparément  à  «éro  chacune  de  ces  parties ,  pour 
oiNÈèmr  les  ^uMions  q^id^tënorneni  la  fytme  ie  ïk  lonctiou  cber-^ 
Aéé  él  cèlk^  (fài  àom  tiiu&yés  aox  limites  ée  l'intégrale. 

S'il  s'agissait  de  chercher  les^  conditions  d'après  Idiquelles  la  fonc«' 
fion  P^  doit  être  une  différence  exacte,  on  verrait  facilement  que 
dans  celle  h)r^olfaèse  S'F^  doit  ^tre  pareillement  vtûe  différence  exacte , 
.sans  qu'il  soit  besoin ,  pour  la  rendre  intégrable,  de  supposer  aucune 
relation  entre  les  variables  de  la  fonction  f^.  Il  suit  de  là  qu^âprès  avoir 
intégré  autant  qu'il  est  po^ble  chaque  terme  dé  J'f^y  la  partie  qui  resle 
sous  le  signets  doft  s'évsuMtiir  d'elle-^hlème^  ce  qui  fournit  évidem- 
ment des  équations  de  condition  absolument  semblables  à  celles  qui 
réâuUent  dé  la  même  pài^llé  dé  là  rtiéme  ^oritiùle  ^  ][)our  les  maximums 
et  les  minimum^.  Qùatlt  à  la  partie  dégagée  du  signe  :£^  ce  n'est  antriB 
chose  ^pe  la  fonction  priîmtivç.  de  ScT/^;  et  si  oh  l'inlègre  par  rap-, 
p6r(  a  la  caracférisdqtié  J^,  le  resuîtaft  sjérà  jL^exiiression  de  Z/^« 

£n  prenant 9  .conm^e  ci^dessus^ 

Ott  «ft  côttclar» 

cTf' =  ^  J^x  ^- -^  A/jf + j^  A'J^jf  4- etc.  H- ^  jy  +  etc. 
jSi  Ton  intè^^',  par  rapport  au  si^e  it,  4'apj^slé^  formules  du  n*  ^5^, 
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cbaque  terme  de  celle  dernière  expression,  on  aura  successivement 

«f!C. 

11  en  serait  de  même  à  l'égard  de»  autres-  variables  7,.«,  etc.;  et  eri" 
ne  considérant  que  les  termes  qui  demeurent  soumis  au  signe  2,  on  (ot^ 
mera  réqualion 


i-x 


*^^-^^  ^^'^^'^^  *^^-  •  •  '^'&x  *^^- 


,-H  elc. 

dans  laquelle  il  faudra  réduire  les  variatiata8^«r^  J'Xrf  •^J'^ur  ^9- 
'     ^Jx  >  etc. ,  au  plus  petit  nombre  possible.  Celte  réduction  s  opère  sar^ 
le-cbamp^  en  substituant  aux  quantités 


A    ^^ 

suivantes 

7x00  ' 

"/AxCn— 0» 

eie. 


r' 


etc: 


qui  en  désignent  les  valeurs  ultérieures ,  lorsque  œ  se  change  enx^^ 
^«-o  ^m^%f  etc.  ^  parce  qu'il  est  évident  que  ^-f  ^^  Q^  diffère  de 
2  T-77?  J^-^Ji  que  d'une  constante^  que  ^  j—  J'x^   ne  diffère  de. . . .  .* 

2  j^^J^Zl])^^''  ^^®  d'une  constante ,  et  ainsi  des  autres  termes  rela- 
tifs à  X,  et  de  ceux  que  donnent  les  autres  variables.  D'après  ces  considé- 
rations, îl  ne  restera  que  les  séufes  variations  indépendantes  J'Xny  ^Jmy  etc.,  ► 
dont  il  faudra  par  conséquent  égaler  séparément  à  zéro  les  eoefficiens  ; 
on  aura  donc,  par  rapport  à  la  variable  Xy  Téquation 
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Maintenant  on  sait  q«e     ' 

;    etc.,  ,  .      j^  ^  ■    ..   -,  '"..:•.  ^  f  o 

et  la  sabstilution  de  ces  valeurs,  dœs  |^^qpàatk>a'pr6<fëcleniey  Mt  pf^«' 
cisénient  retomber  sur  rëqualion  âe  condilioii  relative  à  Xy  obtenue-* 
dans  le  nart^^âre^  précédent.      —     .•"*■:/  ~'''  ' 

iio6.  La  question  la  plus  générale  qu'on  puisse,  ^e  proposer  anr.lé»' 
variations  y  par  rapport  aux  diflTérences,  consiste  à  trouver  là  variation^ 
d'une  fonction  qui  n'çst  ^nnée  qite  par^utte  étjuation  aux  difTérencès.- 
Pour  la  résoudre  y  on  multiplie  la  variation  de  l'équation  proposée  par  un' 
fiictear;  on  intègre  ensuite' le  résultat  par  partiëi  v<^onïme  ci-désstis;  et'etf 
égalant  séparément  à  zéro  les  termes* qui  con^ennent  encore,  soiis  lis' 
signe  Z,  la  variation  ae  la  fonction  cherchée,  on  se  procure  une  équa-* 
tion  aux  diflferëncfes  et  du  premier  degré,  qui  sfert  à  dëleVminér  \p  fac- 
teur. Ce  calpul' est  trt)p  fat*ile" a  effectuer,  d'après  celui  dii  h*  857,  pour 
qu'il  soit  besoin  de  nous  y  ai¥èter.- 

1107.  Pour  donner  ùri  exemple  de  f  application"  du  Calcul  des  diffé-' 
rences  à  la  recherche  des  xnaximums  et  des  minjmnms,'m>i«l  waou- 
drons,  d'après  Lagrange^cette  question  i^Troui^er  y  en^/'e'tàus  léi  poly-* 
gones  qui  ont  un  même  nombre  dff,  côtés  donnés' ^  celui  doM  Vairé  est  la 
pUis grande.  So\\JMM'M^'^  etc.,  ^.9,  ce  polygoner^  rapporté i^  nneiFiG.g- 
ligne  AB\  menée  par  l'un  de  ses  angles;  la  différence  de  son  aire  est 

le  trapèze  PMAfP^  dont  l'aire,   mesurée  par  r  : yjPP'^SLX^và 

pour  expression  (jr  -f-  {Aj)^a^i  celle  de  Taire  du  polygone  entier  sera 
en  conséquence  l'intégrale  'È^f  +  ^  A/)Aa?,  prise  entre  les  limites  màr-- 
qtkées  par  les  points  extfénfies  du  polygone  :.  on  aura ,.  de  plus 


MM^  ==  V^PP'+ziBr'il'^^'VAa^-^  A/\ 

Maintenant,    les  Conditions   de  là   question' proposée    donneront  les 
équations 

cr2(7  +  lA7)Ajc  =  0,   ,     ir\/Aa?*^A/*=:o, 
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dont  la  première  exprime  que  l'aire  du  polygone  oberdMi  doîl  èbte  uti 
maximum  ou  un  minimum,  et  la  seconde,  que  ses  c^tés  sont  ia?ariables. 
Eu  ^évelop^aiHcea  équâttonsj  ou  obtient 

,on  conclut  de  la  seconde  de  celles-ci,  AéTors-ro  J^=->^j  subslitiïa^^ 
^daos  la  première^  ^' lai  change /eà  , 

^•1  inaûpt^  poM  abrtfgQfj^ 

jil  restera  ,:^  iotegrer  par  parties  la  fimctiâ^n  zAcT^»  Oo  (Bto  flédqifa 

•  "'     .     '  .  '   '»  .         ■  ^   • 

^résultat  quW  .tmnBfomiera  en  z^j — SAz^.^,  vsi  Toa  désigne  psyr  i^ 
jla  yaleuF  que  prend  z  lorsqu^on  y  mfet  xt^  àx,  ai|  H91I  ,^0  o?;  el  Ifi 
|i|reiïti^e  équation  du  problème  deviendra  > 

Dam  kr  etts  oit  Vé^  ^ dlygohe  tôttpiê  Taxé  en  deux  points,  c*ëst'-S-d)rer 
,eù  la  ligne  jtB  pà$se  par  deux  angles  opposes,  la  p4retùière  et  la  defr 
Bièra  oMJomiée»  sotit  âullèd^  ainsi^ùe  leurs  diflerencesi',  et  rôti  d  ^p=:tx^} 
M  ne  rMie"  ^'  ré^iiooi 

-S(Aj:-.A5jjy=!=5  0, 

qui  donne^  Ajc— •A^^.::=o.,.  ou   X'^z^7=C^  ce  qui  revient  !,....> 

'x  ^  ûiX-^i'iisi'C ^  el  fourtkit  par  con^'queiit  l!ë<]fua(ioa 

a  '    Ar    *    ^  Ax 

jEn  la  multipliant  par;  ûLce^iil  Tiendr» 

{nx  H-  Ax)Ax  tl-  (^  4*  Af )  V  a*2  a(?AiÇ  ^ 
^4onl  rintéçrale  est 
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eqYiaïioi\cippartfnaiit  à  un  cercle  4oBt  1«  centre  est  placé  sur  Taxe  des  x, 
cl  qui  se  réduîl  à  .x'  -f-j-*  =  2Cxy  lorsqu'on  veut  que  x  et  j  soient 
nuls  en  même  temps.  Il  recuite  de  là  que  le  polygone  demandé  doit  être 
inscrit  dans  une  demi-circonférence  de  ce^rçle. 

Si  la  partie  tle  ¥^xe  tïcfs  abscisses,  comprise  entre  les  deux  points  ex- 
trêmes du  pd^ygoue,  ç'est"^à*^dire  ai ia. baâe de  ce  j^ygoof  était  donnée^  ^ 
le  dernier  cl\r,  serait  néjQessairemejit  nul  ;  et  comme  Téquation.  •  •  «  • 

Aj'jc^s ^-^9  donne  crjg  =  — 2   ^^9  il  faudrait  que  la  valeur 

totale  de  Tin  légiste  S  ^^r^  £»l  nulle  aussi  bien  que  celle  de 

Of  on  peut  appliquer  évidemment  ici  ce  qui  a  été  dit  n**  37?^  sur  la 
combUiarsoQ  des  conditions  simultanées %iuxquéls  les  maximums  et  les 
xnînimums  des  intégrales  aux  difierentielles  pouvaient  être  asStt)^is^'(ii 
Ion  aura  en  conséquenQo^ 

k  désignant  le  coefficient  indéterminé  .par  lequel  oit'a  «ïulti^lié  la  foif*^^ 
mule  2  «yp'  avant  de  l'ajouter  à  celle  que  donne  la  cotMlkio^  priood^^ 
tive  du  maximunà^.  Si  l'on  fait^cooinie  ci-«déssua^^ 

Ax        a  "^  Ax       a  Ay  ^ 

on  *ob  tiendra  è^CQPf  Téqualion  ar+Air-^zs©^,  de;  laquelle  on  ti- 
rera ensuite  ...,.., 

celte  dernière  équation  est  celle  d'un  cercle  dont  lei  eenlre  est  ^silv» 
d'une  manière  quelconque- par  npj^Pt  aos^  eo^dennées  :   ainsi  parmi 
iou^  les  ppljr^ones  que^  Pon  peut  construire  6ur  ^as.  côtés  donnes. ^t  celui, 
qui  sera  inscniptihU  dans  un-  cercle  ret^ermera  le. plus  d^aira. 

1103.. I^i  les  côté^do  polygone  ne  sont  pv  donnés* tfaacnn  en- parti- 
calier^  maïs  qu  on  en  aitseiUement  là  somme>  alors  Téquatiou.' .... 
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^  V^Ax*  rf-  A^*=o  doit €|tre  reqiplacqe  pat  cP?  ^àx^ri^  Ay**  ==.o,'  ou  pajf 

-,  àxàfx  +  ^yàiy 

.équation  qui  doit  ^tre  combinée  ^vec  .celle  du  maxiraam^' 

2  { Axjy  4-  T  ^^A^y  +  (7 + i  Ar) AçTx}  =  o  ; 

coxuttic  npus  Tayons  indiqué  plus  haut  j  et  d'après  laquelle  on  ^ 

Pour  abréger,  faisons       - 

,B0U5  aurons  '' 

^(Aorjy -f-zAjy -h  ttAi^x)  =  Oj 

^n  intégrant  cette  éqùatidA  par  partiôS,  de  inéme  que  celle  du  Auméjr9 
précédent,  elle  donnera 

sSy  +  uS'x  4-  2  {(Ax—  A55jjy  —  Att/or}  =  p^ 

d'ouTon  déduira  *  •        * 

Ù.X  —  Aj3^  =0,       Aa^  =:  o ,       oc-^z^  =  C?,       zi^  =  Gj, 
ou 

Si  on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  aAo:,  la  seconde  par 
^^jTy  puis  qu^on  le^  ajoute^;  on  forcera  la  suivante, 

(aa:  +  àx)Ax  -f-  {^X  +  A^)  A/  =  xCAx  +  ^C'ùf^ 

dpoC  rrnbégrale  est  !  ' 

et  appartient  à  un  cercle  quelconque.  Faisant  aussi  disparaître  les  radi- 
,caux  dans  les  équations  d'où  celle-ci  est  tirée,  on  obtiendra 
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ea ajoutant  ces  résultats,  il  viendra 

—:  c*^ a*^ 2Cx  —  2cy +x^  +y^ 

mais  par  Tintégrale  déjà  obtenue,  on  a 

— .  aCjc—  aCy  +  X»  4- J^*  =  C"%  i 

—  a(C — x)Ax  —  a(C— j^) Aj  +  Ax'  +  A;^^  ssro  j 
il  restera  donc  seulement 

A»  =  C»  +  C  +  t?'»  — ^  (Ax*  H-  Ay»), 

résultat  d'après  lequel  il  est  visible  que  la  quantité  Ax*  4-  Aj^*  doit  être 
constante,  et  que  par  conséquent  les  côtés  du  polygone  cherché  doivent 
être  tous  égaux. 

Les  termes  ^Jfy  et  uj^x  s'évanouissent  d'eux-mêmes,  lorsque  les  points 
extrêmes  du  polygone  sont  donnés  ;  mais  dans  le  cas  où  la  base  seule 
serait  donnée,  c'est-à-dire  où  l'on  aurait  la  dernière  valeur  de  a:=a^* 
la  première  étant  zéro ,  il  fendrait,  pour  faire  disparaître  le  premier  de 
ces  termes,  prendre  ;^  =  o ,  lorsque  a:  =  a,  ce  qui,  en  vertu  de  l'équation 

«  —  a^  =  C, 

donnerait  Czsia,  et  conduirait  à   l'équation 

n  suit  de  là  que,  parmi  tous  les  polygones  dun  même  nombre  4e  coté^ 
et  dun  même  périmitre^  celui  qui  renferme  le  plus  daire,  est  le  polj^^ 
gone  régulier  inscrit  au  cercle. 
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CHAPITRE  ÏV, 

Théorie  des  êuiUs,  Urée  de  la  Gûnèidéraiion  dé  leurs^  Fonctions 

génératrices. 

1109.  Les  ch^i^ilres  ^prt'cédcM-onl  d4  Hfidnttef  quodtf  que  le  Calcul 
aux  diSereoc^s  ofTraît  de  plus  achevé,  consistait  dans  les  formules  d'in^ 
terpolatioDy  dans  quelques  séries  générales  pour  rintégration  des  fonc-' 
lions  d'une  seule  variable,  cl  dans  rinlégration  des  éqiiatîons  du  prieniîer 
degré  à  coefBcie;ps  coqslans.  BI.  Laplace,  en  1779»  parvint  à  lirer  ces 
diverses  théories  d'une  méniê  source,  savoir,  de  fa  considération  de 
ce  qu'il  appela  les  fonctions  génératrices;  sous  ce  nouveau  point  de 
Vue,  elles  pi;éseDlent  un  ensemble  aussi  simple  que  lutnineux^ei:  consli* 
tuent  une  nouvelle  espèce  de  calcul  qu'il  peiit  é<re  utile  de  cultiver, 
iVous  allons  donc  le  faire  connaître  dans  ce  chapftre,  qui,  pour  être 
entendu,  n'exigera  ,  sur  les  diflerèrwes  et  «ut  les  intégrales,  que  les  no- 
tions les  plus  simples,  et  pourra  ainsi  former  un  traité  élemeAtaire  sur 
ce  sujets 
i)e«  Fonctions      Une  série  quelconque  étant  tepréseiàfee  ^à 

dPnne  seule  Ta- 

u  ^jr.  +f,t  +  y,t'  +73^ .  • .  •  +/*^  +f.^.i*^'  4-  elc.  i 

le  second  membre  est  le  développement  du  pf entier ,  suivant  les  pvis^ 
sauces  de  I^a  variable  ty  u  est  la  fonction  génératrice  de  ee  second 
membre;  mais  parce  qu'il  est  contenu  implicitement  dans  son  terme  gé-* 
néral^.^,  nous  dirons  que  u  est  la  fonction  génératrice  de  y,  qui  sera 
le  coefficient  de  t*  dans  le  développement  de  la  fonction  11,  et  de  là 
naît  un  calcul  direct,  quand  on  veut  déterminer  les  coefficiens  par  le 
moyen  des  fonctions  génératrices ,  et  un  calcul  inverse^  quand  on  veut 
remonter,  des  coefficiens ,  aux  fonctions  génératrices. 

Il  10.  La  première  question  qui  va  nous  occuper  aura  pour  but  de 
déduire  du  coe^cient^x>  relatif  à  la  fonction  génératrice  i#,  celui  de 
quelques  autres  fonctioos  lié«s  à  celle-^là  d'une  sianière  fort  simple^ 


ti&bfr. 


Digitized  by 


Google 


DES  FONCTIONS  GÉNÉRATRICES.  S^S 

ï*.  U  est  visible  que  le  çp^fijçieqt  4^  ^'  ^oil  éjre  4g«l  i^,-i  daM  a/*! 
à  Xx^  dans  !//• ,  et  en  général  ^js^m  àskVA  uV^. 

2*.  Le  même  coefficient  de  tf  doit  êlre  égal  à  ^,^,  daps  le  dévelop- 
pement de  p  à^-,^,  dans  celui  de^,  et  en  général  à/,^.;  dans  celui 

D'après  cçla,  lé  eoeificieni  de  «^  dans  u(j  -^  i),  wi  ^-^Wf  «it  iVW 
demment  égal  à  j^,^,  — jr,^  ou  à  A/-,;  puis  &  cause  que 

.(i-.)=«C--O.C--.')r 

on  aura  pour  le  coe^fficient  de  ^^  dans  le  développement  de  cette  der- 
nière fonction^  A^,^.,  — -  Ay,,  ou  A%,  etc. 

En  continuant  ainsi ,  on  reconnaîtra  sans  peine  que  le  coêfficieat  de  ^^ 
dans  «  (j  -^  lYest  égal  à  Hy^ 
U  suit  de  là  auçsi  quç  u/j-  —  rV  est  la  foncliop  génératrice  de  A%^' 

et  que  «^  Q-  —  lY^est  celle  de  A%.^. , 
y.  Passons  à  1»  foactioa  plus  générale 

dans  laquelle  a,  ^,  a^y.:..if'^,  représentent  des  constantes;  le  coeffi*^ 
4:îeDt  de  ^  dans  le  développement  de  xrette  fonctipp  que  Ton  peai 
vfifilrç  sofLS  la  forme 

^  rfr  .j-  .4-  -^. .  •  •  .TJ-  -^^  . 

sera,  diaprés  ce  qui  précèd^^ 

.Comme  celle  4ieraière  expression  revi^pt  souvent^  M^  LapUce  la  4é- 
iftigne  pr  v/ir;  ?t  en  ooaséqneoice,  Ja  Ipno^iou  génmatrice  de  ,\yv  ei^ 
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ir  compose  ensuite,  avec  ^y,;  l'expression; 

qu'il  de'signe  par  "çy, ,  et  dont  la  fonction  gënératrice  est^> 
f     .    a'    .   a^      ^,    o^' V 

»  { «4-  7  -f-  jT  •  •  •  -H-  —)  •- 

Ensuivant  cette  nolalîon ,  il  forme  une  suite  d'exprcssrons  vtr^r—V^'-r 
dont  les  fonctions  génératrices  sont  respectivement 

w  \f^  7  +  jT  4-  75- +  TTJ  y 

4^  Ces  résultats^  combinés  avec  les  précédèn6>  font  voir  c[ue'  la^ 
fonction  génératrice  de  Texpression  A*v^^„.est 

«t  de  même  y  que  celle  dé  Li^'jr»^»  est 

1111.  n  suit  de  là  (]pie  rien  n'est  plus  facile  que  d'obtenir  le  coeiE^ 
cient  de  <*  dans  le  développement  de  u^  ^  s\  s  désigne  une  fonction 

quelconque  de  j-f  il  suffit  poi^  cela  de  développer  5^  suivant  lea  puis^ 

sances  dé  ~,  et  en  représentant  un  terme  quelconque  de  ce  dernier  de- 

Teloppement  par  ^ï^^  le  temm  affecté  dé  t^  dans  Ib  produit  -^  ,  aur» 
pour  coefficient  rfelui  de  l"*"*  dans  w,  multiplié  par  if,,  ou-  Kjr^^^^ 
ce  qui  retient  à  chasger  la  puissance  m  à%  j  eaf^^^.  On  voit  par  là 

ma 

qu'en  écriyant  dan9^  ^%  7'^.au  lieu  de  -,  et  développant  ensuite  suivant 

llBS  puissances  de/,,  il  n^y  aura  qti'à  cKanger  (/x)*  ©o  ^»>  {T'Y  ^^ 
Jr^%  »-  •  ••(/*)■*  ^"^ •^*4-**  P®***"  avoir  le  développement  du  terme  gêné- 
yal  de  us^. 

Soit,  par  exemple^,  s  s=^i  — p;  on  aura  j*»  *;Q  —  lYj  substituant 
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^«  à  -  ^  développant  ensuite,  et  faisant  le  changement  indiqué,  il  viendra 

pour  le  terme  général  du  développement  de  u  Q  —  îY,  c'est -à  -  dire 

l'expression  de  A^.  (numéro  précédent) ,  ce  qui  s'accorde  avec  le  n""  S85. 
On  formerait  d'une  manière  analogue  le  développement  de  V^x> 
en  prenant 

_       -L        -1-        -1-  -1-  Q^  -^ 

1113.  On  introduira  les  différences  de  y»  &u  li^u  des  valeurs  succès^ 
sîves  de  celte  fonction,  si  l'on  développe  s^  suivant  les  puissances  de 

Î-— 1,  en  sorte  qu'un  terme  quelconque  Kfj —  ij  de  ce  développe- 
ment  donne  -STi^f  r  ^'  *y  ^  ^^^*9  ^^^  ^®  coefficient  de  ^'dans  ce  der- 
nier; et  puisqu'il  hw  substituer  ÙTjr,  à  Q  — •  iT,  il  est  visible  qu'il 
suffit  de  changer  d'abord  ^  —  i  en  Ajr^^  ou  j  en  i-f-  A;-,,  puis  de  dé- 

velopper  le  résultat  suivant  les  puissances  de  A/^ ,  et  d'écrire  ensuite 
A%,  ou  ^,,  au  lieu  de  (A/,)%  A/,  au  lieu  de  (A;^,)',  et  en  géné- 
ral, A"^,  au  lieu  de  (A;^*)*.  ^ 

Si  Ton  prend,  par  exemple,  ^  =  ^>  qu'on  écrive  5=  i  +  r  — •  i ,  et 

qu'on  développe  (i  +  (7—  AY  suivant  les  puissances  de  j— 1  j  en  foi- 
rant les  cfiangemens  indiqués  ci-dessus  ,  on  obtiendra 

pour  l'expression  duierme  général  de  ^ ,  etpar  conséquent  de-j^^^(i  i  lo), 
ce  qui  s'accorde  avec  le  n*  88a» 

iii5.  Le  développement  de  2^,  s^obtiénl  avec  la  même  facilité,  en 
observant  que  s'ila^  pour  fonction  génératrice ,  le  coefficient^,,  qui 

revient  à  A'^S^,  aura,  pour  fonction  génératrice  ^(7  — 'Y  (mo), 
«t  que  par  conséquent  on  pourra  poser 
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avec  la  restriction  cependant  de  ne  prendre  dans  le  dévBloppQtneBt  du 
premier  membre  que  les  termes  où  Texposant  de  t  n'est  pas  négatif.- 
puisqu'on  n'en  suppose  p^^  de  tels  dans  le  sieçoad  j  mais  alor^  le  àéveloj^ 
pement  de  z  ^tant  de  la  forme 

celui  de  zfj  •—  lY  depiendratt  la  $^ie 

jp  *»*  î?^  "T' i?^' -•  •  •  *^  "y  H"  •'^  "4"  etc., 

dont  les  p  premiers  termes  ne  ^auraient  entrer  dansi^^  lorsqu'on  se  borive 
aux  indices  positifs  de^.  Si  donc  on  yeut  rendre  complètement  exs^ct^e 
l'équation  posée  ci-dessus,  il  faudra  écrire 

entrent  dans  l'intégrale  2%  (961). 
Oa  tirera  <jle  là,  abstraction  faite  de  ces  constantes ^ 

il  ne  s'agira  plus  que  dépasser  delà  fonction  génératrice  an  coefScient, 
d'après  les  préceptes  donnés  dans  les  numéros  précédens. 

Ce  résultat  i^eml  éi^dênle  l'analogie  des  intégrde^  avec  les  puissances 
négatives,  déjà  remarquée  dans  le  n*  966;  car  il  montre  qu'on  peut , 
en  changeant  seulement  le  signe  de  l'exposant  p^  passer  de  la  ^fonction 

génératrice  de  é/y,,  égale  à  .^(f— ^ Y> ^  cMe de  S^„  éjgaAe  à }féQ —jj  , 
et  réciprpquenient, 

Aprèa  avoir  montré  comment  la  considération  des  fondions  géne-^ 
ratrices  conduit  aux  formules  fondamentales  du  Calcul  auxdiâSireac^, 
entrons  d|ias  quelques  détails  sur  les  ^applications. 

111 4-  L'interpolation    des  suites  n'est,  au  fond,  que  la  manière  de 

passer  du  terme  ^^  et  de  ceux  qui  le  précèdent  ou  qui  le  suives  t,  à  ua 

.  terme^^r^n»  dans  lequel  n  représente  un  uomJire  quelconque;  or^j;,^ 

est  évidemment  lie   coefficient  de  t'  dans  ^  :  toutes  les  manières  de- 
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dfévelopper  j^  doivent  donc  fournir  des  formules  propres,  à  Tioterpola^ 
tion.  On  .a  déjà  tu ^  dans  le  n""  ma,  la  plus  simple  de  ces  manières, 
qui  consiste  à  développer  {ïH-fr  —  ^ jj  >  suivant  les  puissances  de 
*• —  I  :  en  TOioi  encore  ^elquea  autrea« 

Soit,  premièrement,  -  =  i  +  a-,  et  qu'on  développe^  suivant   les 
tmissance»  de  d,  pa?  le  moyen  du  théorème  du  n*  109;  on  trouvera 

F  — "i"+T*"* Ti — *•* — t:j:3 "* 

i«a*o«iÇ  j 

Mais  de  ^  =  1  -f-  *  p>  on  tire  «  =  f  Q  —  ij;  el  puisque  le  coefficient 
de  f  est  ÙLjr,^  dans  mr,  A^j.^  dans  ua^,  et   ainsi  de  suite  (11 10)^ 


on  aura 


n(re+3r— 0(»H-3r—a)      , 

formule  qui,  par  le  changement  de  ;r  en  n—*r^  de  n  en  r,  de  r  en  i  et 
dej',+,  en  A'w^,  devient  celle  du  û*©a5. 

iii5.  Seeondeatenf,  si  Ton  pri^nd  t\^  .^lYs^yet  qu'on  cherche 
la  valeur  de  —  en  j»,  on  anra'  des  formules  analogues;  à  celles  des. 
B~  90 1  et  goa«  Pour  développer  pp  suivant  le5  puissances  de  *,  il  faut 
observer  que  ^  est  le  coefficient  de  a*  dians .  le  développement  de  la 
fraction ,'pttis  chercher  à  introduire  2;^  au  lieu  de  /,  sans  faire  en-> 


'-* 


tcet  dans  le  résiSll'tat  les  radicaux  que  donnièrait  l'équation  prdposée; 
entre  t  et  z.-Or,  en  multipliant  par  i-^âC  les  deur  termes  de  la  fraction 

— !-^ ,  on  aufa       **  '/~''  v  5  ^*  comme  réqiialîôn  iQ  —  i  j  =  js 

âonne7+^=  a-f-;&,  il  viendra  /    '^r^ — ;  mais    il    est  facile   de 
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.voir  que 

il  reste  donc  a  développer  chacune  des  fractions  du  second  membre  d^ 
cette  équation,  et  à  rassenibler  les  quantités  qui  multiplient  a"  dans  Ifi 
résultat  final. .  . 

Le  coefficient  de  a'  dans  le  déyeloppement  de  f'  ^  Km  est  ■    '^ -rzê 

en  faisant  a=s  p^  après  les  différentiations,  ce  qui  donne 

i.fl.3....r 
Par  cette  formule,  le  coefficient  de  «"  est 


i.a,3  •  **  (i— «y* 

i.a.3.4.5  (1— «)•' 

etc..; 
en  nommant  donc  Z  le  coeffîoieni  4e  «%  dans  le  dëveloppement  de 
f ~ ,  nous  aaroQS 

^  =  "T~'+- i.a.3    •  *  + i.Q.3.4.5 *^ 

** i.a.3.4.5.6.7 » -f-eie.. 

expression  qa'il  est  fadie  de  changer  en 

7  _«+»  ,  («H-OCCM-iy-»]  ,  .   («+0 C(i»+0'-t] C(«4-0'-4J  ^ 

^--~ï    ' r;ïï3      :^^ :    i.a.3.4,5  ^ 

Si  Ton  y  met  /i-*i.,  au  lieu  den,%lle  donnera  le  coefficient  de-0(*  dan$ 
le  développement  de.  _J!^^     ,  savoir, 

i  ^^    i.a.3      ^^      1.2. 3. 4. 5 
+        i.a.l4>g.6>7    "  *  "+"  ''*^- ' 
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mais  il  est  évident  que  le  coefficient  de  fi&%  dans  le  développement  de 

r r; r,  OU  de  7- — -; —  7- <r-— >  est   Z-^ZU,  et    qaô 

par  conséquent 

^=«(Z-Z'/), 

la  question  proposée  revient  donc  à  chercher  le  coefficient  de  t^  dans 
le  second  membre  de  cette  équation  y  celui  de  la  même  puissance  de  t 
dans   le  premier  étant  fs^w  Or  y  un  terme  quelconque  de  uZ  pouvant 

élre  représenté  par  Kuz'  =  Kuf  fj' — i  j  ,  donnera,  d'après  le  n*  1 1 10, 

-K"A*[;^^_; ,  tandis  qu^un  terme  quelconque  de  utZ\  représenté  par  Kut^j 
donnera  KA^y,^^^  ;  on  aura    donc 

J^M^m  —  — i — y  s     -1 Y7^ ^  J*-i 

(2±!Mi±lZ=iy^±01-'Q  AV^.  H-  etc. 

n  njn" — i)   . ,  i 

—        7     J—x  77^^  t^f*-. 


l.a.3.4.0  "^      ^ 

Nous  déduirons  de  la  valeur  précédente  de  —  de  nouvelles  expres- 
sions de  fs^nj  CQ  y  changeant  n  en  /*—  i  ;  car  en  désignant  par  Z"  ca 
que  devient  dans  ce  cas  Z'^  qui  représente  ce  q.ue  devient  alors  Zy  nous! 
transformerons  Téquation 

1  =  Z-Z'<      en      ^-=.Z'^Z"ti 

de  cette  dernière  nous  tirerons  77  =  -i ^'^  el  prenant  la  moitié  de 

la  somme  des  deux  valeurs  de  :r  «  nous  aurons 

l=iZ— iZ"  +  i(i4-0('r  — 0^'- 
t"        a  a  '    a  ^      '     ''  \  t  / 

Mettons  pour  Z,  Z'  et  Z",  leurs  valeurs,  noul  obtiendrons 

iZ-iZ"  =  i|:i+l+ïiîL±i)(^2  +  etc.} 
- 1  {îiZli  +  ("  -  ^K"-l>î  z  +  etc.] 

*    i.a  1,2.0.4  i.a.o.4-o«o  '  ' 

5.  4a 
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puis  chassaot  t,  n  vicadra 

et  formant  les  coéfBcîens  de  fy   pour  chaque  membre ,  d'après  les 
x;ègles  du  n*  ixio^  on  ea  conclura 

^,H..  =  j. + ~  A%-.  +  7^  Air_ 

»»'(«'-iX»'-4)  .«^    .-4-elc 
+    i.a.3.4.5.6    ^•^— »  ^^  *'*^* 

.      +  H  "-^7x1^  (^îr.-.  +  A%-,)  +  etc. , 

formule  semblable  à  celle  du  n*  901. 

Si  Ton  en  prend  la  différence  en  Élisant  varier  n  de  l'unité ,  on  aura 

^  a  1. a  3.4.5 ^.^-^  ^  *^*^- 

+ z  (AT,  H-  4r,_.)  +  i  "i^^  (A%_.  +  Atr._) 
+;  ^""'^fat?^^(^!r,-> + AS-,)  +  etc.  : 

écrivons  maintenant  y«  au  lieu  de  Ajr^y  et  au  lieu  de  /i;    nous 

changerons  ce  dernier  résultat  en 

H--:  ^=^^  C^y.-.  +  Ay,..)H-  etc. 

^      a.4.6.8.10     ^y«-»-r"c-» 
l»rmule  qui  rentre  dans  celle  du  n9  90a. 
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Il  16.  Nous  allons  parvenir,  dans  cet  article,  à  u|ie  fonnule  d'inter; 
polation  plus  générale  que  les  précédentes,  et  qui  convient  à  toutes  les 
séries  qui  tendent  sans  cesse  à  devenir  récurrentes.  Soit 

la  question  se  réduit  à  trouver  une  expression  de  4>  ordonnée  suivant 
les  puissances  de  2,  et  qui  ne  contienne  que  des  puissances  de  -  infé^ 
rieures  à  — .  La  méthode  qui  s'offre  la  première  est  l'élimination  des 

puissances pj,  ^,  ^^  etc.  de^,  suivant  le  procédé  indiqué  dans  le 

n*  1088;  mais  cette  méthode  devient  impraticable  lorsque  le  nombre  n 
est  un  peu  grand;  et  pour  arriver  à  un  développement  général ,  il  faut 
avoir  recours  à  d'autres  artifices  analytiques  :  voici  celui  que  M.  Laplaca 
emploie. 

En  multipliant  le  nuiliérateuir  et  le  dénominateur  de  la  fraction  —^  par 


(a  —  z)S-+  4fl— *  -f-cfl— *. . .  •+  ;?fl  +  y , 


'-1 


et  substituant,  dans  le  nouveau  numérateur  seulement,  pour  z.sa  va-* 
leur,  il  vient 

»^.(.-^)^.^(._^).H^(,_g)....^.,(._^ 

(1 — |Va9- +  M— «  +  cfl""»  +  eS—». . .  +  p« -hfl  —  a6-) 

les  deux  termes  de  cette  fraction  étant  divisés  par  i— r'  ^^^  prend  la 
forme 


Maintenant,  la  quantité  ^  pouvant  être  considérée  comme  le  coeffi- 
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cient  de  8"  dans  le  développement  de g,  sera  aussi  le  coefficient 


"     t 


de  6"  dans  le  dëveloppement  de  la  fonction  précédente,  développe-» 
ment  qui  ne  dépend  que  de  celui  de 

I 1 ' ^* 

ae«  +  6Ô«-* -H  ce—*  +  «8«-5 +p9  4.<y— «6«* 

Faisons,  pour  abréger, 
*  nous  aurons 

expression  dans  laquelle  il  reste  à  développer,  suivant  les  puissances 
de  6,  les  quantités 

JL  _L  -L  -L 

prf  p^9  frs^  y\^  *^^* 

On  y  parviendra  en  décomposant  la  fraction  ^^  en  fractions  simples, 

suivant  les  procédés  du  n*  575 ,  et  convertissant  chacune  de  q^^  der- 
nières en  séries j  alors  si  l'on  désigne  par  Z,L,,;,  le  coefficient  de  fl^, 
formé  par  la  réunion  des  termes  correspondans  de  ces  séries ,  les  coeffi- 
ciens  de  0"  dans  les  quantités 

^  «e»  g*e*"  g3ym 

.  jr^  y\  9  ys  y  fr\  y  ^^^»  f 

seront  respectivement 

^•,»,  Z.,.-«2>  ^a,;-.m2S  Zs,«-3»2%  «IC.J 

le  coefficient  total  de  fl',  dans  le  développement  de  jf~^}  sera  donc 
^•,.  +  Z.,„^„3  +  Z.,.j.„3«  Hr  .Z3,;^,„2«  +  etc.  ^ 

Substituant  cette  série  dans  Fexpression  de  -;^,  on  obtiendra 

1  =  *[Zo,.-,4.,  +  2Zr,«-«»-i-i  +  «•Z»,«-4»+,  +  etc.] 

+  c[Zo,,«„H..  +  2Z,  ,_.„^.  +  «"Z,  ,,::3„^.  +  etc.] 

+  e[Z.,,.,^3  +  2Z,^,_,„^3  -f-  ^•Z.^._3„+3  4.  etc.] 
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C       ^[^^«-«.-i-f  +  ^Z,,..,^,  +  5;*Z.^,_3.^.7  -I-  etc.] 
■+•  j  \-h  <?[Zo,,«.„4..  +  2Z.,»-«+a  +  2%..-s»^-«  +  etc.] 

4-  1  /       e[Zo,.-m^i  4-  2^f,.-.M.+i  +  2;'Z.,^3^,  +  etc.] 

+  îs=r       9[^»,»— 1+1  4-  «2:i..-««4..  +  2*^.,i.-s^-n  +  etc.]. 
Les  quantités 

«J*  +  *r*-ht      +  g^xH.* +  «Tx-*.» , 

^W'   +    *V^x+.      +    ^7*+a H-   yV^Wm, 

etc. , 

ont  été  désignées  respectivement  par  v/x>  V%>  V^*»  etc.,  dans  le 
n""   iiio^  et  il  suit  aussi  de  ce'numéro,  que  le  coefficient  de  f,  dans 

la   fonction  —  est  v'J»-hri  ^i    donc   on  multiplie   par    u  Texpression 
de  —,  trouvée  ci-dessus,  on  aura  celle  de  ~,  fonction  génératrice  de 

^xH-«;  et  prenant  les  coefficiens   du  second   membre,  suivant  la   re- 
marque que  nous  venons  de  faire,  on  en  déduira  cette  formule 

+    Vyx{*Za,n-S»-n  +    CZ.^,_3„^.+    eZ.,,.3^^3,...-f-    ^Z^..^  } 
+         J'x-i-il^Zo,,^^^.,    +    eZo,,.„+a..-.+    y^o,.-.  } 

+        J^x4-«{^^o,.-.m^-f  .  •  •+    7^«,»-t  } 

+     V/*-»-a{^2^i,ii-aiii+i--  ••+    7^i,»-m-â     } 

+7Jx-4-i»-i^o,ji-m4-t+7\î7'*+»-i^i,ii-»»H-iH^V%-H«-i^^i^S«+ 

Les  diverses  séries  dont  cette  expression  est  composée  étant  ordon- 
nées suivant  les  quantités  y/,,  VÎT'xj- ••V/x+d  ^ÎT^x^-t,  etc.,  sont  con- 
vergentes toutes  les  fois  que  ces  quantités  vont  en  décroissant,  à  mesure 
que  l'exposant  de  leur  caractéristique  augmente;  on  en  tirera^  par  con- 
séquent des  valeurs  àejr,^^^  qui  seront  d'autant  plus  approchées,  que 
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la  convergence  sera  plus  rapide.  Ces  valeurs  seraient  entièrement  exactes^^ 
si  Ton  avait  "^y^zszo^  puisqu'alors^  chacane  des  séries  qui  les  forment 
ne  renfermerait  qu'un  nombre  de  termes  limité. 
L'équation  v[;'*^=o  développée ,  revenant  à 

appartient  à  une  çérie  récurrente  dont  le  terme  général  serait  exprimé 
par  v""%  (io5o),  ce  qui  fait  voir  que  la  formule  d'interpolation  ob- 
tenue ci-dessus,  donnera  l'expression  du  terme  général  de  toutes  les 
séries  qui ,  par  des  combinaisons  d'un  nombre  m  de  termes,  effectuées 
d  après  les  formules  vf»j  vy^y  ^tc.,  conduiront  enfin  à  une  série 
récurrente. 

Si  l'on  avait  simplement  ^jr,  =:  o  ,  ou 

on  en  conclurait 

en  changeant  x  en  /ï;  et  faisant  xz=zo  dans  la  valeur  de  y^^y  H  en 
résulterait 

Celte  dernière  expression  offre  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux 
différences  posée  précédemment  ;/• ,  7"i ,  j'a»  •  •  •  \/«-i  >  en  sont  les  cons*- 
tantes  arbitraires. 

Si  Ton  se  proposait  l'équation  yy,  =  o ,  la  formule  générale  donne- 
rait pour  ce  cas  un  résultat  dans  lequel  entreraient,  comme  arbitraires^ 
les  quantités  jr.^  VJ.yyt  >  VTc-  •  •  vr«-i>  V7«-î  •  ^«^  nombre  est  égal 
à  2/n,  parce  que  Téquatioii  vtTx  =  o  monte  à  l'ordre  marqué  par  2//1; 
car  son  développement  est 

Il  en  serait  de  même  des  équations  plus  élevées  v'j^;p=o,  ^^f^==LO^  etc. 
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1117.  En  faisant  j^,==y,-|-y a,,  on  parviendra  encore^  par  les  for- 
mules précédentes^  à  l'intégrale  de  Féqualion  v"!7^»+^»  =  o,  dans 
laquelle  X«  désigne  une  fonction  quelconque  de  Jtr  :  la  fonction  géné- 
ratrice tt  deviendra,  dans  cette  hypothèse,  w=a'-f-u",  li  et  iT  repré- 
sentant les  fonctions  génératrices  dey^  et  de  y,,  Supposons  que  uV=:A, 
et  que  ^xH->  soi^  ^  coefficient  de  z'*^'  dans  le  développement  de  X  { 
nous  aurons  -Xx-h.  =vy»-i-»  (mo);  maïs 

\_ r^ 

*'      (ar  +  ér-«  +  et*-» +  9)'* 

et  le  coefficient  de  ^""y  dans  le  développement  de  cette  fonction ,  sera 
évidemment  le  même  que  celui  de  6'-^"-^  dans  le  développement  de 

\ ^ j       2- 

coefficient  qui,  d'après  le  numéro  précédent ,  sera  désigné  par 

Z,_,,,^._,„,.  U  suit  de  là  que  y  x+.,  coefficient  de  i*"^»  dans  ii\  ou 

dans  -7,  sera 

'^x^B-.iiu^j— i/o   "T"    -^«h-»— »j— 1^1— 1,1*  •  •  •■+"    ''^o^*— i,ap-f»— Wi  > 

et  reviendra  par  conséquent  à  2-Jr,Z,_,,,^,_„,_,,  en  prenant  i^'intégrale 
depuis  r=o  jusqu'à  r=a:+/» — /7t^;  maintenant,  si  Ton  écrit  dansTex-» 
pression  générale  de  j^,^..  du  numéro  précédent,  y»-h«+y*+«>  puis 
qu'on  fasse  ar  =  o,  et  qu'on  melle  pour  y,  sa  valeur  2A'^,_,,,_^_^, 
on  aura 

j  J.l^^.,— ^t +  ^^.,— } 

H-    y7ii^,Zo,.-,H-»  +  yV7«-.«Z,,^«„4., +    ^""!r«-i^'-i,— m-Hi- 

Cette  série  s'arrêtera  toules  les  fois  qu'on  aura  v[7"«=o,  ou  vy„+7y'„==:o, 
ou  enfin  vy»+  ^n  ==  o  :  elle  donnera  alors  l'intégrale  de  celle  dernière 
équation;  et  les  quantités  ^, ,  V/o>**«*7'i9  VJ'o  ^^^«^  tiendront  lieu 
«les  constantes  arbitraires. 
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1 1 18.  Tout  ce  qui  précède  repose  sur  le  développement  en  série  de  la 

fonction  ^,(1116)^  recherche  qui  renferme  implicitement  celle  du  terme 
général  d  une  suite  récurrente  ;  c'est  pourquoi  nous  allons  nous  en  occu- 
per en  détail.  Nous  prendrons  ^  au  lieu  de  la  fraction  p;>  la  fractioa 
y  y  U  e\V  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  j:^  l'une  du 

degré  s — i,  l'autre  du  degré  s.  Supposant  que  ^=Q(ar— a)",  nous 
aurons^  parle  n""   38o, 

V~  (x— a)«  "^  (x— a)"-»  "♦"  (x— a)»— "^  x—a  "^  Ç  * 

et  les  constantes  A^  ^(^••••^«., ,  seront  données  par  les  équations 

A      =^ 


i.dx       (>' 


—  i.a.3...(n-i)dx-'"       'Ç» 

u  el  7  étant  ce  que  deviennent  V  et  Q,  lorsqu'on  y  change  x  en  a , 
substitution  qu'il  faut  faire  aussi  dans 

après  les  différentiattons. 

Le  coefficient  de  af^  dans  le  développement  de'     ^^y^    ordonné 
suivant  les  puissances  positives  de  x ,  sera 

n(/t  + 1  )  (yt  +  a) (/>  +  r  —  1  )    A    ^ 

^  i.a.3....r  a»-»-'' 

dans  celui   de  (~~7,  sera 

±  (^~  >X^  +  ')»■»  .(yi  +  r  — 2)     A^    , 
i.a.3 r  a"-^'-*' 

dans  celui  de  7 — ^V=:,  sera 


(a;— «)" 


elc.  j 


^  i.a.3...,r  tt-»-^*> 
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«n  r^anissant  ces  diverses  parties,  çt  fjiisant  ysage  de  la  noUliott  do 
û*  98;»,  il  viendra 

• .....•..•...,..,.,........  — [r]i^}.       • 

]^etUnl  pour  les  munërateurs  J^Â,,... .^,_, ,  leurs  valeurs , on  aqr» 

L&iB-_i_d--  ^) 

4jne  l'oa  peut  écrire  aiosi  : 

......;. ,.... ^LÔ_i>d-«  ^}- 

.en  observànf,  pour  le  (tremiér  terme,  quç  '' 


pour  le  second  ^  cjui^ 

et  de  mêfitie  des  lermies  suivans.  Gela  posé^  puisque  « 

il  est  visible  que  le  développement  jci-dessus  revient  k 

jpoarva  cpi'après  les  diiféreiitiations  ,oi;i  c^ge  x  su  a,  VJoilà  donc  uaa 
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èjpressio»  fort  ftîtnjile  du  coefficient  de  a/  dans  k  partîe  du  dévclopp**^ 

ment  de  ^^  qui  résolte  du  facteur  (a:— a)"  de  son  dénominateur.  Si 

Ton  sappose  que  ce  dénominatenr  se  décompose  dans  les  iactem*» 
(jc  — tf)»,  (x — by,  (jc— c)%  etc.,  on  obtiendra  de  semblables  expres- 
sions pour  les  parties  résultantes  des  facteurs  Qx-^^By^  (^~*0S  etc., 
et    le   ferme   général  du  développement   de   la  fraction   rationnelle 

-p,  ordotmé  suirant  les  puissances  positives  de  x,  sera  par  cooséquen* 


-Tolfc^d-V 


V 


etc., 

potirvn  qu'après  les  diflérentiations  on  suBstikie^  axrtieu  dé  ^^  ardtat 
la  première  ligne ,  b  dans  la  seconde^  e  dans  la  troisième^  etc. 

Quand  même  les  quantités  a^  ^9  c^  etc.,  seraient  imaginaires,  oa 
n'en  parviendrait  pas  moins  au  terme  général  demandé  :  il  contiendrait 
à  la  vérité  des  expressions  imaginaires;,  mais  on.  s'en  débarrasserait  eo^ 
combinant  convenablement  les  termes  lournis  par  un  même  couple  de 
facteurs  imaginaires^ 

1 1 19.  En  appliquant  ce  qui  précède  à  U  fraction 


du  n! .  Il  i6r^  il  faut  Supposer  que 

et  prenant  ;         ' 

F'  ^  «'(6— #)'(fl--/8)'(Ô— >)'  etc.  ' 
le  coefficient  de  0';  ou   2^i^,,/ aura  pour  expression 

[-♦-«le.. 
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en  observant  de  faire,  après  la  dîflférentialioQ,  ô=:flt  dans  la  pre- 
mière ligne,  9c=^  dans  la  seconde,  ô=>  dans  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite. 

Il  20:  La  décomposition  de  la  fraction  génératrice  dune  série  récur- 
rente, en  fractions  partielles,  exigeant  la  résolution  d'une  équation  algé- 
brique, et  introduisant,  en  conséquence,  des  irrationnelles  dans  un  sujet 
qui  réellement  n'en  comporte  pas  (voj^ez  le  Compl.  des  Élém.  d^Alg.)^ 
n'est,  au  fond,  qu'une  méthode  indirecte;  car  en  considérant  que  la 
fraction  rationnelle  quelconque 

revient  à 

{A^  +  J,x. .'. .+  J^^.x^*)  (B,  +  B,x. . . .+  ^.o^)— , 

on  voit  que  la  question  est  liée  immédiatement  à  celle  du  développer 
ment  du  poljnome 

(a  ^  ix  4.  icoî»  +  <fa«  4.  elc.)"  (Int.  19  et  ao) , 

ci  ne  repose  que  sur  des  expressions  rationnelles. 

On  pourrait  la  traiter  aussi  par  les  procédés  indiqués  dans  les  n<»  laa 
et  suiv. ,  on  pacJa  ibrmule  au  mojen  de  laquelle  Lagrenge  exprime 
le  terme  général  du  développement  de  la  fraction 

mais  on  doit  observer  que  cette  formule  exige  aussi  qu^on  sache  dé« 
velopper  les  puksances  du  polynôme  cité  plus  hàuL 

liai.  Dans  Ja  wite  XI  de  son  Traité  de  la  Résolution  des  Étjua^ 
tiens  numériques,  Lagrange  applique  ôa  formule  au  développement  des 
fractions  de  Ja  £3rme 

(1  — ax  c(M  «  :f-  jfj^  * 
'.âfiirqadUeson  peut  réduire  tous  les  groupes  fournis  {par  les  facteurs  iaia« 
ginaires  du  dénominateur  d'une  fraction  rationnelle  quelconque-^  (58S)« 
Occupons-nous,  en  premier  lieu,  de 


1'— ai7Coa#4^' 


«  f 
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et  dondons-ltti  la  forme    . 

acoso  "^acos» 

BOUS  aurons 

d'où  nous  déduirons^ 


f(à)y(a)  __  Pa-'-^         Qa-^ 


SÀCOim'        '       SC08# 


>a 


etc.  f 

passant  ans  coefficrens  différentiels^  et  îes  substituant  dans  la  fômmle  gê^ 
nérale  ^  que  nous  diviserons  par  2  cos  c»^  nous  obtiendrons^  pour  1«  coeffi- 
cient de  «%  l'expression 

i>  f^H  ^  ipiJÇ-  ^  (>^("-«)f  r,  ^  etc.  t 
4.  Q  {-£1  ^  2Lrg)£g:'  +  C>'-y-3)a-«^  ,  etc.  }  ; 

inettant  au  lieu  de  a  sa  valeur ^  ^  nous  parviendrons  » 


+  Q  {(acos  £»)-'  —  "—  (acôso^)-»  +  ^^""^(j'-zg  (acps  »)-» 

•^  ^ ^iTB   -^  C^cosû*)-'  +  etc.} , 

expression  qui  ne  doit  point  contenir  de  puissances  négatives  de  cosi^^ 
puisque  le  développement  cherché  n'en  saurait  renfermer  de  telles. 
On  la  simplifie  beaucoup  en  la  comparant  avec  la  formule 

sin/wîss  sinjt  {a—'cosa^'—  ^  a'^'cosx— H-  ^'''^^^'"^  a— ^cosa:»r*  ..^ 
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obtenue. 'dans  le  n"^  lôS^;  catoa  voit  alors  que  h  série  qui  piultiplie  P 
n'est  autre  chose  que  le  développement  de  5i^^^j^~^,jçt  que^  celle  qui 
mtdtiplie  Q  répond  a  '^^; < ^  :  on  a  donc  pour.  le  terme  général  du  dé-- 
teloppement  de  la  fràçlion  i^^aiagooé^  4-  itf^^  cetlef  expression  très-simple 

âu'Ëuler  à  donnée  le  prétnîèr^  dans  son  introduction  a  V Analyse  de 
V  infini.  "     .      . 

La  formulé  générale  s^appUqué  égàteiinient  aux  fraction»^   \ 

.  .  >+gx      ;   "       .-   -P  +  ^^;.  ,,      etc. 

Àrl>oga8t  a  reconnu  y  mais  sans  le  dire  expressément  ^  que  le  déve« 
loppetnent  assigné  par  Lagrang^e^  à  la  première  de  ces  fractions,  était 
£iutif  (Z>tt  Calcul  des  Dérivations  ^  p.  i8a);  l'erreur  vient  de  ce  que^  pour 

donner  à  celte  fraction  la  forme  r  '  '  '    i    /\-y^9  îï  feut  écrire .  .\ .  w 

f^^,  .  .   \     -P"*^^^^   ...         et  que  dans  sônr Calcul,  Lagrartge,ttt 

\acos#'  flCoa#     / 

lieu  dû  facteur  .    '  ^^,  a  seulement  exûpïoyé  jj^j    <ïe    qui    rend 

trop  forts  d'une  unité  tous  les  e^tposans  de  la  quantité  acoso»;  en. sorte 
que  le  véritable  résultat,  ainsi  que  me  l'a  appris  feu  M.  Français,  ami 
et  collijyorateuf  dPAtbogast,  eM 

et  mettant  riour  a  sa  valeur  — ^,  il  viendrar' 

P{{n^i){MOSûùY  r-.  (»---0/î(aCosû>j)«*»    ,     .^ 

(n-5)(n^')(^r0  (ico*  ûO-^.  -.  etc.) 

j-f-  Ç {/i  ( acos  m )'^i      —  (/i  —  a)(n  —  i)(acos »)"""'  ;. . .. 

...      ^Cn-^^^"-^^^-"^(acosa^)->^  -.  etc.}^ 


i 


en  observant  de  ne  faire  entrer  dans  celte  expression  aucune^de&puîs^ 
sances  négatives  de  coso^*     . 
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1123.  Keprenons  le  Calcul  des  fovicdoiis  gëneraflriees.  If .  Loplaee 
dotme  encore  au  déyeloppement  de  .r^  iine  HOiïYélle  ferme  quilecon^ 

duit  à  nue  ibrmuk  djînterpolalîaat  rdépendaal^  k  là  ûua  des  éifféreaces 
et  des  fonctions  désignées  par  lacaraetérisliqae  v;  niais  forcé  par  rabonf* 
dance  des  matières,  d^omettre  plasieurs  >  détails  intéressans,  nous  ren- 
voyons pour  ceux-ci  au  Mémoire  même  d*où  ce  qui  précède  est  tiré, 
ou  à  la  première  partie  ;  de  la  'Théorie  anaijrtkjïie  des  Probabilités,  et 
nous  allons  passer  à  l'ysaj^e  ^es  fonctions  jgénérairlces  dans  la  tnmsfort 
rnation  des  suites. 
Txansibnua*  Tonte  suîte  n'étant  ^u^re  chose  quW  ^développement  de  la  fonction 
^o^4cs  suites.  2^^^  prise  depuis  a:  =  o  jusqu^à  o6  infini,  il  est  évident  que  les  diverses 
manières  d'exprimer  ce  d^vçloppenaent  fourniront  des  suites  équivai- 
lentes,  on  des  tr^nsfotniées  de  )a  même  suite.  Soit  la  suite 

let  faisoQS  /  . 

;  «  sas  J-.  +/.<  ^JJ^' .  •  •+/*«•  -hr-^.r^'  4-  etc.  ; 

Jl  e^tfiiçUe  <le  voir  >,  par  le  n"  iiio,  que  le  coefficient  de  f,  daaslafonc* 

tion     "   ^  exprimera  la  somme  dies  termes  de  la  ^îte^n*oposée^  depiiis 

y,  inclusivemenl  Jusqu'à  Tinfinî.    En  multipliant  les  deux  termes  de 
jcetle  fraction  par  . 

^  ^  i  4-  c  rh  e  T^  etc. , . . r—  (a  f4-  -  4.^  +  p.  -f*  etc.  ) , 

on  iiendlB Timnérateur  divisible  par  ^^r- j^,  et  ii set^ 

!i  -|-  ,c  ^  e  -f-  ctc,  —       ]  • 

4.^(cH-.^  +  etc.;)+^(^  +  eicO+elG.  I* 

puis  posant 

on  aura  .         .  - 

..     *4.c4-«^c>c.  +  i(c  +  45+fitc.)-+^(«  +  ctc.)+etç. 
—7  ='  -Â^TÏ ^ ' "> 
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^^aatimi  dent  le  seeofnd  membre^  développé  pa^  rapport  à  z^  prend. 
)a  forme 

!i  -+-<?  +  ^  +  etc.     y 
+  1  (c  H-  e  4-elc.)  {  ,t    .«.*...»    .     ,    X 
+  ?■(«  +  etc.)  I 

+  e(c.  ■  '      j 

maïs  le  coefficient  de  t*  daus  ^  étant  égal  à^%+'r  (iiio)>  le  même 
eoefiScient,  daaa^Ie  âéviâl6ppeme»l  delà  ft>mBu£rci^d)asMis,  ««a  i 

(*-HH-e+etc.)  {^^  +  :^  +  ^  +  -^^  h!:  elc;] 

V       (cH-^^-etc.)  f^^  4-  #  +  ?ê^  i'%-'  +.eic.} 

H-  (e+eic.)  p^  H-  2^  +  5:^  +  $^t:  +'etc.} 

Celte  nouvelle  serîe^  équîv.alen(e.  a;laopr<>pa6|éqy4jdpttisjr^  jusqlli'à  r^ 
fini,   deviendra  convergente,  si  les  quantités  vj"*»  vV*»  etc.  Tant  en 
décroissant'}  eHe  Varrélera  mênaie  sisron-a-  v{fr=^^/  et  dani^ex^a]prs  la 
somme  d^  smtes  péctHrrebtes.-£n  rfitisast  o^ssov  ^atcan^Dc^e^ait  la 
série  proposée^  Il  partir  de   soii-oH^er-    <       -:-       :  —  •;  r.  ' 

£n  générar^  sr  z^  représente  vîne  ioncTtOn  ^^ehmn4iMB-^  p^       que 

Ton  désigne  par  Uj^y  n%,  n%,  etc.,  les  coefficiens  de  t*  dans  uz 
iijs%  m? y  etc.,  on  parviendra  à  ordonner,  suivant  les  piÛMAnoe^  do ^ ,1 

le  déveiôppemem  de  -«^  ^  en  m«ltip|iàiit  Ie$-  deux  tecmes-  de  oelle 


^*F 


fraction  par  K-^Zj  j^*  étant  une  quantité  égade  à  ce  que  devient  z 
lorsque    /ssi,   afiii  que  K^^z  soit  divisible  par    i~*j« 
Aeprésentons  par 

le  quotient  de  la  divisi(>n^  jpiiSLaurQM  . 


— r 
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et  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficiens^  sniTaAt  la  coqur 
ventipn  établie  ci-dessns,  nous  obtiendrons 


K     ^ 


g'By, 


'«-M 


+  '-ÏP*  +  «^c 


-h  ^tc. 


font  avoir  tonte  là  série,  c'e^t-*4rdire   l'intégrale  ^y,,  prise  depuis 
xs=o  jusqu'à  X  infini,  il  |(aut  faire ^  dans  la  formule  ci-dessns  x=o* 

iiaS.  Je  ne  puis  quitter  ce  sujet  ,jsans  £aîire  connaître  une  transfoir- 
jbaation  purement  algébrique  et  fort  simple,  qu'Euler  a  employée  [avec 
(SUCCES,  dans  son  Calcul  dijffërentielj  ^Ue  consiste  à  faire,  dans  la  sérj^ 

/Sàï  fljf  4- ix' -I- cj:*  rh  <^  rf- <e*^ -f"  etc. , 


^  as  -^.  En  prenant  le  »igi|e''H^,  'on  a 


«»te*s  j»-^  af?  4-  5^  ■■«-  4j^  ,H  5r*  -^  .^?  H-  etc. , 
jc»ï=/»—  3r*  4-  ^  —  iq^.Hr  »5yr  -rr.ay.»  -ir  «»«•> 
*«=^>^4/  -t«  i^«,  —  ^or'  ri7  5^  -r  %-V+  ,elc., 


4'où  Ton  dédut 

-h  *  I       ^23 

'     V;  .    ..rè-     p 


+  54 

+  4 


y*  -^    M. 


j^.T»,ieic; 


■Il 


Ces  coefficiens  des  pnisçftnceç  de/,  d^ns  cette  série,' «Ofltt  les  différ 
rences  du  premier  terme  a  de  la  série       > 

a  4.  ^  4.  c  »4r  <^  4- «  +  «te- 

qu'on  obtient  en  ^ant  xss.i  dans  la  proposée;  et  l'on  condnt  djs 
là  que  ' 

5:  s=  a^  +  A«.7*  H-  A'fl.y  4-  A'a.j^  4*  etc. 
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Cette  dernière  série  sera  convergente  si  les  difTérences  des  coefficiens 
des  termes  de  la  première  vont  en  décroissant. 

Lorsqu'on  fait  x  =  -^— ,  on  a  ^=c  -3—,  et  la  série  est  transfor< 
mée  en 

S  =sa  — h  La..  ^  ;.+  A*fl.r-^-r5-|- A^a..— ^-^  +  etc. 

x-*a:    *  (i — xy   '  (i — xy    *  (i — xy    * 

Quand  la  série  ^-f-  i-f-  ^  +  rf  +  ^4-  elc.  a  des  différences  constantes^ 
on  obtient  exactenient  la  somme  S.  Si  Ton  avait,  par  exemple, 

^x  +  1 5x^  +  4^'^'  +  85a:r*  +  1  56jî*  +  aSgj?*  +  etc. , 

on  trouverait,  en  prenant  les  différences  des  coefficiens  numériqnes,' 

is=4,      ^Lu^ziïy      .A*a3E=:i4,      A'a=:6,      A^a=so>      etc, 

c&  qui  donnerait 

*^  ~  1  — X  "•"  (i-^o:)»  "•"  (I  —07)3  -r  (i_x)^ 
—  4^— a:*  +  4^^  — J^  _,  i(i+J:^)(4— 3?) 

Non-seulement  oh  arrive  de  cette  manière  à  la  limite  de  la  Èene 
proposée,  ou  à  sa  fonction  génératrice,  mais  on  trouve  encore  la 
somme  d*un  nombre  quelconque  de  ses  termes.  En  effet.  Ta  série  pro«* 
posée  étant    . 

S=iax+bx*+cx^  +  dx^. .  •  .+/?x»-^'+7X"-^*+rJ:»*2+^jc-^^+clc., 
on  aura 

^jc»+î  ^  qoc^-^^  J^  rxT^^  +  sx!"^^  +  etc. 

=  ^{;'réï+^;'-(7:Ê^.  + ^v.(r^  + etc.}; 

et  en  retranchant  cette  partie  de-  Texpressioa  totale  de  Sj  il  viendra, 
pour  la  somme  des  termes,  depuis  )e  premier  jusqu'à  celui  qui  est  mul- 
tiplié par  x^^  inclusivement, 

i^—^p)  r=^  +  (à^a^x^àp)  ^^  +  (à^a^x^A^p)  ^3  +  etc. 

Avec  i^n  peu  d'attention ,  on  reconnaît  facilement  que  la  série  trans* 
formée  n'est  convergente  par  elle-même.que  dans  un  très-petit  nopibre 

5.  44 
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de  cas,  Iorsc[tr«  les  différences  Aa,  A*fl,  ù?ay  elc,  ne  dëcrofesénf  p«s 
très-rapidement  ;  mais  si  Ton  donne  kxle  sîgne  — ,  la  swie  propo-- 
sée  et  la  transformée  deviendront  respectivement 

en  changeant  le  signe  de  chaque  terme  ;  et  la  seconde  sera  convergente 
lorsqu*on  y  supposera  jrsi  el  a;<  i  :  I^  premiier  de  ces  cas  mérite 
une  attention  particulière. 

I  ia4^  Oii>  a  ,  quand  ^2=1-, 

5'=a— •&  +  C  —  rf-+-e  —  efe.,. 

S  ss  ^a  — I  Aa  4-  f  A'tt  —  1^  A*»  -f-  elc; ,. 

et  par  ces  formules-  on  trouve  les  Umites*  d'un  grand  nomBre  de  sérfeS 
divergentes. 
Sil'oaprc^ose,  par  exemple,. 

I  —  I  -f-  I  —  I  -f-  I  -^^  I  -j-  elc:  y 
X—  a  -|-  5-  —  4  +  5 —  6  Hr  etc.  p 
1;  —  4  +  9»  "•  *^  •+■  ^^  "^  56  H^  ele.  y 
etc., 

on  trouve  pour  la  première  série  a=i,  AVs  =^  o,  A*à  ssr  o,  ettr..^ 
el  par  conséquenl  «S'csf ,  comme  on  Fa  vu  dan»  le  v*  6  de  Tlntro^ 
duction  (*);  pour  la  deuxième  série  /k=:i  ,  Aa=i ,  A'^isro,  etc.,  S:ssz^; 
pour  là  troisième  tf=:r,  A«  =  5,  A'a::r::2,  A^asso,  etc.,  àSace,  efe. 
On  airiverait  eneore  à  la  limHe  oheM^béer^  ar  la  série  transformée 
était  dé  celles  que  Ton  sait  sommer;  mais,  sans*  no«a  arrêter  à  ces- 
exemples*,  passons  a  la  série  excessivement  divergente,. 

X*—  x^.a-h  1.3.5—  1.3. 3ri4H^  1.3.5^4.5—  elc;- 

Pour  obtenir  les  différences  du  premier  ternie ,:  o»  formera  la  taKb^ 
suivante^ 


(^  Ce- n'est  là  qu'une  des  limites  dont  oette  sArie  est  susceptible  C^9y^  ^  noté^ 
de  la  page  1 6a  ][^. 
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Différ.  3**. 


11 

64 
436 

5a  16 

S7240 

aSoSao 

3656o8o 


34r 


Termes. 

s 

Différ.  i"". 

Différ.  a". 

6 

I 

4 

5 

24 

18 

14 

lao 

■96J 

78 

720  1 

600 

5o4 

5o4o 

43ao 

■  5730 

4o32o 

55380 

50960 

56a88o 

53a56o 

387380 

56a88oo 

SaôSgao 

3945360 

elc. 

Oa  aura^  d'après  ce  tableau, 

3        "1,53 3o9_,   fliig 16S87 

7ÏÏ'*"3a         64  "*"  138.        a56 
,    i483i>Q        1468^^/    , 
"î*    t.-     "^     .^«^      T 


•^—5  —  4  +  8 

t83aq        1468457    ,    iSoiqSSt         1908394"    > 

Sis  I^ïT  "^     ao48  .  '~4^9G        ^  ***^'» 


64 

16019531 


série  tut  peu  moins  dWergente  que  la  proposée.  Réunissons  les  dent 
premiers  termes,  et  représentons  le  reste  par  S'j  nous  aurons 


0  —  ^-1-0      ei     »3_g       16  ^3a        64^^^^*' 


et  en  transformant  la  série  S'^  comme  la  proposée,  nous  en  diminuerons 
la  divergence,  car  nous  trouverons 


4401    ,    36585 


aH 


a»« 


54Qfl07    >    55653fl3 4o8665a5    . 

,1»      i      «ao  qm      "t"  eic. 


JJl»        •         a'®  fl« 

Les  deux  premiers  termes  de  cette  série ,  réduits  à  un  seul ,  donnent 
S'  s^-f-iS^',  en  désignant  par  S"  l'assemblage  de  tous  les  autres; 
et  transformant  encore  la  série  S",  il  viendra 

•^   -^  a»        a'*       ^*^        a**     '      a**  st,*^    "^     a!^ 

Réunissant  dans  cette  dernière  les  quatre  premiers  termes,  et  désignant 
le  reste  par  S'",  nous  aurons 

^  _  i53  .   843    ,    cm         cm  _  5a4i  _  ^6383 


an 


+  etc. 
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Si  l'on  8  arrête  après  les  quatre  premiers  termes  de  5^^',  on  aura 

^r^  _  1^  _  G^  ^     ^,^^  j,^^  conclura     S  =  o,4oo82o38 , 

résultat  qui  n'est  encore  exact  que  dans  les  deux  premfers  chiffres  dé- 
cimaux^ à  cause  de  l'extrême  divergence  de  la  série  proposée.  Nous 
donnerons  dans  la  suite  un  mojen  plus  expéditrf  pour  obtenir  la  va- 
leur approchée  de  5,  qui  est  o,4o36526577 ,  lorsqu'on  se  borne  k 
dix  décimales. 

ï  1 25.  La  transformation  qui  nons  occupe  étant  appliquée  aux  ^net 

t  -  14.^^^+^.^^    4-etc;, 

I  -  g  +  g  ~  ^  +  5  -  n  +  etc.  ^ 

dont  la  première  exprime  le  logarithme  népérien  de  2  ^  ef  la  seconde 
la  longueur  de  la  huitième  partie  de  k  circonférence  du  cercle  ÇJnL  29 
et  43),   conduit  à  des  résultats  fort  élégans. 
En  prenant  la  différence  des  termes  de  la  première  ^  on  trouve 

,  a  ^        a  ,_       a 

1  a.3  a.3_ 

4       '  "2.3.4. 5'"~3:4^5.6    ^  ' 

-L       *  ,      2.3.4 


On  obtient  pour  la  seconde  série  ^ 


diff.  i*'",  . 

r 

■"  i»  — 

sb    ' 

dîff.  a*' , 

1 

3       » 

diff.  5"\ 

• 

diff.  4"  , 

« 

elc. 

et  l'oa  en 

concîuf 

dm.  1     ,—      ,  g     ,  *-      3:3     '  5.7     '  7.9    »«'<^'*' 


Digitized  by 


Google 


DES  FONCTIONS  GÉNÉRATRICES.  349 

Ce  qui  donne 

Ç   >    j^       1  ,  1.3         ,  1.2.3         ,  1.3.3.4         I 

du 

^'^3^0^  33:7  ^  3.5.7.9  ^ 

La  niénte  méthode  donne  facilement  la  limite  de  la  série 
I2  — ,  15  +  14  _  15  ^«  16  —  I7  +  18  —  I9  +  elc.^ 

parce  que  les  différences  des  logarithmes  coasécutifi^  voDt  en  décrois^ 
sant;  mais  pour  abréger  l'opération^  il  faut  former  immédiatement  la  ^ 
valeur  dix  résultat  des  huit  premiers  termes  de  cette  série,  valeur  qu'on 
trouve  égale  à  — o^SgiiooS.  Nous  supprimerons  le  détail  du  reste  du 
calcul^  qui  n'offre  aucune  difficulté,- et  nous  dirons  seulement  qu'Euler 
a  trouvé  pour  résultat  Oy4^i^G'y  la  différence  de  ce  nombre  avec  te 
précédent  est  0^0980601^  et,  comme  logarithme^  répond  au  nombi^è 
i^533i5  :  telle  est  la  limite  de  la  série  proposée. 

1126.  Les  théorèmes  des  n'^*  gSô,  940,  963,  966  et  968',  se  dé-*-  BcVeioppé^ 
duisent ,  avec  la  plus  grande  facilité ,  de  la  théorie  des  fonctions  gé-  "nw!d«  dit 
néra triées.  fércnii«iic«   et 

11  est  visible  que  *  mtcgnc» 

.(1- .)•  =  40 +  r- -)'-}''- 

on  tire  de  là 

-G-)  =  "  {Kr-  ■)+ =^r^(r-)*+  <■"•}'* 

tes  eoefficiens  de  r^  dans  le  développement  des  termes 

ibomispar  le  second  membre,  seront  respectivement 

Ar*>     ^%>     ^%f     etc., 

et  par  conséquent  on  obliepdra  le  coefficient  de  t*  dans  le  développement 
de  ce  membre,  en  développant  la  quantité  {(i+AT^x)" — i  }">  pourvd  qu'on 
applique  à  là  caracléristîqtie  Aies  exposans  des  puissances  de  Z^v(in2). 
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Mais  dun  autre  côté^  le  coefficient  de  t',  dans  le  deYeloppemenl  de 
!t  —  u^  est  égal  à  y^^m — X^;  désignant  celte  nouvelle  espèce  de  diffé- 
rence par  la  caractéristique  A^^ ,  les  coefficiens  de  f^  dans  le  déve*- 
loppement  des  fonctions 

«erout  respectivement 

^'fs,       û'%,       A'%,       éic; 
^t  nous  conclurons  de  là  que 

celte  formule  rentre  dans  celle  du  n*  940,  lorsqu'on  fait  dans  celle-ci 
^=i^el  comprend  par  conséquent  celle  du  u"*  9^0^  pour  la  même 
^valeur  de  h. 

Si  la  caraclérisllque  1.'  représente  l'intégrale  relative  aux  différences 
marquées  par  ùk',  dans  lesquelles  x  varie  de  la  quantité  n,  les  consi- 
dérations du  n^  iii3^  appliquées  à  ce  cas ,  feront  voir  que  ^''y,  est 

le  coefficient  de  t^  dans  le  développement  de  la  fonction  ^(^'^^j  "> 

labstraction  faite  des  constantes  arbitraires  introduites  par  Tinlégration  ; 
jet  conune  on  a 

.(1-,)-=  »{(.  +  !- ■)"-}""> 
on  en  conclura^  de  même  que  ci-dessus , 

mais  il  faudra  observer  de  changer  les  puissances  négatives  de  àj',^ 
en  termes  de  la  forme  Xjr^^  ^%>  etc.  ^  parce  que  le  coefficient  de  ^, 

dans  le  développement  de  ufj — ij   ,  est  2^,  (111 5).  Avec  celte  at- 
tention, réquation  que  nous  venons  d'obtenir  comprend   celles    des 
n^'  965,  966  et  968. 
Si  Ton  change  a:  en  r-»  la  quantité  x'  variera  de  k^  lorsque  x  variera 

de  l'unité,  et  nk  sera  la  variation  de  x'^  relativement  à  la  caracté- 
ristique a',  c'est-à-dire  que  x'  deviendra  x'-f-A:  dans  A;^^,  et  x^-^-nk 
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dans  Ay^/;  îl  ^^^  visible  que  les  équaliotts  (i)  et  (a)  subsisteront  en- 
core dans  cette  hypothèse  :  nous  pouvons  donc  les  regarder  comme 
ayant  lieu  lorsque  x  devient  x^k^  par  rapport  à  la  caractéristique  A, 
pourvu  que  nous  supposions  qu'il  se  change  en  X'\-nk^  par  rapport 
à  la  caractéristique  A^  Skdous  concevons  maintenant  que  k  représente 
une  quantité  infiniment  petite,  oo  raccroîssemen:!  àx  y  et  que  n  soit 
infiniment  grande  nous  pourrons  écrire  »djr=a,  a  désignant  une  quan^ 
tité  finie,  et  changer  b^^  en  ^j^\  mais  les  équations  (i)  et  (a)  deve-* 
nant  alors 

A"!r,=^{(i+d^,)'-^}"> 

doivent  être  ramenées  à   l'homogénéité,    conformément  aux  lois  du 
Calcul  différentiel.  Pour  y  parvenir ,  il  suffit  de  rexuarquar  que 

en  supprimant,    pour  plus  de  simplicité ,  Tindice  de  j^.   Développant 
ensuite  l'exposant  de  e,  on  arrive  à  Téquation 

dont  le  second  membre  se  réduit  à  son  premier  terme  ,  lorsque  àx  et 
d/  sont  infiniment  petits  ^  ainsi,  dans  l'hypothèse  présente , 


o+w= 

=/È. 

fw)e 

moyen 

de  celle  Talear,  on  » 

A'tr 

_(/£- 

..)" 

(3), 

2-r 

1 

VO» 

(4), 

eo  oBservantde  fransporfer  ii  la  caractéristique  d  les  evposâns  ^^ày^ 
et  de  changer  les  puissances  négatives  en  intégrales»  Ces; équations  soi^t 
les  mêmes  que  celles  du  n"*  968^ 
Consi^rons  ^accroissement /»  comme  infiniment  petit,    ou  comme 

fe,  A'*^,  se  changera  en.d^,  S'";^-,  en  gp^./'^djc",  et  (i-f-A^,)»  en 

Ç^x^tiff' 7=1  e^'^f**^^^),  en  écrivant  àx  pour  /i.  Le  développement  de 
«ctlc  expression  est  i  +  djrl(i -f- Ajr)-}- etc.3  substituant  dans  lef 
écpalions  (1)  et  (a),  elles  donnent 
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g  =  {i(i  +  Ar)}-     (5), 

équations  semblables  à  celles  des  nP'  9^7  et  967. 

La  roule  qui  vient  de  noms  conduire  à  pes  formules  a  Fayanlage  de 
nous  découvrir  la  cau^e  de  l'analogie  des  puissances  ^vec  les  di£férences 
et  les  intégrales,  puisquelb  nous  montre  .que  les  fonctions  généra- 
trices des  différences  de  jr,  y  sont  les  produits  de  la  fonction  u  par  les 

puissances  positives  de  la  quantité  r  -~  i  >  tandis  que  celles  des  inté-- 

grales  sont  les  produits  de  u  par  les  puissances  négatives  de  la  mémQ 
cjuantité. 

11:17.  M.  Laplace  a  obtenu,  ainsi  qu'il  suit,  pour  les  séries  de  la 
forme  , 

/•  +^i«^  -fiTa^*^* "^Jp^f  +  etc. , 

des  formules  analogues  à  celles  du  numéro  précédent.  En  nommant  ii 
|a  somme  de  cette  suite,  ou  la  fonction  génératrice  de  ^«o*,  on  a 
Véquation  identique 

'^  (?^-^0"=  "  {*"0 + i'- 0'-^  *r* 

'  et  d'après  le  nupiéro  précédent,  le  coefficient  de  ^,  dans  la  fonction 
u(^ — i)  ,  sera  égal  à  A'".a^,,  en  supposant  que  x  varie  de  la  quanr 
tité  n.  Mais  le  coefficient  de  ^a  puissi^nce  x  de  ty  dans  le  développe-» 
ment  de  ^(-^"^ï  J  >  esta^A^^-,,  ainsi  qu'il  est  facile  de  s'en  convaincre, 
en  observant  que  le  coefficient  de  e  dans  ^(4-"^i\  ou  -^  —  a,  est 
^  a'^'—4ys  F=  ^'(jz-fi  -rjs)  ===  «'Ar*  >  «t  continuant  ainsi  de  prochp 
en  procbe.  Si  donc  on  développe  suivant  les  puissances  de  — — i,  Ip 

second  n^emlpre  dç  Téquation  identique  posée  plus  haut,  oq  pourra  ^ 
dans  le  passage  des  fonctions  génératrices  aux  coeffiçiens,  remplacer 

les  puissances  de  — —  1  par  celles  de  A^,,  multipliées  par  le  facteur 

commun  a',  et  transporter^  après  le  développement  ,  les  exposans  des 
puissances  de  Aj,  à  la  caractéristique  A.  Avec  cette  attention ,  pa  aura 
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réqaation 

A'-.tf%  =  a-{<i  4-  Ar,)-—  i}-  (7)  ; 

puis  en  écrivant  — *m,  au  lieu  de  m,  on  aura  encore ,  comme  dans  le 
numéro  précédent, 

S'-.o*^.  =  p_^-_p  (8). 

Si  Ton  substitue  rx!  à  x,  et  qu'on  désigne  par  y  ce  que  devient 
alors ^,  la  différence  de  a/  sera  -  :  en  supposant  r  infini^  cette  diffé- 
rence se  changera  en  dx'^;  on  aura  fikjr,  s=:  dj'}  on  fera  ensuite  â'=/'> 
pour  obtenir  à'=:p*'  et  a^j;:=:p*y'.  Maintenant,  si  Ton  prend  n  in- 
finiment grand,  et  qu'on  pose  ~  =  a,  la  quantité  £(  pourra  être  finie, 

et  exprimer  le  changement  qu'éprouve  Jt/,  lorsque  redevient  a:-f-/i, 
d'où  il  résulte  que  A''".;!*^,  2'"./?^,  désignent  pour  l'ordre  m  la  dif- 
férence et  l'intégrale  de  la  fonction  p^^y'y  lorsque  x'  se  change  en  jc'+*. 
Remplaçant^  dans  les  équations  (7)  et  (8),  A7;,  par  4r'>  il  viendra 

et  ramenant  la  quantité   (i  +4?'0'   ^  l'homogénéité,  comme  dans  le 


numéro  précédent,  on  aura  (i4-d;^')"=  e  ^ ,  d'où  il  suit 

A'".;i-y  =  ^'<^*/  a^'  - ,)         (9) ,  ■ 

U*'— ) 

Si,  dans  les  équations  (7)  et  (8),  l'on  suppose  n  infiniment  petit, 
c'est-à-dire  qu'on  y  substitue  dr,  A'".a^,  se  changera  en  d".a^„  et 

2'".a^,  en  ^^"ày^doT  ;   et  puisque 

<i+Ar,)*s=i4-dJc{l<i+A/,)}  ("36), 
on  en  conclura 

3.  45 
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Telles  sont  les  formules  qne  nous  avons  amnoucées  dans  le  n"*  969^  où 
nous  ayons  donné,  d'après  Eulèr^  un  cas  particulier  de  celle  qui  est 
marquée  (lo).  Les  tbéorèrnes  désignés  par  (7),  (8),  (9)^  (><>)>  ('^) 
et  (12)9  appartiennent  à  M.  Laplace,  qui  a  considérablement  étenda 
cette  matière^  dans  la  première  partie  de  sa  Théorie  analytique  des 
Probabilités.  ' 

iiaS.  Aux  formules  rapportées  précédemment,  il  en  a  joint  de 
nouvelles,  qu'il  a  obtenues  en  considérant  les  produits  de  plusieurs 
fonctions  génératrices,  ainsi  qu'il  suit. 

Soit  u  fonction  de  f ,  et    j^  coefficient  de  ^ , 

.  tt'                 de  t\  y,                    de  «'% 

n"                de  i',  .      j%                   de  i"*, 
etc.  ; 

on  aura  ^, j^^y,  pour  le  coefficient  de  ^i*i**  etc.,  dans  le  dévelop- 
pement de  miii*  etc.  ;  le  dernier  produit  sera  donc  la  fonction  géné- 
ratrice   de  yxyxf'x  etc.;  et  par  conséquent  ^^^r-^  celle  de 

^*-ht/-:+./Wi  etc.  ;  d'où  il  résulte  que 

uiîu"  etc.  /   1/    .  ^  /  r/     .^     f       *  ) 

.j,  , uuu'  etc. ,    ou    uuii'  etc.  \  -7^5— 1  \ 

est  la  fonction  génératrice   de    ' 

J^*-h.y*4.îyU.  etc.  —  Jx/.j",  etc.  =  L.y^y^f,  etc., 

et  que 

uu'ii*  etc.  {j^-^  —  î }"     est  celle  de     b^.y^f^f^  etc. 

y 
Maintenant,  si  Ton  désigne  par  z  la  fonction  génératrice  de 

2".7*yxy^etc.,  celle  du  produit^^^^-'^y^etc,  égal  à  A»2".7,y,y,elc., 

•sera ,  d'aprSs  ce  qui  pirécède , 

on  pourra  donc  poser 

««'«"etc.=  z{,7ji^-i}",  d'oà  a=a«'«"etc.  {^^-ip. 

Telle  est  la  fonction  génératrice  de  ^''•J'sfxy^x  etc. ,  qui  ne  diffère  en- 
core de  celle  de  A".^,/',^,  etc.  que  par  le  signe  de  l'exposant  n,  ce 
qui  est  tout-à-fait  semblable  à  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  iii3.  Ces  deux 
remarques  mènent  à  des  formules  très-élégantes. 
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II 29.  En  ne  considérani  d'abord  que  les  denx  yàriables  y»  ^\  y^mj 
la  fonction  génératrice  mi  {^  —  1 Y  peut  se  mettre  sous  la  forme 

■  ■^{(.--O+K?-)}".         . 

et  par  son  développement^  donne  l'équation  identique 

<?-)="''{(r-)"+TKr-rG->) 

où  l'on  voit  qtgre  les  produits 

"«'Kr- 0""(?- 0  == '^  (?"- 0  *  Kr- 0'"'» 

etc., 

sont,   d'après  le  numéro   précédent ,. les  fonctions  génératrices  des 
produits 

y.A%,     A/,û"-y,^,,     Ay^-y^.,    elc. 

Si  donc,  dans  Téquation  identique  posée  ci->desscia,  on  passe  des 
fonctions  génératrices  aux  coefHciens  correspondans,  on  aura 

et  si  Ton' change  n  en  ---A)  il  viendra 

2-^./,=«y,2%  -:^  Ay^«-^.:r-^.  4-  ^^^7^^  Ay^s-**^-^,— etc., 

formules  qui  rentrent  dans  celles  des  n*''  962  et  961. 

I  i3o.  La  formule  indiquée  dans  le  n*  920,  n'est  qu'une  conséquence 
très-simple  de  la  théorie  précédente  ;  car  en  passant  des  fonctions  gé- 
nératrices à  leurs  coefEciens,  Téquatian  identique 

««'«"etc.  {(,+  !_, )(,+  i_,)(,4.i.-,)  elc.-i}". 
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donne 

pourva  que  dans  chaque  terme  da  développement  du  second  membre 
de  cette  équation  on  applique  les  caractéristiques  A  aux  variables  mar- 
quées du  même  nombre  d'accens^  et  qu'on  multiplie  ce  terme  par  le 
produit  des  variables  dont  il  ne  renferme  point  la  caractéristique.  Ainsi  ^ 
dans  le  cas  de  trois  variables ^^,  y^yj^'^y  ^  faudra  écrire 

fsfst^y^  pour  A',      f^y^bTf^  pour  A^A''',  etc. 

Le  changement  de  n  en  •— /^^  avec  les  modifications  convenables 
dans  les  caractéristiques  ^  donnera  l'expression  de  2".^,3^,y,  etc. 

iiSi.  Lorsqu'il  s'agit  des  différentielles,  si  on  les  considère  conune 
des  différences  infiniment  petites,  et  qu'en  conséquence  on  en  néglige 
les  ordres  supérieurs  par  rapport  aux  ordres  inférieurs  ,  il  faudra,  dans 
le  passage  de  la  caractéristique  A  à  la  caractéristique  d ,  changer  l'ex- 
pression 

(i4-AXi+A0(i4-A'0é»c.-.i    en    d  +  d'4- d''  +  etc;, 
et  l'on  aura   . 

d"-J^*/*y'*  e^ç.;  F=  (d  -H  d'  +  d"  +  etc.}%y.y<,  etc, , 
sous  les  côiidiliotis  énoncées  dans  le  numéro  précédent. 
Pour  deux  variables ,  il  vient  '     -l 

d"vr./,=ycd%+^  4r'*d--%  +  £^V^-->,+eic., 

formule  semblable  à  celle  du  n*  gi  ;  et  mettant  ->-/?  à  la  place  de  n 
on  obtient  l'expression 

/%/.  =/./%  -  "  dy./-*'^.  +  ^:r-V*/--/.  -  etc. ,    , 
<{ai,  mise  sons  la  fomie 
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iSomprend  comme  cas  particulier  le  développement  de  f'Xda^,  donné 
dans  le  n*"  48^- 

II 32.  En  observant  que 

=  uu'u"  elc.  {(i  +  i_iy(,4.1~,)*'(i+i-,yW:-i^ 

indiquant  par  ^A  la  différence  prise  en  faisant  varier  x  de  A  dans  jr,  ^ 
de  A'  dans  y^,  de  h!'  dans  y,,  etc.,  et  passant  des  fonctions  généra* 
tfices  aux  coefficiens,  on  aura 

'à.\j,y,f,  etc.  =  {(i  +  A)*(i  +  A')*'(i  -H  A7'  etc.  —  1 }"; 

d'où,  par  le  changement  de  n  en  — /x,  on  conclura  Texpression  de 
^2-.^,/,y',  etc. 

Il 53.  Si  Ton  réduit  à  une  seule  les  différences  A,  h!y  A'',.etc. ,  et 
qu'on  fasse  ^  =  ^^7^9  ^^^d^>  ^  ^^  ^  étant  des  quantités  finies,  js 
et  h  deviendront  infinies;  les  caractéristiques  A,  A',  A^,  etc.,  qui 
«e  rapportent  à  des  différences  correspondantes  à  l'accroissement  i  pour  a:, 
indiqueront  des  différences  infiniment  petites,  et  devront  par  conséquent 
être  remplacées  par  la  caractéristique  d.  Alors  comme 

(i-+d/.,p=:e'"3^,(l,26) 
M.  Laplace  change  Texpressioa  précédente  de  ^A'.j^.y.y,  etc.  en 

d'où  l'on  déduirait  l'expression  de  ^".j'./y^y^  etc.,  en  rendant  né- 
gatif l'exposant  n.  L'une  et  l'autre  de  ces  expressions  fupposent  que 
l'accroissement  de  x'  est  égal  à  et. 

II 34.  Soit  u  une  fonction  de  deux  variables  t  et  t'y  dont  le  dév»*   p»  fenciion» 
loppement  ait  la  forme  *=  *««  *"»*' 

J'»..  +  ^...<  +  jr.,,i*  -h  Ji.J^ ■¥f,,,    <•         +  etc. 

+  jo.xt'  -f-  ^.,.«'+  jr.,,i^t' -f-  j,-,,,t—'t'  +  etc. 

-H  .r...'"  +  ^...«" 4-  7— .,.«— <"  -fr  etc. 

+  J'..!*" +  J—i,ir-H'^  +  etc, 

+  7".^'.*  +  etc,^ 
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Y^^^f  dësigaant  le  coefficient  de  ^^'^^  aura  u  pour  fonction  génératrice. 
Si  Ton  représente  par  A,/,^,,  la  différence  de  la  fonction  ^,^,,,  prise  seu- 
lement  par  rapport  à  la  variable  j:,  la  fonction  génératrice  de  cette 

différence  sera  '^(t—  Oî  celle  de   A,,^.ar,x/  sera  de  même  u\X —  i\ 

11  est  facile  de  conclure  de  là  que  la  fonction  génératrice  de  ^xt^xtJx.Mey 

ou  de  A'"*"/,,,  est  u(j — ij^i  —  iV  et  qu'en  général  celle  de...^ 

Dans  le  cas  actuel  ^  l'expression  Vfs,x/  s^i*^  ^  symbole  d'une  quantité 
de  la  forme 

•^jTs.xf  -H  ^7*-Hi,x/  +  <^x+.,./    +  etc. 
+  ^!rx.x/-HiH-C>x-h,,x.+i4-  etc. 
4-^>x.x/H..   +etc., 

l'expression  v*J*,x/  9  celai  d'une  quantité  composée  en  t^"*,*^  comme 
la  précédente  l'est  en  jTx.xtj  et  ainsi  de  suite;  la  fonction  génératrice  de 
l'expression  générale  V^y^^x/  sera  visiblement  de  la  former 

'^  4-  I  +  ^  +  etc. 

4-  ?î  +  «te 
en  sorte  qae 

°«"C'-yG-)" 

+  etc. 
sera  la  fonction  génératrice  de  A       v*^*^,,,_r/- 

Gela  posé  9  lorsque  $  désignera  une  fonction  des  quantités  r  ^t  p  >  et 
que  son  développement ,  suivant  les  puissances  de  ces  quantités,  aura 
un  terme  général  de  la  forme  ppp,  le  coefficient  de  ^^'•^  dans  — -^^sera 

^K/,^^„^^;  et  il  s'ensuit  que  le  coefficient  de  i*i'^  dans  us^y  sera. . . 
V'yx,xf  9  si  ^  a  la  forme  convenable.  On  voit  par  la  que  V"^,,*/  s'ob- 
tiendra en  écrivant  dans  s^,  J'x  au  lieu  de  \  ^'yxf  au  lieu  de  p,   et    en 
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développant  le   résultat  suivant  les  puissances  de  jr,  et  de  j^,/,   puis 
changeant  les  produits  K{jr^\jr„Y  en  JS^,^,,,,^^;  bien  entendu  qu'un 
terîne  tout  constant  iST,  équivalant  à  K^jr^y^jr^y,  doit  élre  remplace 
par  iS^r,  „. 
Pour  introduire  dans  le   calcul  les  différences  àe  jr^^g,^  il  faut  déve^ 

Jopper  ^  suivant  les  puissances  des  quantités  j  —  i ,  p  —  i  ;  un  terme 
quelconque  du  résultat  étant  désigné  panJSTQ —  ijQ, —  i V  et  mul- 
tiplié par  M,  sera  Ku  Q  '^  ^)(?  —  ^)  9  ^*  donnera  lieu  à  un  développe- 
ment  dans  lequel  le  coeiBcient  de  ^<^'' sera  exprimé  par  iSTA  Jx.xf*  H  suit 
de  là  que  la  quantité  V'y*,»/  se  formera ,  dans  ce  cas,  en  substituant 
^xjx,*t  au  lieu  de  - —  i ,  et  A,^, „  au  Heu  de  p  — -i  dans  ^ ,  et  déve- 
loppant alors  5"  suivant  les  puissa/ices  de  A^j^^^y  A^fjr^^^,^  puis  en 
transportant  à  la  caractéristique  A  les  exposans  de  ces  puissances^  et 

mettant  ainsi  A      ^,,,/,  à  la  place  de  (A,j^^,,)'(A„^,^„)''. 

Si  l'on  désigne  par  Z     J'x.xf  l'intégrale  du  coefficient  Jx.xfy  prise 

un  nombre  r  de  fois  par  rapport  à  x  seul,  et  un  nombre  1^  de  fois 
par  rapport  à  ocf  seul,  et  que  Ton  représente  par  z  la  fonction  généra-^ 
trice  de  cette  intégrale,  celle  de  sa  différence /«,;,/  sera,  d'après  ce  qu'on 

vient  de  voir,  z\^  —  ^)G  "*"  ^7  '  ^*  ^^^  ^^^^  P*^  conséquent 


connaissant  ainsi  la  fonction  génératrice  de  2     Jx^x/j  on  aura    celte 

intégrale  en  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficieùs.  Nous 
observerons  qu'à  cause  des  quantités  arbitraires  qu'elle  doit  comporter, 
il  ûut  écrire 

'(r-)'a-)  =  "+f+F  +  F--+? 

tf,  h^  ^7^. ..  .7,  çtant  des  fonctions  arbitraires  de  i^  et  a',  i',  c^,.  •  ••?? 
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des  fonctions  arbitraires  de  t;  d'où  Ton  conclut 

1 155.  Appliquons  maintenant  ces  principes  àFinterpoIation  des  tables 

Il  double  entrée  y   recherche  qui  consiste  à  déterminer  l'expression  de 

J'x^H.xf^nfy  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  coefficient  de  iV*',  dans  le 

développement  de  la  fonction  -^,.  Il  est  visible  que  Ton  a  Féquation 
identique 

■  1   +t(^)  +  7Î(^)(^') 

+  =^î(^)"(^')  +  -- 

+  etc. 


et  dans  ce  développement,  le  coefficient  numérique  de • .  •  • 

n(/t— 0(ii— a). .  ..(n—r+i)    n^(yi^--i)(n^— a) {n'—/+ 1) 

i.a.3 r  *  1.2.3 /  ^ 

'— r       r    — r/       rf 

ou  [o] M [o] [/»'].  Gela  posé,  le  coefficient  de  /'/''',  dans  le  dé veloppe- 
ment  de  mQ— iJQ— -i)  ,  étant  A  jr,^,,  le  terme  général  de  l'ex- 
pression de  j'»4.i»,T/4.«/  sera 

[o][»][o]MA      r,.,„ 
formule  dont  on  tire  la  série 
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^,+..^+^=j.,„-f-"  'L,jr„„  H-  'fcj)  A«.^,,,,  4-  etc. 

H-  "  ".â  '  ^*«i?'*.»'  H-  ete- 

•+-  etc.;. 

que  nous  avons  delà  obtenue,    n«  914,  par  tfautres  considéraUon». 
On  peut  lui  donner  la  forme 


en  obseryant  de  transporter ,  comme  il  a  été  dît  dans  le  nnroe'ro  pré- 
cédent, à  la  caractéristique  A,  les  ezposans  des  puissances  de  A.r,  ,/ 
A^J',../,  et  d'écrire  7,,,,,  au  lieu  du  premier  terme  i ,  que  l'on  doit  re^ 
garder  comme  équivalant  à  (A,/^,..,)'(A.,^.../)'. 

II 56.  Proposons-nous  maintenant  d'ordonner  le  développement  d« 
7,+.../,  suivant  les  quantités  v/...„  vtT*,-/,  etc.,  et  prenons,  en  con- 
séquence, 

■■  =  ^  +  T  +  l  +  l +  ^.  +  ^ 

.  +  F  +  ?F  +  ??  +  «*c. 

■4-  7T  -f*  pij  4-  etc. 

4-  pr  -H  etc. 


Soit^t 

-*  +  7  +  pr  +  •p3---«-.+  ^  =  «» 
^  +  7"  +  77  H-  etc.  =  ^, 


il  viendra 


etc.; 


2 


*    .     e 


1 


=  «  +  ,-  +  ?. -H-J, 


équation  semblable  à  celle  que  nous  avons  traitée  dans  le  n*  iu6,  «t 
5.  46 
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pour  lacpelle  nous  avons  donné  l'expression  de  —  à  la  page  SSa;  mais 

dans  le  cas  actuel ,  il  y  faut  remplacer  les  coefficiens  a,   b,  c^...«7> 
par  les  valeurs  précédentes ,  ce  qui  changera  la  quantité 

*2J.^,«,^^,  H-  Az^J,  ,_.„^,  4-  etc. 
4-  ^Zo,,.»4..  +  c^.,,_^^,  +  etc. 
+  etc. 

en  une  autre  de  la  forme 

M+Nz  +  elc.  +  p(Jtf,4-iV,z4-  etc.) 

+  f.  (^.  4--^>4- «te). . ..+ ^  Af., 

la  quantité 

^^•«^•^t  -4-  czZ^  »_«^,  +  etc. 
+  e^;,.-«4.»  -i-  ezZ,.,..,,,^  +  etc. 
+  etc. 

en  une  autre  de  la  forme 

M'  +  iV'z+  etc.  +  p  (ilf'.  +  N\z  +  etc.) 

la  quantité 

+  etc. 
en  une  autre  de  la  forn)« 

M»  +  iV"»  +  etc.  + 1  (M»,  4-  Jf\z  -f-  *tc.> 

-      +  ii  (M",  +  iV^'*^  +  etc.) ....  +  jU  M"^  , 

et  ainsi  de  suite.  II  est  facile  de  voir  que  la  somme  des  puissances 
de  -  et  de  p  ,  dans  ces  expressions,  ne  doit  point  surpasser  TexposantR, 
lorsque  cet  exposant  est  entier.' Cela  posé,  on  aura 

i  =  Jlf  4- iV^2  4- etc.  4- p  (ilf.  4- ^.a  +  etc.) 

4-f»(^.  +  iV^.2  +  elc.) 


-hr.M. 
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M!  -t-  N'z  +  €tc. 


jKf"  -j.  iV"s  +  etc. 
U-f  (A/".-f.iV".r+.etc.) 


+  7^  ^"«-. 


1+  -i-  (i»f,c— )-!_  iir/"-'>2  4-  etc.)l  . 
+,-:^<+  ^  (il//— >'+  2^.^-03+  etc.)}; 

"r"    ♦l'«-m4-i  ■"*  A 

t  »  n—vm    _  ■" 

et  comme  le  symbole  VJ«,«/  désigne  la  quantité 

-<r..<'  +  ^j«*..«'  +  cy,^.,,„    +  etc. 

+  jBy.,„^.,+  C>-,+.,,/4.,  4-  etc. 
4-  ^>..^+.    +  etc. 
H-  etc., 

et  que  le  coefficient  de  et'*'^  danar  le  déyëloppement  de  la  fonctioa 
^^y  est  exprimé  par  vy,+,,^+„  (i  i54)>  on  conclura  de  ce  qui  précède, 
en  passant  des  fonctions  génératrices  aux  coefilciens,  que 
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IMy,^^     H-  Ns]y,^t     +  etc. 
+  ^.r.../+.-|-  •^•V/«../+.+  etc. 
H-  ^«  J,,./+. 
/      -Wy.+..«'      +  -^'v/«+.../      +  etc. 
.    \      iJ''.7'«+«.«'+»+  ■^'.VJ'.H..,**.  +  etc. 

i*f.«— îr.^— .../.H..+  iv.(^-v.+— .,i^+.+  etc- 
4- 


Cette  suite  s'arrêtera  lorsque  quelqu'tine  des  quantités  ^c^»  ^y«  ,fy  etc., 
sera  nulle. 

Si  Ton  prend  ^«,«,:=o,  et  que  Ton  îi&e»  ensuite  ar=o  dans  Tex- 
pression  précédente  de /«^..c/,  on  aura 

♦ • .+  âf.j',,,,^. 


>) 


eette  expression  s'écrit  sous  la  forme 

• ^* +    2Jtf,^"-y— .,*/+rX 

l'iatêgrale  du  premier  terme  ëlanl  prise  depuis  rcrro  jusqu'à  r=n-f- 1, 
afin  d*y  comprendre  la  somme  de&  termes  depuis  r=:o  {.usqu'à  m=:a 
(g43);  rintégrale  du  second  terme  étant  prfse  depuis  r  =  o  jusqu'à 
r=a>  et  ainsi  de  suite;  enfiii  Tintégrale  du  dernier^  depuis  r=o  jus>- 
qu'à  /•==?>— m-f-a. 

1157.^  L'expression  qn«  nous  venons  d'olaenir  pour  ^'«,.Aesl  évidem- 
mexU  l'intégrale  complète  de  réaualiôa 
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o.  as  'Ay;,^  +  i?r.+,,./  4"  Cy^^^, . . .+  Pr.+.«,.,/  +  «r.+5.«/ 

-*-  c'y.,^^ 

et  la  recherche  de  cette  intégrale  se  trouve  ainsi  ramenée  à  celle  des  coef- 
ficiens  M  y  M^^n. ilT,  A/^^  elc.^  qui  sont  précisément  ceux  des 

puissances  de  \  dans  le  développement  des  fonctions 
^^•,«-•^1  H-  c^.,m^m^%  +  etc. , 

etc. 

Ces  développemens  seront  faciles^ à  former ,  dès  qu'on  connaitra  ceux 
des  quantités  Zo,«_,„^,,  2Jo,,_„^,  elc. ,  ou,  en  général,  celui  de  Z.,,; 
mais  on  trouvera  sans  peine»,  par  les  formules  du  n*  iii9>  que 

y      _  '     > 

1         ' 

ûTiS-^'OS— «)(iS  — y).... 
1 

—  etc.  ; 
et  comme  «>  j3,  9^,^etc.,  sont  les  racines  deTéquation 

<ifl- 4- *ô— '  +  cfl-»-* +  y=o, 

ce^  quantités  seront,  dans  le  cas  actuel >  des  fondions  de  p.  Si  Ton  fait 
p  =  5,  et  que  Ton  différentie 7»  fois  de  suite ^  par  rapport  à  5,  Tex* 

pression  de  Z«,,,  pour  en  éliminer  les  quantités  -}y  Tr9  — r»^^^-^^^ 

parviendra  nécessairement  à  une  équation* finale  du  premier  degré,  par 
rapport  à  la  fonction  Zo,,  et  à  ses  coefficiens  différentiels  :  ces  quan^ 
titës  y  seront  multipliées  par  des  fonctions  symétriques  des  racines  a, 
/S,  ^,  elc,  et  de  leurs  différences,  fonctions  que  l'on  pourra  parcon* 
séqaent  exprimer  d'une  manière  rationnelle,  au  moyen  des  coefficiens 
de  l'équation  a^  '^  etc.  s=:o.  Faisant  ensuite  disparaître  les  dénomina^ 

teurs  des  termes  du  résultat,  les  quantités  Z^,^,  -Tp>  etc.,  n^auront 
pour  coefficiens  que  des  fonctions  rationnelles  de  s  ou  de  4,  c'est-à-dire 
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que  les  termes  de  Tëqtiatîon  finale  seront  de  la  forme  K$^  — ^^CeTapo« 

se  ^  si  hi  désigne  le  coefficient  de  s\  dans  le  développement  de  Zo,r  > 
le  terme  7<fS'  deviendra  i(^— i). ...(« — iW'+' i)V*'"'*,  en  passant  dans 

— ^— ,  en  sorte  que  i(ï  — i). . . .(«— •/c+i)^"^,-  sera  le  coefficient  dcf 

^m-hi^M^  dans  l'équation  finale,  et  que  par  conséquent  il  faudra,  pour 
avoir  celui  de  s^  dans  la  même  équation,  changer  i  en  i— -m  +  f«^ 
et  Aj  en  Aj_  m+^w  :  on  aura  donc 

(^i—m+fi)  (f-^  771  +^—  i) ......  (/-^m+  i)Â"A,_m+^ , 

pour  ce  coefficient ,  le  même  que  celui  de  -p^.  Il  est  visible  que  si,  dans 

cette  équation  différentielle ,  on  remplace  les  fonctions  génératrices  par 
leurs  coefficiens,  on  la  transformera  en  une  équation  aux  différences 
entre  les  valeurs  successives  de  Ai,  et  dont  l'intégration  donnera  ces 
valeurs.  Par  là,  l'intégration  de  Téquation  y^, ,,  s=  o  est  ramenée  à 
celle  d'une  équation  aux  différences  à  deux  variables  seulement,  et  à 
une  intégrale  définie. 

Pour  donner  une  idée  de  l'application  des  formules  précédentes,  sup« 
posons  qu'on  ait  l'équation  du  premier  ordre 

-<?Vx/  +  ^j'xH-.,,/  -t-  ^>*,*/4.,  =  o. 
Dans  cet  exemple, 

2  =  ^-t-7+7->       ^  =  ^  +  Y>      *=:-B,      c  =  o,      etc.; 
d'où 

z=za^j,       a8+A  =  o,        fl= =*,    . 

en  écrivant  5,  au  lieu  de  t^.^  Différentiant la  dernière  expression  de  Z^,;, 

on  trouve 

dZo,r  _  _  rB\A+Jrsy"'  ^ 


(  À    I*   TV  \t 

et  éliminant  la  fonction  Vz^yTi    i  ^  y\tx\\. 


substituant  enfin  dans  cette  équation,  à  la  place  des  fonctions  géné^ 
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ratrîces^  les  coeificiens  de^^^  on  obtient 

^(t  +  i)Vi  +  i?'«>i—  rRf^i  =  o. 

Or,  la  quantité  bZ^  «-nn-i  +  ^^o.«-m+«  +  etc.  se  réduisant  à  son  pre- 
mier terme ^  donne  seulement  M^=zB/^i^  eilon  en  conclut 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r=o   jusqu'à  r  =  ii+i.  11  faut,  en  inté- 
grant l'équation   doù  dépend  7^1,  prendre  la  constante   arbitraire  telle 

qu'on  ait  A.  =  —  ^^^^,> 

ji38.  L'équation  77-,  ,,  =  0,    ou 

[^js^si  4-  ^r»H-i.»/  +  <^r*H-,x/ +  «r*-h«.*/ 

4-  ^>',,,/+i+  ^>,H.,,x/+.  +  etc. 
O  =  ^  4-  <^7*>*'-h.      +  etc. 

correspond  à  l'équation  z=:o,  ou  à 

^  +   ^  ^^  f +  m 

+  7"  -f-  77  4-  etc. 
""^^  +^4- etc. 

4-  p;s7* 
qu*oii  obtient  en  substituant  dans  la  première ,  au  lieu  des  coefficiena 

j^*i»f  9    ^»-M ,  *^9  y^-k-^ ,  *'  9     etc. , 

Jfmy»f^i9    J's^i^sf^\9     etc., 

Jfx^xf^%9      etc.^ 

etc., 

leurs   fonctions  génératrices , 

u  u 

M>       J9        pr>        etc., 

etc. , 


u 
etc.; 
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car  il  est  facile  de  voir  que  toute  équatiou  du  premier  degré ,  qut  a 
lieu  entre  les  coefficiens,  doit  avoir  également  lieu  entre  les  fonction^ 
génératrices.  L*équation  2  =  0  rentre  évidemment  dans  Téquation  (i) 

du  n^  1088  y  lorsqu'on  change  j  en  a,  \  exi  fi;  et  Ton  doit  saisir  main* 

tenant  la  liaison  des  méthodes  qui  nous  ont  conduits  à  Tune  et  à  l'autre  : 
la  même  correspondance   existe   à  l'égard  des  fonctions  d'une  seule 
variable. 
Il  suit  de  Va  que  l'intégration  de   Téquation  ^,^,,  =  0^  par  la  se«- 

conde  méthode  ^  revient  à  déterminer  l'expression  de  ^  ,    développée 

suivant   les  puissances  de  4 ^  au  moyen  de  l'équation  z=o;  or,  il  y 

a  aussi  dans  cette  méthode^  comme  dans  la  première  ^  des  cas  où  Tex^ 

pression  de  ^  se  présente  d'abord  sous  la  forme  d'une  suite  infinie. 

L'équation 

i  a        b 

qui  correspond  à 

est  un  de  ces  cas,  parce  que  la  plus  haute  puissance  de  ^  y  est  mul- 
tipliée par  p:  voici  l'artifice  qu'emploie  M.  Laplace  ^  pour  lever  cette 
difficulté. 
L'équation  proposée  donne  immédiatement 

,  •  '+? 


d'où  Ton  tire 


1 


{'^fS 


La  dernière  de  ces  expressions  étant  écrite  ainsi 


_; o->+o>+°'+°(?-or 


ftf" 
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devienl  friuc«ptible  d'im  devdiappement  terminé^  saiyant  les  puissances 
dcp— •£;  on  en  tire 

Élisant,  pour  abréger. 


etc.. 


H  Tiendra 


p^=«< 


L'ëqnalion 
donnant  aussi 


H  G-')"""   0^ 


1 
1       .  €  +  ab' 


? 


—  * 


on  peut  chasser  la  qnantitë  p  — &>  du  césnltat  ci-dessos,  et  si  on  le 
5.  47 
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r(j-i)-'+r.Q-j)''-".......^..+^. 

' •^"(c+aijA*    "; 

Passons  maintenant  ààt  fonctions  génératrices  anx  coefficîens.  Il  es» 
visible  qne  celui  de  «•<^  dans  ^»  «*  ^..^J  U  quantité  «(p  —  *)  , 
mise   sous  la  forme  11^(^—1)',  étant  développée,  devieui 

d'où  Ton  conclura  que  le  coefficient  d«  «•/%  dans  cette  feBCtio»,  esT 

16».       1    6'-*  1 .»      A  ^ 

déyeloppement  qui  est  celui  de  «'A.v(-5^),  pourvu  que  Ton  fesse 
dc^ao  après  la  difféçentiation.  On  se  convaincrait  de  la  même  manière, 
que  le  coefficient  de  fi'*,  dans  le  développement  de  «(i—tf),  doit  être 
^A'^rJÎEpV  en  feisant  Jc:=o.  après  la  différentialiott  j  et  l'on  aura  enfia 

^our  llatégrale  de  Téqualioft 

En  développant  celle  intégrale,  on  verra  ^ans  peine  cju'eUe  exîge  la 
€Qnnaîs$ance  de  la  preftiicre  ligne  et  de  la  prenvière  colonie  de  la 
la^â  ï  <fcublt  entrée  qui  correspotid  à  l*ié(yaliaxr  proposée. 
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iiSg/Bes  eaimdératioasdbsolmtidttt  MOiUiJiLesk  celles  da  V  msS^ 

vont  nous  conduire    aux-  formulas   que  nous   avons    citées  dans   le 

n*  970. 

Soit  maintenant 

+  r*.  t^'  +  r. .  i"'  +  J^..  .^•^'4-*etc, 
^^•./•  +  Tc,.^«'"+ «te. 

+  etc.  ; 
«î  A^,^i/^ésîgne  la  différence  de^,^^^  prise  en  faisant  varier  en  même 
temps  ap  et  ju',  la  Ibnclfon  géfieratrice  âb'Ay,^^  sera  "f*7'~ïT(ï  ^^4)^ 
mais  il  est  visible  que 

Cl  que  par  conséquent 

lé  dévetoppement  du  s^cooA  méttihbe  de  cette  équation  pouvant  être 
ordonné  suivant  les  puissances  de  ~  —  i  ^  et  de  p  —  i ,  contiendra  les 
termes  uQ — lY,     u(^ — i j  ,  qiû.so&tles  fonctions  génératrices  de 

Axjx.xff'à^xfjx.xf-  passant  donc  de, ces  fonctions  à  leurs  coefficiens^ 
on  aura,  comme  dans  le  n*  gSS,  ^  ^    • 

A-y,,,,  =  {(i  +  A,^^,,0  (ï  +  ^''7».-')— ï  }"> 

en  observant  de  transporter,  dans  le  développement  du  second  membre, 
à  la  caractéristique  Aies  exposans  de  A,/,,„,  A,,^,,^. 

Il   suit  aussi   de  ce   qu'en  a  dit  snf  lés  fonctions  génératrices  des 
intégrales  (il 34),  que  Téquation 

doit  avoir  lieu  sous  les  Mêmes  ^conditions  que  là  précédente,  «t  en  reM« 
plaçant  les  puissances  négatives  des  différences  par  des  intégrdes. 
Dans  les  formules  ci-dessus ,  les  différences  des  variables  x  et  «' 
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^  ^  "chapitre  V. 

Appluat^Uon  du  -fHaibul^  i^égnd  A -la*  7%6dm-  cfe«  suites. 

j;j4^.,.jLj'iiirr4G|tAT,ioi^  def  4îfi«ieatieUe6.  à  nne^eute  yariaUe'ayaat 
conduit  à  detf  fériés  ^  on  en  A  (COïKiltt  ^'op  pt^Ti^t^  r^r^senler/^û^ 
série  par  une  intégrale;  et  comme  on  a  des  méthodes  pour,  calculer 
au  moins  par  approximation^  la  aaleur  d'une  intégrale  entre  des  limites 
données  (467)9  on  a  cherché  à  remonter  d'une  série  à  Tintégrale  dont 
elle  est  un  des  développemens.  C'est  par  ces  considérations  qu'Euler 
a  créé,  pour  la  sommation  des  séries  et  la  recherche  de  leur  terme 
général ,  des  méthodes  très-ingénieuses  que  nous  allons  faire  connaître 
successivement. 

De  la  tom-      La  première  de  ces  méthodes  consiste  à  effectuer  sur  la  série  pro- 
^^posée,  des  opérations  telles,  que  les  résultats  successifs  conduisent  en 
dernier  lieu  à  une  série  que  l'on  sache  sommer,  ou  qui  soit  semblable 
à  la  proposée. 

La  progression  par  quotiens  (ou  géométrique) 

s  z=z  af+  jc--^*  4.  af-*-^  +  o--^" ^  jpa+c«-,>^ 

est  un  des  cas  les  plus  simples  de  cette  théorie.  En  passant  le  terme  x^ 
du  second  membre  dans^ le  premier,  et  joutant  aux  deux  le  terme  or'^'^y 
il  vient 

s  —  07-4.  0-*»*  —       :r--^»  +  af-*-^^ 4-  a?-^»» 

=  j:*{o:-     +  af^' -. .+  jc^^— '>}, 

d'où  Ton  tire  ^  —  or*  +  jc«+«*  =  sx^y  et  par  conséquent 

l— X* 

Les  premières  opérations  de  l'Algèbre  suffisent  non-seulement  pour  ce 
cas^  mais  encore  pour  toutes  les  séries  dont  le  terme  général  est  de 
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la  forme 

(a  -f.  jS/ï  4.  >»•  +  etc.)a-^»-'>, 

ainsi  quW  peut  le  Voir  dans  les  Élémens  ifJlghbre  :  passons  donc  ayx 
artifices  tirés  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul  Bité|pràl. 

ii4i«  Considérons,  d'abord  la  sine  , 

4  a=  a:  -|-  aor*  -|-  5x^  +  4^ -f-  /kt»; 

àx 
en  multipliant  tous  les  termes  par  —  ^  on  obtiendra 

—  c=s  dor  4*  2xdx  +-3ar*dr +  njc^^àx  ; 

intégrant  ensuite  ^  il  viendra 

_  2=  -^_^.  ,  oa  aura 

acte dap:->1^4>>g*dbe4wg»^cl.y 

a  ~  ^— *)^  • 

^ù  Ton  déduira 

ii43»  La  série  que  nous  venons  de  traiter  est  cotnprise  dansr  Qeltê 
antre  plus  générale 

+  [a+(/z  — Oi^-tf»^')^. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  étjnation  ^ur  pocrdx^  nous  aurons 

;?^j?'da?=^«/K»*-*-«dr.....-|-  ia-^-Çn — j)b]pjp''^'<^*)^'' Àx , 

série,  qui'  se.  ramènjeraity,  comme  la  précédente  ^  à  une -progression  par 
quolienSy  si  pour  toutes  leavaleuca  de  n^  on  avait 

[a  +  Çn^  i)*]/>  =  a  4-  («  —  i)i3  +  r  H-  i.^ 
cm 
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or^  c'est  ce  qui  aura  lieu  u 

flp  —  is=a«  +  r      et      bp^sifiy 

équations  qui  donnent 

fi  afi — mb-^b 

P  ^If       r=^ 5 , 

d'où  y  par  la  diflférentiation ,  on  conclura  Texpriession  de  $. 
Si  le  terme  général  de  la  série  proposée  est  de  la  forme 

{m  -f.  b){cn  +  «)x-+(»-0^, 

et  qu'on  multiplie  par  pafàx  les  deux  membres  de  Téquation 

$z=:{a  -\-'h){c  -f-  e>r«  ...•,...  -f-  (an  +  b){cn  +  e)^r-^'»-0^, 

on  pourra  déterminer  ^^  et  r  dé  manière'  à  dire  disparaître ,  par  Tinté- 
gration^  un  des  facteurs  du  coefficient  de  chaque  puissance  de  or,  et 
cela  9  en  rendant  ce  fadeur  égal  à  l'exposant  augmenté  de  l'unité*  Oa 
formera  ainsi  Téquation 

..  ,   o        .  A'cn  +  ;>e  =  a  +  (n— i)^4-r-f.i, 

â ou  Ion  tirera 

pc=zfi,        /?e  =  «  — ^  +  r+i, 
€t 

„ fi*        ,^_  fie  +  fic  —  mc  —  c 

'         c  '  c        .    . 

au  moyen  de  ces  valeurs,  on  aura 

J  fsx'dx  =  (a  +  b)jc*'hr+i +  (wt^6)x*M'^i)i^r+t. 

La  série  du  second  membre  étant  de  Ja  même  forme  que  la  précé-^ 
dente,  on  y  substituerai  sa  valeur,  déterminée  d'après  ce  qu'on  a  vu  , 
et  on  aura  ainsi  une  équation  finie  entre  cette  valeur  et  l'intégrale 
fsafdx,  qui  conduira,  par  la  diflërentîation,  à  l'expression  de  s. 

On  obtiendra  immédiatement  une  équation  finie  du  même  genre,  ea 
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muliiplîanl  par  p'jf'àx  les  deux  membres  de  celle  que  nous  venons  de 
trouver,  et  posant 

d'où  l'on  déduira 

r         a^  a  —  -^ 

intégrant  ensuite,  il  viendra 


oc 


deux  différentiations.  successives  feront  disparaître  les  signes  /  da 
premier  membre  ,  et  conduiront  à  une  équation  dont  il  sera  facile  de 
tirer  s. 

11  est  visible  que  le  même  procédé  s'étend  à  toutes  les  séries  dont  le 
terme  général  est  de  la  forme 

{an^  b){cn^  e){fn^g) a:-H»-0^. 

1145.  C'est  en  renversant  ce  procédé,  qu'on  l'applique  aux  séries  dont 
le  terme  général  est  de  la  forme 


Soit  d'abord 


a  +  b ^^     an+b    ' 

on  multipliera  seulement  par  pafy  et  on  aura 
on  différentiera  ensuite,  pour  obtenir 

et  on  détemùaeca  r  et  ^  de  manière  k  rendrie  le  coe/Ucient  du  numé* 
5.  48 
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rateur  égal  au  dénexninateur^  quelle  que  soit  n*  Ou  fera  donc 

an  +  b:=:pA-\'p^n-^p^+pr^      a^s=:p^,      h^szptt-^p^-^rpry 

d'où  il  réwhera 

P—i>     ^— a > 

«t 

on  conclura  de  1^^  par  le  secours  dé  riatégratiou^^ 


a 


a 


L'intégrale  iii£q]uée  dïins  cette  formule  doit  s*évauouir  lorsque  jrrssoi 
Pour  avoir  la  limite  de  la  série  proposée  ^  il  £uit  prendre^  au  lieord^ 
k  somme  de  la  progression  par  qjaotiens- 


m 


y 


sa  limite,  et  il  Tiendra^ 


o  —  ^  ^ — ï~^  r-^c^ ^  do? 

Si  l'on  fart  â?:=:i'^  dans  là  série  proposée  ^  et  qia'on  supposr  en  même' 
liemps  et^zsifizsz  r^  elle  deviendra  seulement 

On  ne  pourra  pas  établir  Tb-ypothèse  de  or  =3i ,  dans  les  expressions 
différentielles  f  mais  on' fera  a=s)8=.i  ^  dans  Texpressioa  intégrale,  qui 

se  changera  en  '-^^J^djc(j~^y  et  qvi'i^^ 

jusqu'à  jr=n,  pour  obtenir  la  somme  de  la  série  particulière  que  nous 
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tronsidérons  maintenant.  Voilà  une  nouvelle  expression  de  la  transcen-^ 
dante  indiquée  dans  les  n^*  980  et  1000.  Sa  limite  se  trouverait  en  faisant 

•      A   ii=±rlêr jc — = — d:c 
As=:x  ei  jSssx^dans  lexpression  -a:      «       /  -l-^r — j—,  qui  répond  à 

la  supposition  de  n  Infinie,  et  d'où  il  résulterait  -^  f~~^  llntégrale  de- 

vant  être  prise  depuis  x=:o  jusquli  â?=  i« 
Passons  à  la  série  dont  le  terme  général r-vw — : — n  renferme  deux 

(acteurs  à  sou  dénominateur,  et  où,  pour  aWéger,  nous  avons  mis x" 
au  Heu  de  x^-H'»— 0^,  ce  qui  ne  diminue  pas  la  géaéralité  de  l'expression. 
On  aura,  relativement  à  cette  série,  Téquatloa 

d'où  l'on  déduira 

cLc     ~  (a+i)(c+«) "^  (a»+*)(c/i+c)' 

On  peut  toujours  déterminer  les  nombres  ^  et  r  de  manière  à  faire 
disparaître  l'un  des  facteurs  du  dénominateur,  eu  posant*  «  •  •  • • 

pn^pr^szan^hj    d'où  il  suit    p^=ia,    /*=-,    et 

dx      ""■  c  +  c*  *  *  *  "  "^  c»+^  * 

Maintenant,  si  l'on  Élisait  î-^^=^',  on  aurait  une  série  qui  se- 
rait dans  le  cas  de  celle  que  nous  avons  traitée  plus  haut;  mais  on 
arrive  immédiatement  au  résultat,  eu  la  multipliant  par  p'af",  ce  qui 
conduit  k 

dx         **"    c+e   ••••••"»"        cn  +  e        ' 

flp'dCx>^d(3;^j) ]    _  ^ U "^    A^  ^ ^. 

dr*  *"*  c+e 
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posant  ensuite 

p2  4.  p^n  +;^V— ;^'  =  ^/i  +  e.f 

il  vient 

et  Ton  a  pour  dernière  transformée 


h^e        b 


E:i  intégrant  deux  fois  de  suîle,  puis  tirant  la  valeur  de  ^,  on  trouve 

et  en  réduisant  la  double  intégrale  à  des  intégrales  simples  (484)» 
il  vient 

s  = j . 

Il  faut  observer  que  celte  dernière   expression    se  réduit  k  |   quand 
bczzzae,  parce  que  la  précédente  étant  alors 

acx^ 
doit  se  ramener  immédiatement  à 

S  ^.  Y".  * 

et  que  dans,  le  cas  où  bc=iae^  le  produit  (a/i-4-&)(cn+^)  devient 
-  (a;i  +  *)%  en  y  mettant  pour  e  sa  valeur. 

11  est  aisé  de  voir  que  si  l'on  voulait  obtenir  la  limite  de  la  série 
proposée^  il  faudrait  mettre  sous  les  signes  d'intégration ,  j^^  au  liea 
de 


1— a? 
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La  méthode  est  .ge'nérale,  el  s'étend  à  toutes  les  séries  dont  le  dé- 
nominateur peut  se  décomposer  en  facteurs  rationnels  et  du  premier 
degré  par  rapport  à  n.  En  suivantia  marche  tracée  dans  les  deux  exemples 
précédens^  on  trouvera  que  la  série,  dont  le  terme  général  est 

g» 

a  pour  somme 

s  =  -^/^"""'d^/x~7"'da:/^^ 
acfT? 

et  réduisant  à  des  intégrales  simples,  on  obtiendra 

{bf—ag){ef^cg)   *^    ibc—œy(cg—ef) 

**"  {ae—bc)(^ag—bf)    * 

forme  qui  présente  une  loi  très-simple,  d'après  laquelle  ou  peut  conti- 
nuer ces  expressions   aussi  loin  qii^on  toudra> 
Lorsque  le  terme  général  sera  ' 

on  aura 

ïi44-  Ces  expressions  donnent  f ,  quand  les  facteurs  du  dénomina- 
teur du  terme  général*  sont  égau^x  ;  il  est  plus  simple  de  chercher  îmmé-- 
diatement,  en  supposant  dans  les  calculs  indiqués  ci-dessus, 

a=:c=/=elc.,        A  =  e=rg^  =  elc.> 


Digitized  by 


Google 


38a     CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 

les  expressions  qui  conviennent  à  ce  cas  ^  que  d'entreprendre  de  les 

déduire  des  précédentes.  Lorsque  le  terme  général  est  p — ^TT^  >   ^^ 
trouve 

h  .     b  h 

B    _^_...... j j 

,  l.aa^x* 

jbrsque  ce  même  terme  est  7 — nri,  îl  vient 

r^        '        ((l*)r^^^;^)-5(lx)./Jd*(Ix)(i^ 

'  •»•  ^**'  (h-  5ix/Jd<U)'(i=D-/Jd4lx)»(iz|)) 

et  pour  Texpression  .  ^     k^  ,  on  a  en  général 

f(lx)--/Jda(l^--î==i(lr)-vJd.<b:)(l^) 

Ces  yalenrs  se  simplifient  beaucoup  lorsqu'on  y  fait  x'=:i,  ce  qui 
donne  Ixa^o^  eu  dehors  des  intégrales  seulement;  on  obtient  alors 

i.a.3.  ...(m— ija"    ^ 
pour  la  somme  de  la  série  dont  le  terme  général  est  ? — ^jnrs  9     Tinté* 

grale  étant  prise  depuis  j;  =  o  jusqu'à  xssi,  le  signe  +  ayant  lieu 
si  m  est  impaire ^  et  le  signe  *—  si  iti  est  paire^  On  comprend  le  double 

signe  =b  dans  la  formule^  en  écrivant  1  -  au  lieu  de  Ixp  puisque. .  »• 
li.  =  *-^lx,  et  on  a 
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1.9.3. .  ..(m — i)a" 
Enfin  on  obtient  les  limites  des  séries  pressées  ^  en  mettant  seulement 
— —  an  lieu  de    ~^  ;  et  lorsqu'on  fait  a3=  i,  &=:o.  ces   séries  de- 
Tiennent  celles  du  n*  ioo5»    i 

11 45*  La  combinaison  des  méthodes  indiquées  dans  les  trois  numéros 
précédens^  conduit  à  la  sommation  des  séries  dont  le  terme  général  est 

—^  ,  les  lettres  jÉ  ei  B  désignant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 

de  n,  décomposées  en  facteurs  du  premier  degré*  On  fait  disparaître 
successivement  les  fecteurs  da  numérateur  par  des  intégrations  répétées, 
et  ceux  du  dénominateur  par  des  dtfiërentîationd.  L/exemple  suivant  suf-*^ 
fira  pour  mettre  sur  la  voie  des  applications. 

Mit.  t  û 
Soit  — ^^  ^  le  terme  général  de  la  série  proposée  f  on  multipliera» 

par  px^  les  deux  membres  de  l'équation 

et  passait  ensuite  aux  différentielles,  celle  du  terme  généraT  serar 

an  +  b  ' 

OQ  fera  donc  pn=s:an^  prtszb^ee  qiii  donnera  cette  éqjaation^  « 

'  B  è  b        _ 

dont  le  second  membre  ne  renferme  pins  de  dénominateur.  De  nouvelles- 
opératidns,  semblables  à  la  précédente ,  feraient  disparaître  les  fkcteurs» 
qui  resteraient 9  si  le  dénominateur  en  contenait  plus  d'un. 

En  multipliant  la  même  équation  par  ;7^djr,  et  prenant  ensuite  rinté-*- 
grale  de  chaque  terme,  celle  da  terme  général  sera 

b-\-ar+  an        ^ 
le  &cteur  «t/i-f-j8  du  numérateur  disparaîtra  si  Ton  fait 
aupn  :=s  an  ^         apfi  s=  &  -4"  <^  r 
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d'où  il  suit 

—.1  — f_* 

^_}>  h  ^  fi  fi 

Ifx^    2a(a:=0  =;a^'^'H-a:i'*"' +a^     , 

et  par  conséquent 

on  tire  d^  1^ 

1 146.  Dans  les  séries  que  nous  avons  considérées  ci-dessns^  le  nombre 
fies  facteurs  y  soit  du  numérateur,  soit  du  dénominateur^  était  le  même 
pour  chaque  terme;  mais  il  y  a  une  classe  de  séries  qu'Euler  désigne  sou$ 
le  nom  à'hjrpergéçmétriijiues ,  dan^  laquelle  ce  non^re  augmente  d'ua 
terme  à  l'autre  :  la  série 

ST5      "**  (a+6)(aa+l!)         ••'••••*-  (a+A) ,..(an+i)^\ 

est  de  cette  classe.  On  va  voir  que  leur  sommation  se  ramène  à  rinté*- 
gration  d'une  équation  différentielle. 

Le  cas  le  plus  simple  est  celui  dans  lequel  \e  terme  général  est  à» 
la  forme 

(*^  ^)(a*4-/3) (A7Z  +  /3)a:"} 

par  la  méthode  du  n""  ii4^j  on  fait  disparaître  le  dernier  Êicteur  ctn+'fi^ 
et  on  ramène  la  série  proposée  à  ce  qu^elle  ferait  si  l'on  en  retranchait 
le  dernier  terme.  On  obtient^  de  cette  manière , 

posant /?(a/i  +  /3)=:»  +  r+i ,  il  vient  p^T=^^p  r=-— i,  ejt 

fi  It  $  fi 

i  pari" 'da:  ===  a:^"*" '4^  (£^+./3)a:i'*'^..^- (a4-/3)^^ 

d'où  l'on  conclut 

/ifl_Jf_j^(^^^)^ +  (*-f/3) {«(«^O  +  i^J^-r., 
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^l  famnt ,  pour  abréger ,  (a  +•  jS)  •  • . . . .  {an  +  /3)  =:  u^,  on  a 

/^j::*      do:  =:;  fltx»      ^i  ^  ^  -^  ^or"). 

Lorsqu'on  délivre  celle  équalion  du  signe  fy.  en  la  différenllant^  elle 
conduit  à 

é<{uation  du  premier  degré  et  du  premier  ordre  ^  dont  Tiotégr^ile  don*» 
nera  l'expression  de  s. 

Il  peut  arriver  que  chaque  terme  de  la  série  proposée  contienne 
deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  facteurs  de  plus  que  celui  qui  le 
précède;  il  faut  alors  un  nombre  d'opérations  successives  égal  à  celui  qui 
marque  l'accroissement  du  nombre  des  facteurs  d  un  terme  à  l'autre.  Si 
Ton  avait,  par  exemple , 

*  =  (a  4-  ]8>  4-  (a  4-  /3)(2a  +  iS)(5flt  +  /3)a:»  +  etc. , 

une  première  opération,  semblable  à  celle  qu'on  vient  d'effectuer  ci^dessus, 
changerait  l'expression 

(*  +  /3)(aa  +  /3) W2/z^i)  +  /?]x% 

terme  général  de  cette  série ,  en 

(«+^X2* + /S) . .  ;. . .  [<27.  ^  2) + /sy  "^  ■^, 

el  n«e  seconde  opération,  effectuée  de  manière  à  faire  disparaître  le  Êic^ 
leur  [«(2/*— 3)+/3],  réduira  le  résultat  ci-dessus  à 

(*  +  /S)(2a  +  /S) [<2«-5)  +  i8>""^-"^^       . 

expression  correspondante  au  terme  qui  précède  celui  qu'on  a  pris  pour 
le  dernier  dans  la  série  primitive. 

C'est  encore  par  le  même  procédé  qu'on  traiterait  les  séries  dont 
le  terme  général  est  de  I9  forme 

par  une  première  opération  on  ferait  disparaître  le  facteur  et/z-^^^ 
et  par  une  seconde^  le  facteur  yn  -f-  cT  :  en  suivant  la  même  marche, 
on  3'éle;i^erait  facilement  aux  séries  dont  les  termes  généraux  renferme^ 
raient  trois  ou  un  plus  grand  nombre  de  progressions  de  facteurs. 

3.  -49 
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1 147.  Lorsque  i«s  facteurs  sont  au  dénominateur  ,v  que  l'oa  a  >  par 
exemple  y 


a* 


(•  +  i8)(a.+^) (-«+  ^)  ^ 

•n  emploie  la  dlfierentiation;  il  vient 

—Si -^T^ "*'(-+i8> («•  +  /«)'' 

H 
~1  '  ^-^is ^ («+i9)  ....  D»('«— o+«  ** 

ar*dr 
En.  de'veloppant  l'équation  différentielle 

•n  trouveffft 

équation  qui  s'intègre  en  la  multipliant  par  e   '^x^y  et  donne* 

Deux  opérations  Bemblafiles  a  là  précédente^  efiectâée»  aoMesstre^ 
ment  sur  la  série  dont  le  terme  général  est 


(#+/8) W««-0+fl'^ 

en  dans- laqaeUe  le  dénominatetir  d*iin  terme  quelconque  renferme  dèax 
facteurs  de  plus  que  le  dénominateur  de  celui  qui  le  précède  ^  la  ra« 
mèneront  à  ce  qu^elle  serait  31  Ton  en  retranchait  son  demierterme.il 
en  sera  de  même  d-une  série  dont  le  terme  général  aura  un  dénomiûd*^ 
teur  composé  de  deux  progressions  de  facteurs^  et  en  général  rien  n'est 
plus  aisé  que  de  pousser  Tapplicalion  de  la  méthode  aussi  loin  qu'elle 
peut  aller.  / 

Lorsque  les  facteurs  du  dénominateur  sont  élevés  cliaieun  à  tine  mèieiM 
puissance  y  le  calcul  mène  à  des  expressions  plus  simples.  Quand  le  tenoM 
général  est 


(*  +  /»)*  .  .  .  •  {^n  +  fi^y' 
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OR  trouva 

ë 

pour  le  terme  géoëral 

on  obbent 

f 

et  ainsi  de  suite. 

1 148.  Passons  maintenant  à  la  série  dont  le  terme  général  est 

ja  +  b) (an  +  b) 

(*  +  /8) (-in+^)^- 

*  introduction  du  facteur /^i/dr  et  Fintégralion  donnent   d*abord 
posant  apn  -^pb  =r  4-^^+  i>  îï  vient  ^  =  -^  ras    ~    ^  et 


^ 5  h 

fx  *  sàx_s?^                      I    Cg+fc)>'->CgC»  — 0+&>^ 
a         "-H-Zî "*"  C-  +  /9) («»+/8)  ' 

tnaltipliant  ce  résultat  par  paf^  puis  prenant  sa  différentielle,  en  faisant 
ïp— I—  tf/7;i+^35prc=sûcw  +  flj8,  on  trouve  p=i»,  /•= — i — , 

ë^t  tu  *     •      . 

*d(x*     Va:  -»  \$dx)  (a  +  i^)  »  >  -  -  (q»+&)  „/ 

cuc*dr 

Cel  exemple  montre  assez  comment  il   faut  opérer  sur  les  autres  cas 
compris  dans  la  classé  de  séries  dont  il  £aiit  partie. 

1149.  Depuis  le  n*  ii45,  nous  n'avons  donné  <lue  les  sommes  des 
«cries  proposées^  mais  il  est  visible  qu'en  Supprimant  dans  leurs  expres- 
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sionsie  dernier  terme  de  la  série,  on  aura  sa  limite  :  on  trouvera  ainsi j;- 
pour  la  seconde  série  du  n^  1146^ 

?-. 

Csf-      sàx 

'—^ 1=5^ 

et  faisant  disparaître  le  signe  d^intégration^,  on  olitîendra  une  équation- 
difTérentielle  du  premier  ordre  et  du  premier  degré,  dont  l'intégrale 
donnera  l'expression  de  s.  Si  l'on  y  change  jc  en  —  x,  et  qu'on  prenne 
le  résultat  total  avec  un  signe  contraire  à  celui-  dont  il  est  affecté^  on* 
aura  la  limAe  de  la  série 

(a  +  j8)jr  —  (ûfc  +  /3)(2A4-i8)aî»*  +  etc; 
Quand  /3==-o  et  a=  i,  la  série  précédente  devient^ 
^=  i.or— '  1 .2.0:* -f^  1.2.3.^^  —  elc.>, 
€t  l'on  a  Féquation 

qui  donne  j  par  la  différelatialion  ^^ 

—  —  d;r  =  —  xdiS  —  .$d*c,     ou    di  +  5^  y!/  dxï=3  —  ;; 
eette  dernière  équation  a  pour  intégrale 


r  =3  -  /e    '  dr  (562); 

Nous  pouvons  aussi  déduire  des  formules  oi-dêssus  réxpfession  de^ 
la  limite  de  la  série 

^'  ss:  X  —  1.^+  1:2.0:'—  1 .2,5.x^-f-élc:; 

ear,  en  la  comparant  à.  la  précédente,  Oit   trouve  que   ^'so^-^^o^^ 
d'où  il  suit  d^'sdr— '^do;-^  a*d^^  et  l'équation 

—  — '  do:  i=  — *  jcd^ -^  ^do:»  •; 

a;       .  •  •  ' 


changée  par  ce  moy^n  en' 
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a  pour  intégrale 


■'='7 


e    ^dx 


l^Qs  ferons  remarquer    qu'on  arrive  immédiatement  k  ce  dernier 
yésoltat^  eQ*  combinant  ensemble  les  équations 

y  =  a:  -^  i.jc»  -f-  i,2.a:^  •*-  i/^,3\jc^  +  etc., 

g-  =c  r  —  1.3a: -f-  i.:i.5a:*— '  i.2.S.4jc^+  etc.^ 

dont  la  seccmde  revient  à  ^^  =  ^~J  .■ 

do?  »* 


}r5o.  Si  Ton  faif  jr=:i  après  Tin tégra lion,  l'expression  s^z^seC 


.  1 

e    fix 

y 


X 

qui  répond  à  cette  hypothèse^  est  propre  à  faire  connaître  la  limite  de 
la  série  divergente 

r-—  I  -I-  i\r:î—  i.a.54-  1.2.3.4  — etc.  y* 

comprenant  celle  dont  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n*"  1124:' 
on'  aura 

I—*  I  -f-3  — 6-I-24---  130+  etc.  =  ej^ ^.' 

r^ous  avons  déjà  considéré  Tinlégrale   ( ^,    dans    le  n*  478 >' 

mais  ici  nous  ne  prendrons  de  la  formule  du  n*  47^>  ^f^^  ^^^  termêâ^' 
multipliés  par  la  première  puissance  de  «,  et  nous  aurons 

.    r,.-:r-=«  (i  r  +  r. +i".. +  r...  +  ir,}-,- 

y,^  y^  ,  etc.,  désignant  le»  valeurs  successives  de  la  fonction  ,- 

comprises*  entre  les  deux  limites  jc=ai3'  et  x^=:b  de  l'intégrale^  et  n^ 
leur  nombre. 

Eu  faisant  ii=:}0,-  il  vient  c('= -—,  à  cause  qne  les  valeurs  extrême^ 

de  X  sont  o  et  i;  et  l'on  a  pour  la  suite  des  valeurs  de  x. 


o 


^,10'     10*    JO*     10^     10^     10^    10*    10^     10^ 
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pour  celles  de  K', 

V 

lO         10  lO  10  lO  lO  lO  lO  lO  lO 

e'      ae*      Se^     4e*      Se^      ç^s      ^e^      ge^      ge»      *^ 

d'où  Ton  eoncïut 

■T»  —  ^»=-îH — ï"f — iH — 6-i — r 

e'         a»»   •      3e»        ^e*        5eî 
6e«       7c'         8e»       >  ge»  ° 


t 


pour  la  première  Yaileur  approchée  de  Tiotégrale  <?  / . 

Euler^  en  mettant  pour  le  nombre    e  sa  valeur  2,ji82SiS3S,  a 
i^r^uvë 

•i-  Bs  0^00012340^   -—  =  0,08556950^ 

-^  =  0^00915782  ^    -^  ==  0,09506270;  • 

-^  =5  o^o5252524 ,    ^  =  0,09755002  , 

3e*  Se' 

-ij  ss  0,05578255  ,    -ir  =  0,09942656  , 
4e*  ge^ 

— r  =  0,07557587  *     —  =  O,o50OO00O  , 

5e* 

«lomfbres  dont  la  somme  est  0,59657 164.  U  est  visible  qu'il  suffit  de 
Tetnanclier  ce  résultat  de  l'unité,  pour  obtenir  la  limite  de  la  série 

1  —  1. 2  4- 1-3. 5— •1.2.5.4  +etc.; 

Ton  aura  par  ce  moyen  le  nombre  o,4<>^^33^6  <l^^   s  accorde,  dans  les 

quatre  premières  décimales, avec  celui  du  n""  1124.  On  porterait  Texac- 

iilude   beaucoup  plus  loin  encore,    en  calculant  plus  de  termes  de   la 

formule  du  n^^jSy  et  surtout  en  dimiaoaat«(  pour  augmenter  le  nombre 

4es  vale\irs  intermédiaires  de  Y^ 

I  ■  *  • 

L'expr^on  lel -—  se  transforme  en  l--;^:^-  »  ï^^^q*^'^"^  ^**  •  ^ 

I 
ç     '  =  i',  ou  or  ^  TtlTy'  ^^  Iwtes  de  ^  ét^nt  0  et  i  ^  celle?  de  y 
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ddiVtenf  étire  atrssi  o  et  i^  et  si  Ton  intègre  par  parties  la  formule  .. 

rz~r^^9  ^°  opérant  sur  le  faicteur  di^-^  il  viendra 

1—  1 1/  ~  i  —  11'       (i  — 1 1'/  "^  Cl  ^^^TÔ^  ""  ô—  1  ^)*  "*"        ^ 
â^où  il  résulte  la  sene 

1—  1  +  1.2—  i.2.S-f*  i.a.5.4— "  etc.  } 

fpmnd  on  prend  ^sesi.  Oh  obtiendra  donc  encore  la  valeur  alpproehée 
de  la  limite  de  celle  série,  en  calculant  ccU^  d«  TiHlégrale  /■  jj;  ■  par 
k  méthode  du  n**  475  (*). 

«''■■«■'        ■  "  ' >    I  I \        '  ,1 

(*)  On  ramènerait  à  une  fraction  continue  Texpression  de  j ,  en  appliquant  à  Té-»' 

quation  différentielle  ds'  -( ^  =  —  la  méthode  du  n^  668  ;  mais  il  est  bon  d-ob*' 

lerrèr  que  Yon  peut  aussi  déduire  immédiatement  de  la  série  ' 

X  —  IX*  4-  i.fl.aB^—  i.a.3.x*+  *.a.3.4.a:*-—  etc., 
une  fraction  de  cette  espèce.  En  représentant  la  séiie  proposée  par  ^  ,  Euler  fait* 

X  —  Qx^  +  Cyj^  —*  a^r^  4-,îQôj^  —  yaoj'  +  Boifoic^  -—  etc.        _^       a?       . 

1  —  X  +ax*  —  b*x^  -4-  '-^4^^^  —  '  20j::^+7aox®—  5o4ox'  +  etc.  1  +  ^*' 

^^  a?  —  4^'  +  ^^•'^  ""  .9^-^*  "t*  6oojc^  —  43aar^  +  etc.  _^      x 

1  —  ax  4-  6x*  — -  a4x^  +  laox^-—  7aox*  ■+*  etc.    'S ""  i+D* 

axr  —  lax*  -f  7^t^  —  4^ox^  +  56oor*  -»-  etc.  ax 

,  _4x4-  i8x*  — 9b*x»  -f*tioox*  — etc.'     "* —  y^£> 

ST  — i8x*  +  144^'  -*-  1  floor^  -h  etc.  Qx 

?x  —  3Sx»  4-  3Rox^  —  etc.  3x 

^  —5  -  -  - —       ■    I  , , , •  =  ,  » 

1  — 9x4T7ai* — Goox-^  +  etc.    '  i  +  G 

5x  —  48x«  -f-  etc.  _     Sy 

I—  1 2x  +  1  aox"  —  etc.  »  1  -f^  £1- 

-. 4r— .etc.  ♦.  _      4^      . 

~  1 — iSx  -fetcT         >-...••>.•......,...* ^.... ^  ^p 

lit  loi  dé  ces  expreasions  fait'f oir  que  l'on  aolrait 


r  ~  -J£—       K  —      ^^  r  —  _  ^^       ctc 
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ii5i.  Passons  a  la  première  des  séries  coasidérées  dans  Je  u*  ïi47f 
et  dont  la  sojmme  est 

^XL  y  sapprimant  le  dernier  terme  -7^  nous  aurons  poor  lalioûte 

et  y  ' 

iinlégrale  /e    ^x*àx  étant  développée  pw  parties,  en  opérant  sor  «W 

X 

premier  facteur  .^   *,  produit  la  série 

£ette  série  ^'arrêtera  quand  jS  sera  un  multiple  de  a;  dans  ce  cas^  le 

X 

idernier  terme  sera  -^çte   *  { /S  {^—ct) ....«},  quan  li té  qui  ^  prise  avec  l» 

■  —  '         ■  '      « "^p 

•^t  par  ce  moyen  on  aurait 


i+-^ 


i+^ 


.   5x 


3x 


a+^ 


.  +  ^ 


.1+- 


.  +  ^ 


1  4-etc*J 
«cette  firaction  continue  donne  successivement,  lorsqu'on  7  fait  x=:i^ 

oi£&4      S      âo44     1^4     ^^ 
ï*  T''a'    V   7»    I3'  34*  ^'   fl09V53I' 

•Siraleurs  qui  sont  alternativement  plus  petites  et  plus  grandes  que  celles  de  s. 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  par  ^ies  procédés  analogues  au  précédent,  convertir 
fn  fractipn  continue  toute  série, dont  les  termes  sont  alternativemeat  positif  etnégat^^ 
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signe  +j  doDQcra  la  constante  qu'il  &udra  joindre  à  Tintégrale  pour 
qu'elle  s^évanoaisse  par  la  supposition  de  x=o  :  nous  conclurons  de 
là  que  la  limite  de  là  série  proposée  sera  alors 


s^fi{^^a) m^x    i_{x4-£4-^^^^H-elc^ 


o 


Si  Ton  fait  /S  =  o,  il  viendra  en  vertu  de  ce  que  [o]  =  i  (98a) ,  seulement 

X 

«  t=:  e«—  x^  résultat  qui  est  en  effet  la  somme  de  la  série 

dans  laquelle  l'hypothèse  établie  change  la  série  proposée.  Lorsque 
j3=A  et  /3s=2âe,  on  trouve  successivement 

n  est  facile  de  pratiquer  sur  les  autres  classes  de  séries^  ce  que  nous 
venons  de  faire  sur  les  précédentes. 

ii5â.  Nous  allons  parvenir  dans  cet  article  à  une  formule  fort  élé-* 
gante,  que  M.  Parseval  à  donnée  dans  un  Mémoire  sur  l'intégration  des 
équations  différentielles  partielles^  et  au  moyen  de  laquelle  il  obtient  la 
limite  de  la  série 

AA'  +  BB'  +  ce  +  Diy  ^  etc., 

toutes  les  fois  que  celles  des  séries 

A  J^  Bx  +  Caf  4-  Dx^  +  etc., 

^+^l+Cij  +  /?'i3+etc., 

sont  connues.  Soient  X  et  X'  ces  limites  ;  il  eét  visible  que  le  produit 
des  deux  séries  ci-dessus  renfermera  trois  espèces  de  termes  :  i*".  des 
termes  délivrés  deo:  ^  qui  s^obtieunent  en  multipliant  entr'eux  les  termes 
correspondans  de  chaque  série;  2*".  des  termes  contenant  des  puissances 
positives  de  x  ;  3*.  des  termes  contenant  des  puissances  négatives  ;  ce 
produit  sera  donc  de  la  forme 

AA'  ^  BB'  J^  ce  ^  DD\...^{aar}  +  {^^^XX', 
S.  5o 
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en  désignant  par{aa:f'}.  totrs  les  termes  affectés  des  puissances  positÎTef 

de  x^  et  par  {/3-^}>  ^^^^  ^^^^  ^I^^  ^^^  contiennent  que  de  nëgatiyesir 
Cela  pose,  si  dans  cette  équation  Ton  fait  successivement    * 

X  =  cost^  ^-V— I  siii«  y        X  =  «cosu  —  V~^^oii, 
on  obtiendra  deux  résultats  de  la  forme 

JJ^+BB'+CC+I>D' . . .+«  cosmu  +  V^^  ûnmu  )}1  _  ^ 

4-^j8(cos — nuir^'S/^^  isin — mu))) 

JA'^EB^^CC^DD\ .  .+{<x{  cosmu  -.y^=T  sinwa  )})  _  ^, 

+{ iS(cos — mu-^  V-^  I  sin — mu)  }  ) 

U  et  W  désignant  jce  que  devient  XX'  par  ces  subatitutioas  ;  mais 
comme 

cos — mu7=zcosmu^         sin-— /m^s —  sinmu, 

on  déduira  de  ce  qui  précède,  cette  nouvelle  équation  ^ 

a{JÀ'+BB'+Ca+DD\  .  .)  +  2{acosmu}  +  2{ficosmu}  =  U+  XT^ 

ou  il  s-agit  de  faire  disparaître  les  termes  aflftctés  de  cosmu.  Or,  c'est 
ce  qui  s'effectue  en  multipliant  chaque  terme  de  l'équation  par  Au^  tft 
prenant  son  intégrale  depuis  tt=p  jusqu'à  ws^tf^  ou  la  demi-circoq- 

férence,  puisque  rexpression/dtteosmiiss-isinmK  est  miUe  eooitre  cm 
deux  limites:  on  aura  ainsi 

27r(Jji'^BB^+Ca^Diy )  =/lU+  lP)du, 

d'où  l'on  conclura 

Aj'+BB'^ca+Diy =i/r'7+«0d«> 

l'intégrale  f(U^  tJ^)dU  étant  prise  depuis  ii  =  o  jusqu'à  ii  =  ?r  (*). 

(^)  On  trouve  dans  les  Mimoires  de  1* Académie  des  Sciences,  année  178a,  p.  66, 
uu  artifice  d'analyse  qui  paraît  avoir  de  l'analogie  arrecAehii-jci^  et  A  ostta  oceasioB 
M.  Laplace  m'a  fait  voir  que  la  série 

«étant  la  partie iadépendonterde  a)dans.k  développement  du  produit  (1  -4-  o)"  ^  1  -f.  iV^ 
avait  pour  somme  le  coefficient  du  terme  moyen  du  binôme  (1  -f  i)*»  ^  puijique 

(1  +  <<)'^i  "^"  î)  ~  i?  ^'*  +  ^*%-«t  q««l«  ternJa  du  milieu  dé  cette i^omiili  est 
indépendant  de  a. 
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Cette  formule  nous  servira  dans  la  suite  à  intégrer  quelqnea  «quor 
tlons  difierentielles  partielles;  à  la  vérité^  elle  a  Finconvénient  d'in- 
troduire,  dans  le  calcul,  des  imaginaires  qui  doivent  se  détruire,  et 
exige  par  conséquent  Femploi  de  quelques  artifices  semblables  à  ceux 
dont  nous  avons  fait  usage  dans  llntégraiion  des  équations  différentielles 
du  premier  degré. 

ii53.  Nous  rapprocherons  de  ce  résultat  une  formule  analogue,  mais 
moins  générale,  donnée  par  EuJer. 
Si.  l'on  a 

^  +  ^jp^,Ç^*^Z?x^.4-ie^  

et  que  la  suite  des  quantités 

A",    E\    a,    D\    E\    etc., 

conduise  à  des  différencesF  constantes,  dans  un  ordre  quelconque,  la 
limite  de  la  sérié 

AA'^  ÈJ^x  +  Crax^  +  DD'x^  +  EE'x^  +  etc. 
iera 

expression  qui  se  terminera,  lorsque  Fou  aura  A"^':sq.  On  y  parvient 
en  formant  les  équations 

êiA  4-  aBx  +  aCx^  +  aDa^  4-  aEx^  +  etc/=  ctX, 
fiBx  +aj8Cr*  +5i3Dx»  +4iÔjEa^  +  etc.  =  Ç  ^, 

yCx^+Sj^Dx^  +GyEx*  +  etc.  =  7^^, 

J^Z?x3+4J^^x*  +  etc.===;i^g, 

é£x*4.elc.  =  -î^g,    • 
'  i.a.3.4  djc*' 

etc.  y 

dans  TesqueHes  «^  /3,  }/,  «T»  €,  etc.,  désignent  des  coefficiens  indéter- 
minés;   et  eales  ajoutant  entr'elles  pour  comparer  leur  somme  a 

AA'  +  BB^x  +  Cax*  +  DD'x^  +  EE'x^  +  etc. , 
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oo  tire  de  là 

A'  =  a,  ^      ra  =^  J\ 

etc.  j      (etc.,. 

d'où  il  résolle  la  formule  posée  ci-dessus.  Nous  ferons  remarquer  que 
si  Xy  au  ]ieu  de  représenter  la  limite  de  la  première  série  y  n'est  que 
la  somme  d^un  nombre  donné  de  ses  termes,  on  aura  alors  la  somime 
d'une  portion  correspondante  de  la  série  proposée.  . 

1 154.  Les  intégrales  définies  fournissent  aussi  le  moyen  de  représenter 
ce  qui  reste  de  la  série 

,    duA    ,     d*u   fc*     ,    d»tt     A»       ,      , 

"+dîi-*'d^r:i  +  dpro  +  ^*^-^ 

lorsqu'on  s'arrête  à  un  terme  quelconque ,  et  donnent  ainsi  la  valeur 
exacte  de  ce  reste,  dont  les  limites  ont  été  déterminées  dans  les  n^  169 
et  suivans.  Voici  comment  d'Alembert  y  est  parvenu,  en  démontrant 
le  théorème  de  Taylor  {Recherches  sur  différens  points  importons  du 
Système  du  Monde  j  1. 1 ,  p.  5o)  (*). 

Soit  u'  ce  que  devient  la  fonction  u,  lorsqu'on  y  change  xenx-f-A; 
en  posant 

et  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  A ,  qui  n'entre  pas  dans  u^ 

il  vient 

du'       AP        j,  .      n        r^u'  j, 

u^;^u+  j-^  àh. 


Soit 


dJ  — da?^^' 


{*)  Il  est  assez  singulier  que  dans  l'endroit  cité^  d*Atexnbert  donne  le  théorème  de 
Taylor  comme  s'il  était  nouveau ,  et  sans  en  indiquer  Fauteur.  C'est  sans  doute  à  caaae 
de  cela  que  Condorcet  a  désigné  plusieurs  fois  cette  formule  sous  le  nom  de  tfaéo— 
rème  de  d'Alembert.  (  ^oy6;s  dans  Tancienne  £nryc/op^cfie^  le  supplément  à  Tarticla 
«ÉEIE.) 
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«n  différenliant  de  nouveau  par  rapport  k  h,  on  a 

Faisant  encore 


TDfï  —  A«*  "*•  ^  > 


on  troave 


dÂ5  =  dA'   dou   /ï=y^dA,    ^  =  _..4.y^3d*, 
"="+di7  +  dï^r:ï+yy/d?r3^*'- 

En  continuant  ainsi,  on  arriverait  à 

les  intégrales  étant  prises  de  manière  à  s'éTanonir  lorsque  A  =  o. 

it55.  D'Alembert  n'ayant  pour  but  que  de  démontrer  le  théorème 
de  Tf^or^  s'est  arrêté  ici;  mais  il  est  bien  facile  de  passer  ensuite  au 
tbéorème  que  Lagrange  a  donné  dans  sa  Théorie  des  Fonctions  ana^ 
Ijtiçues  (a*édit.,  n*  35). 

Soit^  pour  abréger  ^  =  J7;  on  aura 

pirdh'  = 

j^^-i;— {^^^  etc.}(484), 

et  il   est  Êicile  ^e  TOÎr  qu'on  pourra  substituer  à  la  série  ci-dessus  l'ex- 
pression 


i.a. 


prise  depuis  A =09  pourvu  qu'après  Fintégration  on  change  t  en  h;  car 
si  on  développe  cette  expression  ^  qu'on  passe  hors  du  signe  /les  puis-* 
sauces  de  t  qui  mu|tiplient  les  différens  termes,  et  qu'on  âisse  ensuite 
tz=:h,  on  retombera  sur  la  série  précédenter 
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U  suit  de  là  que 

u  — «H-.^^  -h  ^jui.a -T-dx*-'  i.a...(n— I) 

+- V — ^^îë'C'-*)-•d^, 

pourvu  qu'on  prenne  l'intégrale  de  manière  qu'elle  s'éyaaoméae  lorsque 
h=zo,  et  qu'on  change  ensuite  t  en  h. 

On  peut,  dans  cette  formule,  remplacer  ^  par  g^  (io5);  etsiTon 

fait,  sous  le  signe  intégral,   t — h=:zt  ou  A  =  ^(i--z),  on  aura 


dA 


=  -  tdz  ,     /g'  (t  ~  A)-«dA  =  -/^'  ^V-d.. 


Les  limites  de  l'intégrale  seront  alors  2  =  1,  2=0;  on  la  rendra  po- 
sitive ,  en  renversant  l'ordre  de  ses  limites  y  c'est-a*-dire  en  Ta  prenant 
depuis  z=o  jusqu'à  z=i;  enfin  sortant  /*  du  signe/,  et  écrivant,  h 
au  lieu  de  ty  on  obtiendra  pour  résultat  final  ^ 

'   dx  i    *    3ï*  i.fl "•    dx"~*  i.a.3 (/i— 1) 


ce  qui  est  le  théorème  dont  Lagrange  s'est  d'abord  servi  pour  prouver 
qu'on  petrt  toafours   rendre  la  somme  de  ton»  les  termes  de  la  sérié 
de  Taylor,  à  partir  d'un  terme  donné,  ptu«  petite  que  le  précédeot. 
En  effet,  si  ilf  et  m  désignent  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des 

d*u' 
valeurs  que  prend  ^   dans  riiattervalle  de  ^  à  a:*f-&,  on    s'asBurera 

sans  peine  que 


do: 


1^  a— "dz  <  /3/5"-"d5    et    >  fmO^'àz , 


si  le  cpefficîent  g^  ne  change  point  de  signe  dans  6et  intervalle  (47 al; 
or,  dans  les  limites  z=:o,  z  =  i  ,  les  deux  dernières  intégrales  étant 
—  et  —,  il  en  résulte  que  la  portion  non  développée  de  la  série  est 
comprise  entre  les  quantités 

ei 


1.3..../»  i^s. 

ce  qui  s'accorde  avec  le  n*  171. 
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'  1 1 56.  Le  thëorème  de  Lagrange^e  troaye  aussi  démontre  à  la  page  176 
de  la  Théorie  anafytiqiie  des  Probabilités;  mais  pour  y  parvenir , 
M.  Laplace  suit  xme  mardie  inverse  de  la  précédente.  Considérant 

d'abord  l'intégrale /dz^î^g^,  ou /dz(pXar—         îl    en   déduit,  au 

meyen  de  Tintégration  par  parties^ 

fAz(p'{x^z)  =  z<p'(ar  — z)  +  fzàz^'' {x-^z)^ 
fzdz(p\x—z}  =:is^\x^z)  ^^fz^dzp'Xx^z) , 
etc., 

d'où  Ton  remonte  fiaicilement  à  l'expression  générale 

Mais^  d'un  autre  côté^  Téquation  évidente 

/da  ^£<^  =-/dz  ^£^  z=-<p(x-^z)^consL  , 
dçyient 

lorsqu'on  prend  l'intégrale  de  manière  qu'elte  s'évanouisse  quand 
2  =  0;  mettant  dans  cette  dernière  la  valeur  de  fàz^\x — 2)-,  tirant 
celle  de  (p{x)y  et  disant  x  —  zzszt^  d'où  il  suit  a:  =:?<-f>2^  onaura 

en  observant  de  changer ^  sous  le  signe  d'intégration,  z  en  z'y  et  de 
prendre  cette  nouvelle  variable  depuis  o  jusqu'à  z.  De  là  il  est  &cile 
de  conclure  que  la  portion  de  série  représentée  par  J'intégrale  sera  com- 
prise entre  la  plus  grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  que  prend  la 
quantité 

î— — -^^-^V^  +  2— ZO, 

lorsque,  sous,  la  ibnction  ^^'^  on  fait  varier  z'  de  o  à  z  (^). 

(^  M.  .Ampère 4  dans  le  XIII*  cahier  du  Journal  de  J*ÉcoIe  Polytechnique ,  fait  usage 
d'une  analyse  qui  développe  successivement  la  série  de  Taylor,  dont  le  moyen  se  trouve* 
aussi  dans  le  tome  P'  de  la  Mécanique  céleste,  pagç  ù4S,  ttqvLon  peut  présenter  coiama' 
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4oo     CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 

II 57.  II  est  évident  que  toutes  les  séries  qui  s'obtiennent  au  moyen 
de  l'intégration  par  parties  y  sont  susceptibles  d'être  arrêtées  y  ainsi 
qu'on  vient  de  le  &ire  pour  celle  de  Taylor,  et  qu'on  peut  alors  juger 
du  degré  d'approximation  auquel  on  est  parvenu.  M.  Laplace^  dans 
l'endroit  cité,  considère  encore  la  série  qui  se  déduit  de  l'expressîou 
fi(-**dt,  quand,  pour  l'intégrer  pat  parties,  ou  lui  donne  la  forme 


/i..-,d,=-i^_i/ 


il  suit. 

Soit  u  =  f(x),     u'z=:{(af)    d'où    u'  — ii=:fCx^)— f(a?).  . 

Le  second  membre  de  cette  équation ,  devant  s'évanouir  quand  x  =  x\  ne  peut  être 
que  de  la  fonne  /'(j/— a?)*";   mais  la  théorie  des  limites  prouvant  qu'en  général 

--7 est  une  quantité  finie  (  tom.  I,  p.  fl40  >  U  f**ït  que  m  =  1  et  que  P  ne  soit  ni 

nul  ni  infini.  De  plus ,  comme  il  n'y  a  aucune  dépendance  entre  â/  et  x ,  il  est  permis 
de  supposer  que  la  première  soit  constante  et  la  seconde  variable ,  ce  qui  fait  varier  u 
et  P.  En  partant  de  cette  remarque  et  différentiant  plusieurs  fois  de  suite  l'équation 


qui  résulte  de  ce  qui  précède ,  on  obtient 
d»«  àP    ,  A^P  , 


à'u  d— p  ,  d"P,  ,^ 


et  l'on  en  conclut 

.  ^  •   du ,    ^  ,.    .    àP  ,  ^ 


"^da     ï      *"dx»    TTa    '"^■"t:^ — ' 

>_      ,   Au3f  —  x       d'il  {jf  —  xy           ,    à'tt{jf~-xy  ^  d'P  (x'^-x)'^', 
"^àx      i      "•"ic»      i.a     •  •  •  "•"da:»i.a.3....»'^d?i.a Zii" 

M.  Ampère  s'occape  ensuite  de  la  détermination  des  limite»  de  la  fonction  s —  ;   mais 
pour  cette  partie  nous  renverront  à  «on  Mémoire. 
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A  LA  THÉORIE  DES  SUITES.  4^t. 

Ea  poonoÎTant  de  cette  manière,  oa  a 

etc.,  * 

d'où  il  résulte  la  série 

qui  finit  toujours  par  être  divergente ,  mais  dont  la  convergence  dure 
d*aulant  plus  long«-temps ,  que  Ton  assigne  à  t  une  valeur  plus  consi- 
dérable ;  et  si  l'on  arrête  cette  série  à  un  terme  quelconque  y  la  partie 
qa'on  péglige  est  exprimée  par  une  intégrale  définie  qu'on  peut  comr 
parer  à  ce  terme. 

En  se  bornant  aux  quatre  premiers  termes,' on  a  rigoureusement 

^_:.tj,  r-'*f  1     ,    1.3        1.3.5)    ,    1.3.5.7  r«"^d/ 

et  comparant  le  terme  affecté  de  Tintégrale  avec  celui  qui  le  précède  , 
OQ  trouve  qu'entre  les  limitea  ^sT*  et  ^  infini,  et  abstraction  fiiite 
da  signe, 

Ea  effet,  si  l'on  intègre  par  parties,  on  obtient 

7/— -  =  ^    -7?=— r-V"i*-> 

d'où 

ce    qui  donne  ^-^^ ,  quand  on  étend  les  intégrales  du  premier  membre 

entre  les  limites  données;  et  comme  leurs  différentielles  ne  changent  pas 
de  signe  dans  l'intervalle  de  ces  limites,' il  s'ensuit  que  la  valeur  corn-- 

plète  du  premier  terme  du  premier  membre  est  <  -j^-* 

Toutes  les  fois  qu'il  sera  possible  d^arrêter  ainsi  les  séries  et  d'ex-* 
3.  5i  ' 
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4^1  CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
primer  le  reste  par  une  intégrale  définie»  on  aura  atteint  un  but  im- 
portant ;  car  «  la  perfection  des  méthodes  d'approximation^  dans  lesquelles 
»  on  emploie  les  séms,  dépend  non-seulement  de  la  convergence  des 
M  séries ,  mais  encore  de  ce  qu'on  puisse  estimer  l'erreur  qui  résulte 
M  des  termes  qu'on  néglige  ;  et  à  cet  égard  on  peut  dire  que  presque 
»  toutes  les  méthodes  d'approximation  dont  on  fait  usage  dans  la  so- 
M  lution  des  problèmes  géométriques  et  mécaniques,  sont  encore  très- 
»  imparfaites.  Le  théorème  précédent  (celui  du  n"*  ii55)  pourra  servir 
))  dans  beaucoup  d'occasions  à  donner  à  ces  méthodes  la  perfection  qui 
»  leur  manque,  et  sans  laquelle  il  est  souvent  dangereux  de  les  em- 
M  ployer.  »  (Théorie  des  Fonctions  analjtiques j   a«  édit.,  page  69.) 

DePinterpo-      ii58.  Avant  quc  le  Calcul  intégral  fut  inventé,  Wallis  avait  employé 
laiion  des  »<^  interpolation  des  séries  à  évaluer  des  aires  curvilignes  dont  les  ordon- 
nées étaient  des  binômes  irrationnels.  Sachant  quarrer  les  courbes  dont 
les  ordonnées  sont  exprimées  par 

(ï  — a:0%     (i— JC%     (i  — Jr*)%     ('— ^%    etc., 

et  ayant  obtenu  les  nombres  qui  représentent  leurs  airea,  depuis  x:=:o 
jusqu'à  ar=:i ,  il  a  regardé  comme  des  termes  intermédiaires,  dans  cette 
série,  ceux  qui  expriment  les  aires  des  courbes  ayant  ponr  ordonnées 
les  fonctions 

(i  — a:»)* ,       (i  —  ^•)*  ,       (i  — ^O*  y      etc.  ; 

et  ces  considérations  Tout  conduit  à  la  singulière  expression  de  la  cir* 
conférence  du  cercle,  que  nous  avons  rapportée  n*  98g.  Stirling  les 
continua  et  les  perfectionna,  mais  Euler  imagina  de  renverser  la  ques- 
tion et  d  appliquer  la  connaissance  de  Tintégrale  à  l'interpolation  de  la 
série,  et  c'est  ce  que  nous  allons  faire,  d'après  lui. 

11  suit  du  n*  1143,  et  on^peut  le  voir  immédiatement,  que  n  étant  un 
nombre  entier. 


/ 


1=^  dr  —  -^^-1--        a-î!. 


cette  intégrale,  étant  prise  entre  les  limites  ars=o,  a:=i,   donne 

I  -t-  -  -t-  3*-**'T*^î 
d'où,  en  faisant  ii=i,  ns=:2,  n=s3,  etc.,  on  tire  la  suite. 
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A  LA  THÉORIE  DES  SUITES^  4o5 

le  terme  qui  répond  k  Tindice  j,  dans  celle-ci,  sera   donc  la  valeur 

11 
que  prendy  entre  les  limites  xszo,  jc=  i,  l'intégrale  T— ~djt, qui 

se  transforme  successivement  en 


'J^u^'f^^^-'^'. 


lorsqu'on  y  fait  a:=ii%  \^u:=:L  Les   limites  de  t  e'tant  i  et  s,  on 
trouve  pour  la  valeur  cherchée  :)  -^  a  I  a ,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  qu'on 
a  déjà  obtenu  dans  le  a''  loaS. 
De  plus,  comme  il  est  toujours  possible  de  rendre  rationnelle  la  frao 

tioa -j——,   lorsque  l'exposant   n  est   une  fraction  rationnelle  (385), 

il  s'ensuit  qu'on  pourra  toujours  obtenir^  par  les  logarithmes  et  les  arcs 
de  cercle ,  les  termes  de  la  suite  précédente ,  correspondans  à  des  in- 
dices fractionnaires   et  rationnels. 

ii5g.  Soit  en  second  lieu  rintégraleya:"dr(i— <9i)%  de  laquelle  4)a 
déduit  y  par  le  développement  de  (i— j:)%  la  série 

x^'  _  _ÎW^_    1^  n(yt  — Ox"'-*-^  ^^  n(yî— i)(yi— ajoH^-H 
m+i        iCTO  +  fl)"^    i.aCn  +  S)  i.a.3(m  +  4)      *"1*^^^-> 

qui  s'évanouit  lorsque  a;;=o,  et  qui^  lorsque  a:  =  iy  devient 

*  >t  ^("—0      n(yt  — 0(/i— a) 

m+i         i^m  +  fl)    "^    i.2(m+3)  1.0.3(1114.4)        1"  ««^* 

Si  Voa  fait  successivement  /s=o>  i^:=Zy  a=s2,  etc.^  on  aura 

1 

II  I 


m+i  i(ffi4-fl)        (m+  0('»»  +  «)^ 

1  a        ^^         a.i i.a 

w+I  i(ni  +  fi) "^  i.o(to  +  3)  ~  (/»  +  iXn»  +  a)(m+  3)  » 
etc.; 

en  suivant  cette  loi^  on  voit  que  le  terme  général  de  la  série  formée  par 
ces  valeurs^  lorsque  n  est  tm  nombre  entier^  a  pour  expression 

1  .a n 


(wi+OCw+2) (m+n+O^ 
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4o4     CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCtJL  INTÉGRAL 

qu'on  déduit  aussi  immédiatement  de  /jc"*ir(i -— a:)%  prise  entre 
les  limites  o  et  i  ^  en  intégrant  par  parties ,  relativement  au  facteur 
oc^dx.  On  a  par  ce  moyen 

•^  ^  ^  m+i  '     (''»+i)('»+a) 

,^  nÇn— Ox*^-»-3(i— j)»-*  nÇn— i) ia?m4»»4-i 

"^  (m+i)Cm+fl)(ni+3)  '  *  '"^  (^+i)C"»+a)  . . .  (yii  +  i»  +  i)  ^ 

série  qui  s'évanouit  lorsque  x:=io,  et  se   réduit  à  son  dernier  terme 

0n4-O(iT4^.V.'(n;+n+O  '  ^°"*I"*  ^=  V 

Si  l'on  veut  que  le  nombre  des  facteurs  soit  le  même  an  nnméra-r 
leur  et  au  dénominateur ,  on  peut  supprimer  dans  celui-ci  le  facteur 
m^n+i ,  cç  qui  revient  à  multiplier  l'intégrale  fxTàxÇi'—xY  par  ce 
facteur^  et  l'on  a 

i.fl n 

(Tn+iXm  +  fl).. .  .(m-{-n) 

pour  la  valeur  de  (/?i-f-/iH-  i)fxràx{i  —a:)»,  prise  depuis  a:  =5  o  jusqu'à 
xz=i.  Voici  les  principaux  résultats  qu'Euler  tire  delà. 
En  faisant  d'abord  m=:i,  il  obtient  la  série 

~  •   £^       fl*4'^  fl.4»6 sn 

3»     3.5'      3X^ ^     3.5.7....(an+i)' 

î2n+3        -1 
et  —^/x*dx(i — xy  pour  l'expression  intégrale  du  terme  général, 

d'où  il  conclut   que  le  terme  qui  répond  à  Tindicen  =:^,  estégal  à 
afdx  V'^r— ^%  c'est-à-dire  à  Taire  du  cercle  dont  le  diamètre  eat  i. 
On  a  également,  par  ce  qui  précède, 

(m+  0(m+fl) (m+n+i) ï  ^ 

I  .a. 3 n  *^ JS*iE(i— x)*  f 

BÎ  dans  cette  équation  Ton  change  m-f*/i  en  m,  et  par  conséquent  m-f-i 
en  m—^n^i,  elle  deviendra 

(TO4-i)m(m~i) (m— n  +  i)  _^  i 

d'où  Ton  déduira 
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À  LA  THÉORIE  DES  SUITES*  4^5 

yn(>n  — 1) :..(m  —  n+i)      , i . 

1.ÎÏ.3 ,n  (yn  +  O/x^^'diCi — x)** 

Voilà  Texpression  du  coefficient  numërique    du  larme  général  de  la 
puissance  n  du  binôme. 

En  se  servant  de  l'expression  fx'^dx(i  — jc")',  intégrée  par  parties, 
relativement  au  premier  facteur  af'djc ,  on  obtient  pour  résultat 

.1   pn{pn—n) ^m-h»a+i/, ^.v-» 

j^  pn(pn-nXpn— an)....n  ^+p«+. 

^^  (m4-i)(m  +  n-f- 1). . ..  (m+p»-f- 1)  ^ 

qtii  se  réduit  à 

pn(pn ■*—  n)(pn  —  an) -»  «  « /* 


(7n+i)(in  +  n+i)  . . . .  (m  +  pn  +  i)* 

lorsqu'on  le  prend  de  ar=ro  à  ar=:i. 

Si  l'on  met  m — i  au  lieu  de  /»,  et  quW  écrive  les  facteurs  dn  nu- 
mérateur dans  un  ordre  inverse,  on  aura  ce  résultat,  aussi  simple  que 
remarquable, 

•^  ^  ^  m    TO-f-7i    m-i'an    m^-3/i  m-hpn 

Il  est  visible  que  les  conditions  de  l'intégration  supposent  que  les 
noralbres  m-—  i,  n  et  /?  soient  positifs  ;  car  sans  cela  les  parties  du  déve-^ 
loppement  qui  doivent  disparaître  lorsque  ar=o  et  lorsque  ar;=  i ,  de* 
.viendraient  infinies. 

On  tire  de  l'équation  ci-dessus 

et  Élisant  /i  =  o ,  il  vient 

supposant  alors,  sous  le  signe/,  que  n  est  une  quantité  très-petite  A:  (i47)^ 
on  trouvera  que  ^ 


ainsi 


1x2 pzzz  nf^^ficf^^ dx(l^  , 
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4oG     CHAP-  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  déduU  iomiédiatement  dç  Tin- 
tégrale  fardx(lxyy  dans  le  n*  428. 
On  simplifie  un  peu  celle  expression ,  en  chung^finl  scT  eu  x ,  et  par 

conséquent  mxr^^àx  en  àxj  i  en  -^ ,  li  en  —  1  -  :  il  résulte  éé  lh<{tte 


i.a....p=/dr(liy. 
11  suit  évidemment  de  ce  qu  on  vient  de  voir>  que 

Si  Ton  fait  iQ-jsszz,  on  aura 

X  =  e~%       djc  =  —  e^^àzy       fax  \\  -Y  s=  -^fer^z^  ^ 

les  limites  de  z  étant  2  rs  infini  et  z  =0.  Si  Ton  en  renverse  Tordre, 
il  viendra 

formule  remarquable. 

1160.  En  rapportant  à  la  notation  de  Vandermonde  (98  ij  1^  divers 
résultats  obtenus  ci-dessus ,  nous  aurons 

i\  [p]  =  fdx  (Uy  =/e-Vd5 

Ces  théorèmes  donnent  les  expressions  des  £&ctorielles  en  intégrales 
définies,  annoncées  dans  le  n*  989,  et  fournissent  le  moyen  de  trouver 
les  valeurs  des  factorielles  à  exposant  fractionnaire. 

Lorsque  pz=i  -,  on  a,  par  ce  qui  précède. 
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A  LA  THÉORIE  DES  SUITES.  fy^ 

xQaîs  en  intégrant  par  parties^  on  trouve 

et  la  partie  délivrée  du  signe /*  s'évanonissant  entre  les  limites  zsso 

— —y    intégrale   qui    se    réduit    à 

fsT^dt^  quand  on  y  fait  z  =  <*.  Les  limites  de  t  demeurant  les  mêmes 
que'celles  de  Zy  on  a  donc^  entre  ,ces  limites^ 

la  valeur  de  l'intégrale  définie  donnerait  celle  de  la  factôrielle  à  expo«- 
saut  fractionnaire  y  et  bientôt  nous  ferons  voir  immédiatement  que  la 
première  est  iV'^^  comme  on  le  conclurait  de  ce  qu'on  a  vu  dans 
le  n*  g8g.  Voici  encore  une  manière  de  prouver  que  cette  valeur  est 
aussi  celle  de  la  factôrielle. 

En  développant  la  quantité  (i---a:')%dansnnlégrale»ryir*^*dr(i---af)"' 
ce  qui  donnera 

w/x"'-*dar(i— ar')"^===»ry3c*-'da:{iH;m^^ 

intégrant  chaque  terme ,  depuis  ar=o  jusqu'à  x^sziy  il  viendra 


'-^  MM  +  ;^a  M W  -  ^  W[o]  +  ;ji^  H[g  -  etc., 

expression  équivalente  à 

que  Ton  peut  écrire  comme  il  suit  : 

+  [m]  [ôj  [—nj  [^  -H  elc. 
Cette  dernière,  devenant  identique  avec  le  développement  de 

■     —a 

[/7 -4- m -!-»][/?],  rapporté  dans  le  n*  989,  lorsqu'on  y  change  n  ew 
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4o8     CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 

— /i  el  p  en  n,  est  par  conséquent  celui  de  la  quantité  [n+m — n]  [n]  , 
ou  [m]  [n],  d'où  il  suit  que  la  valeur  de  l'intégrale  »^/jf^'dx(i— Je')*, 
prise  depuis  j:=o  jusqu'à  xsssi,  est  [m]  [/i],  ou 

(«+i)(«4-fl)(»+3).  .T  •  (m+i)(/ii+a)(m+3). . .  ^^  ^' 

Appliquons  maintenant  ces  formules  au  cercle ,  dont  le  quart  de  la 

—  (417);  nous  aurons 
pour  ce  cas  r=3a,  »=7>  mz::z''^j,   et  nous  obtiendrons 

i'-i 
comme  dans  le.  n*  989. 

1 161  •  L'esprit  du  procédé  d'interpolation  appliqué  aux  exemples  pré-^ 
cédens,  est  donc  de  regarder  comme  liées  entr'elles^  par  la  loi  de  con- 
tinuité,  toutes  les  valeurs  que  prend,  entre  les  mêmes  limites ,  une 
intégrale  quelconque  y^dr,  dans  laquelle  p  désigne  une  fonction  de  x 
et  d'une  indéterminée  n  qui  représente  l'indice  de  ces  valeurs;  et 
pour  plus  de  généralité,  on  peut  considérer  des  intégrales  doubles, 
triples,  etc., 

pfàxfpàx^        JrAxftfàxfpàXf        etc. 
Euler  donne  en  exemple  de  la  première  de  ces  formes ,  l'expression 
T— yj(:"dr(i— Jc)*,    dont  le  développement  en  série  est 

(m+i)«        i.(m  +  a)«^i.a.(m+3)«        *"" 

Ce  développement,  pris  entre  les  limites  o  et  i ,  et  en  Élisant  succes- 
sivement n=o,  =siy  =?a)  =3>  produit  la  suite 

1 (m-i-a)'-~(tro+i)'      (in+S)«(m+a:»~a(/B+5)*(m+i)«4(ro+a)'(m-f  i)« 

(m+i)»»      (m+a)'(»n+i)*  *  (m-\-Zy{m+^y{m+iy  * 

(w+4)'(m+5)'(w+a)«-3(m+4)'(/iH^)*(m+0»+5(m+4)»(m+a)»(i7r+0«--(/B+3)«(w4-a)'(m+i)' 
'^  <m+4)'(m+5)«(m+a)»(m+i)«  :  •' 

etc.,  ^  - 

dont  la  loi  est  très-évidente.  Si  l'on  fait  msso^^n  aura  la  suite 
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A  LA  THÉORffi  DES  SUITES,  409 

i     4;^     9.4—^.9.1+4.1      16.9.4—5.16.9.1+3.16.4.1—9.4.1 

1*   4.i  '  9.4-1         '  iG"i:47ï  >®^^-> 

dont  les  différences  forment  la  suite 

; L  9—4  16.9— a. 16.4+9.4 

4.1^         9.4.i  '  16.9.47;        >    ^^^-^ 

et  dont  le  terme  général^  —  ycîa:(i— ar)"  se  change  en  j  -^ÇlZ^llZfÙLlS 
lorsqu'on  effectue  la  première  intégration^  à  partir  de  a:  =  o. 

1162.  Au  moyen  des  intégrales  définies,  Euler  parvient  encore  à  une 
interpolation  très-digne  de  remarque,  c'est  celle  des  fonctions  différen- 
tielles. De  même  qu'entre  les  puissances  entières,  on  insère ,  par  l'extrac- 
tion des  racines ,  des  puissances  fractionnaires ,  de  même  aussi  Ton  peut 
concevoir  des  termes  intermédiaires  dans  la  série 

F,      dr,      dT,      d3r,....d-r, 

des  différentielles  d'une  même  fonction,  et  désigner  ces  termes  p^r  un 
indice  fractionnaire  qui  marque  le  rang  qu'ils  occupent  dans  la  série 
proposée.  Il  ne  sera  pas  plus  possible  d'interpréter  ces  quantités  par 
des  différenliations  successives,   que   d'expliquer  les  puissances  frac* 

tionnaires  par  des  multiplications  répétées;  mais  les  formules .  d* /^  et 

p^  seront  des  expressions  formées  par  analogie ,  l'une  dans  la  série 
dés  différentielles ,  l'autre  dans  celles  des  puissances. 

Soit,  pour  exemple,  /^ssj^";  lorsque  n  est  un  nombre  entier,  on  a, 
quelle  que  soit  m, 

m 

àXv')  =  m(nï— 1)... . .(/»— /ï+i)»-— de'  =  -^^  o^-'dt^; 

mettant  pour  [m]  et  [m — n]  les  expression*  données  par  la  formule  da 
n*  Il 60,  on  trouvera 

/d.(li) 

Ce  résultat  est  suscepdble  d'une  vérification  immédiate ,  en  s'assurant 
qu^il  rentre  dans  ceux  que  Ton  connaît  pour  les  cas  où  n  est  un  nombre 
entier  positif. 

5.  .5a 
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4io     CHAP.  V.  APPLICATION  DU  CALCUL  INTÉGRAL 
Si  Ton  &it  m=  t,  R=iy  H  viendra 

en  observant  qn'entre  les  limites  o  et  i  ^ 

^  étant  la  demi-circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  i  (ii6o)<r 

Cest  ainsi  que  Ton  parviendrait  à  l'équation  primitive  de  la  courber 
correspondante  à  1  équation  différentielle 

i.  — 

dans  laquelle  dt^  est  supposée  constante.  Au  moyen  de  la  valeur  pré- 
cédente de  d^i^,  on  la.  transformerait  d'abord  en*^^j=^  s=  v^djr'^   et 

quarrant  ensuite  chacun  de  ses  membres,  on  obtiendrait *^-^=:(^d;^^  d'où 
Ton  conclurait 

^1p=C— i,    ou   ^^Œ^Cirr-.^^. 

1 165.  LUnterpolation  dont  nous  venons  de  donner  un  exemple  , 
•*opère  facilement  sur  toutes  les  fonctions  qui  sont  données  par  des 
intégrales  définies;  et  elle  fournit  en  même  temps  des  expressions 
fort  simples  des  différentielles  de  certaines  fonctions  du  genre  de  celles 
que  nous  avons  examinées  dans  les  n^  1016  et  suivans.  Del'équatioii 

[pjz=zfdx(\-j,    par    exemple^   on  conclut   sans  difficulté  les  sui- 
vantes (  note  du  n*  546) , 

d. [p] = dpfda:(iiy(\v^ ,  d-. [p\ = àp^/dx  (i^Xu^y, 

• d..[;,î  =  d^-ya^(ii)'(iii)-. 

Les  différences  s'obtiennent  d'une  manière  analogue^  en  observant 
que  ù.'fXdx=:fà.\Xdx)}  il  vient  alors 


Digitized  by 


Google 


A  LA  THÉORIE  DES  SUITES.  4»i. 

A.t^î=/dx(ii)'(.i-.),    A-.[,3=/a.(ii)'(ii-.)'. 

^••[^î=/-H'J)'('i-0'. 

en  supposant  que  A;si  =  i    (*). 

Nous  ne  nous 'arrêterons  pas  à  donner  les  formules  qui  répondent 
aux  intégrales  et  aux  sommes  de  la  fonction  proposée  ;  mais  nous  ter- 
minerons cet  article  en  remarquant  que  M.  Laplace  a  trouvé^  pour  les 
différentielles  et  les  différences  de  la  fonction  af^^  ramenée  aussi  à  une 
intégrale  défîpie^  des  formules  très-élégantes,  que  nous  ferons  coui- 
naitre  lorsque  nous  montrerons  la  manière  d  appliquer  les  intégrales 
définies  à  l!intégration  des  équations  différentielles  et  aux  différences. 

(^  Il  ii*est  peut-être  pas  inutile  d'annoncer  ici  que  les  fonctions^  |j7j  ^  recomman- 
dées à  l'attention  des  géomètres  par  Yandermonde^  et  ensuite  par  Sf,.  Kramp  (981)^ 
ont  été  traitées  en  détail,  sous  la  fomie  d'intégrales  définies ,  par  M.  Legendre,  qui 
a  donné  aussi  I^s  expressions  de  leurs  différentielles ,  de  leurs  différences,  construit 
une  table  très-étendue  de  leurs  valeurs  numériques ,  et  leur  a  imposé  ane  dénomi'- 
nation  particniière ,  ainsi  qu'on  le  verra  dans  la  chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  VI. 


.  Recherche  des  vcdeurs  des  intégrales  définies. 

Becherche  da  1164.  JLJORSQUE   p   esl  uii  nombre  fractionnaire  9  Tintégrale , 

snaesd^finiM.  yTj^  ^ilY^  sur  laquelle   nous  sommes  tombés  en  cherchant  l'exprès^ 

«ion  générale  de  [/?] ,  est  du  nombre  des  transcendantes  dont  on  ne  con-* 
liait  pas  la  nature  )  cependant  il  suit  du  n*  1 160,  que  dans  le  cas  oxip  z=z\y 

on  a,  entre  les  limites  o  et  \^fàx\Q-\  =-|\/^,  valeur  très -simple^ 

mais  qui  ne  convient  qu'à  l'intégrale  définie  :  l'Analyse  n'offre  jusqu'à 
présent  aucun  moyen  pour  arriver  à  la  valeur  exacte  de  la  même  ia- 

tégrale  prise  indéfiniment.    La  formule /do: H- Vn'est  pas  la  seule  qui 

présente  cette  singularité;  Euler  en  a  trouvé  un  grand  nombre  d'autres ^ 
znais  par  des  méthodes  très-particulières  et  très-diverses.  On  ferait  un 
volume  entier,  si  l'on  entreprenait  d'extraire  les  nombreux  Mémoires 
qui  ont  été  déjà  publiés  sur  cette  matière;  nous  ne  pouvons  donc  exposer 
dans  cet  ouvrage  que  les  principaux  résultats ,  et  donner  une  idée  des 
.  méthodes  les  plus  générales  dont  on  a  fait  usage  pour  y  parvenir  :  l'in*» 
dication  exacte  des  sources,  que  l'on  trouvera  dans  la  Table ^  sup- 
pléera à  ce  que  nous  omettrons. 

Les  moyens  qu'a  employés  Euler,  pour  trouver  là  valeur  des  inté-* 
grales  définies,  peuvent  être  rangés  en  trois  classes;  dans  la  première 
sont  ceux  où  il  développe  en  tout  on  en  partie  l'intégrale  proposée.  Il 
arriv§  souvent  que  la  substitution  des  limites  de  a?,  simplifie  le  résultat 
et  le  ramène  à  une  série  dont  la  fonction  génératrice  est  connue  ^  ou 
à  une  autre  intégrale  dont  on  à  la  valeur.  11  est  visible  que  ce  inoyea 
peut  être  utilement  modifié  par  le  secours  des  transformations.  La  se-* 
conde  classe  comprend  les  relations  nouvelles  qui  se  déduisent  des 
produits  et  des  quotiens  des  intégrales  définies;  à  la  troisième  appar>- 
tiennent  tous  les  résultats  qui  s'obtiennent  en  différentiant  l'intégrale 
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ï^posée;  par  rapport  a  des  quantités  qui  n'y  étaient  pas  d'abord  sup- 
posées variables.  Nous  avons  déjà  montré,  daiis  le  ti*  5o5,  que  ce- 
^oyen  peut  mener  à  des  résultats  difBciles  à  obtenir  à  priori. 

ii65.  On  voit,  à  la  simple  inspection  des  cas  particuliers  de  Tin- 
tegrale  /—  ,  rapportés,  dans  le   n*  4^o,  que  ces  expressions  se  ré- 

duisent à  un  seul  terme,  lorsqu'on  les  prend  entre  les  limites  ar  =  o 
ti  a:=:i;  l'arc  A  devenant  égal  au  quart  de  la  circonférence^  on  a  les 
deux  séries 

/*    dr       a-  r  xàx     

/'  x'djc i^                              r  x^dx     ^  2 
V/î^x^        âTâ  *                          J  i/^î^        3  * 
/x^àx     kSît                            r  a?dx     a. 4 

/a:^djc     1.3.5^  r  x^dx     a. 4. 6 

V/7~?  ~  a.4.6.a  *  J  ^TZ:^  ~  3.5.7  ' 

j/r:=:^-  ~  a.4.6.-8.a  >  J  "j/TH^  ~  3.6.7.9  ' 

etc. , 

qui,  diaprés  le  tableau  de  la  page  4^  du  second  volume,  ont  pour 
termes  généraux 

x*''da:     1.3.5 (ar — 1)  sr 


d'où  il  suit 


/1 


^/TII^        a.4.6. ar  a  ^ 

x'^'dx  ^_  a.4.6 ar 

V/7i::^~3.5.7 (2r+i)> 


Ce  dernier  résultat  en  fournit  une  infinité  d'autres  de  même  espèce, 
lorsqu'on  y  fait  a;  =  2";  par  celte  transformation  on  obtient 

«t  posant,  pour  abréger,  2»r-|^  »— -  i  =;?,  il  vient 

/Z^àz  r  aH-'dz     1  ,ar 

'"    ^- '  .  .'  - -, 

;  (*)  Désormais  rexpression  fA.fB.fC  sera,  celle  que  nous  employerbns  au  lieu  d» 

1  (f^  (f^  ifC),  et  qu'il  faudra  bien  distinguer  àefAfBfC,  équivalente  à/  [^A^/Ql- 


.Digitized  by 


Google 


4i4  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  VALEURS 

lea  limiter  de  z  étant  encore  les  mêmes  que  celles  de  x,  parce  qo'aii 
siippose  que  l'exposant  n  esl  positif.  Cette  dernière  formule  renferme 
des  valeurs  de  produits  dont  on  ne  peut  intégrer  séparément  aucun  des 
facteurs;  pour  en  donner  un  exemple^  nous  prendrons /^rso^  0=2, 
et  nous  aurons 

La  formule  i    =,  en  y  faisant  a:=s%  se  change  en  2^--^====  ; 

et  Ton  en  trouve  les  valeurs  entre  2  =  0  et  z=  i ,  par  ce  qui  précède. 

A  Faide  de  ces  résultats ,  on  parvient  à  des  séries  fort  simples  pour 
Tintégrale 

J  y/Tii^  — j  |/r=rr«  ^  ^   ^ 

/' x^dx    f          1     .    ,    1.3     /        1.3.5     «   ,   ^.^  1 
~={  I xc'H 7JC*—  — 7-5  X*  +  etc.  > , 
^/i— x^l          a         '    a. 4  a. 4.6         '  J' 

en  substituant  au  lieu  des  intégrales 

leurs  valeurs  prises  entre  les  limites  o  et  i.  Si  l'on  Êiit,  par  exemple^ 
m=zo,  on  trouvera 

•/l/ïzr^^SV       4^4-i6      4. 16.36"*"  4.16.36.64     *'*''V* 


Nous  renvoyons  au  n*  5o2,  pour  la  valeur  de  l'intégrale. 

/dx  i/T---€*x* 
— -^=r-— ,  prise  entre  lés  limites  o  et  i. 

1166.  Les  formules  du  numéro  précédent  donnent  aussi 


/'  Jg^^da?    ^~  ;;^  1.3.3.5.5. .  .(ar— OCar— OOir+i/ 


j/i  —  a:*,      a  a!a.4.4. 
V/i 


ar.ar 


Pour  savoir  ce  que  devient  le  premier  membre^  lorsqu'on  pousse 
jusqu'à  l'infini  le  nombre  des  facteurs  du  second ^  ou  lorsqu'on  sup- 
pose r  infini,  je  £iis  a:r:s=zzi  les  limites  de  z  sont  les  mêmes  que  celles 


Digitized  by 


Google 


DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  4^5 

de  X;  maïs  on  a 


ar  S5S  «»'• ,      do:  =2  —  z^    ^dz  • 


9 

ar+i 


/x         dj i^    CJlI^I^  r  X    do?  __  1     r  x^Mg 

ï 

Le  rapport  des  dififérentielles  ëtant  b^'',  approche  d'autant  plus  de  z^ 
ou  de  1^  que  le  nombre  r  augmente;  et  en  passant  à  la  limite  ^  on  peut 
regarder  ce  rapport  comme  égal  à  i  ;  il  en  sera  de  même  de  celui 
des  intégrales  ^  puisqu'elles  commencent  et  fibissent  en  même  temps  : 
on  conclura  donc  de  là 

a  a>fl.4.4-6.6.8.8.io.io.etc. 

**"••  1.3.3.5.5.7.7.9.  9. 11. etc.' 
et  par  conséqueût 

«r  ^^^  a. a. 4-4' 6. 6. 8. 8. 10. 10.1  a. etc. 
a  ""^  1 .3.3.5.5.7.7.9.  9. 11. 11. etc.* 

ainsi  qu^n   l'a  trouré  par  une  Toie   bien  différente^  dans  le  n*  989» 
1167.  Une  transformation  de  l'équalion 

conduit  de  même  à  la  valeur  de  l'intégrale  yè  àiy  prise  entre  les  lî« 
mites  t=sOy  <=  infini.  Si  l'on  fait  xz=e      ,  cette  équation  devient 

posant  ensuite  q(ir-{-  i)=  i ,  et  mettant  dans  le  second  membre  la  y»* 
lenr  de  2r+ 1  /  tous  les  deux  deviennent  divisibles  par  q  ;  puis  divisant 
sous  les  radicaux  par  aq,  on  obtient 

et  comme  la  limite  de ,  lorsqu'on  y  fait  9=0,  est  t*,  l'équa- 
tion précédente  se  réduit  alors  k 
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2  {/e-«'d/}*  :==  ^,  d'où /e-'-d/ =dh  ^  V^. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  signe  supérieur  répond  aux  limites  o  et  Tinfini 
positif. 

il 68.  Les  formules  de  réduction ,  rapportées  dans  le  tableau  de  la 
page  46  du  second  volume ,  donnent  un  grand  nombre  de  résultats 
analogues  aux  précédons.  On  a,  par  celles  qui  sont  marquées  I  et  11^ 

J  \  ^  _  (jnq  4-  np)  ' 

et  entre  les  limites  ^==0  et  ^=1 ,  cela  se  réduit  à 

La  seconde  de  ces  formules  ramènera,  de  /jc*"^'dj:(i — or*)''— î,  a 
fx'^-'dxÇi — j:*)-ï,  et  la  première,  de  faf-'dûcÇi — Jf*)""-,  à 

ficdx(i — ^jc*)— T  =  I ,  ou  à/(Lr(i — x^)'^i  =-,  selon  que  m  sera  paire 

.ou  impaire;  il  n'entrera  donc  dans  l'expression  de  l'intégrale - 

yx"~'dx(i — x^y—i  que  la  seule  transcendante  tt.  On  trouvera  sans 
peine  que 

.  et  comme  on  a,  d'après  le  numéro  1 165,  si  m  est  impaire, 

(m — fl)(m— 4)"  »  «5.5. 1    ir 

"~  (mp-ri,)(m— 3) 6.4.2  a  » 


y2c^'dir(i— ^)- 
et  si  m  est  paire, 

yir""","  dx(  i  — x^y-: 
il  s'ensuit  que  dans  le  premier  cas 


(m— a)(m--iO.  *  '  '6»4«^ 
(m— i)(/n— 3) . . .  .7.5.3  * 


/V—iilr-r,— :t*V-i (ar— iXar— 3). 5.5.1  fm— fl)(m— 4).  ..5,3. 1   «■ 

yx  ,  .  ax(^i     *  ;        —  Çjn+2r'-i){m+2r—5)..  .(m+5)(m+i)  '  (m-iKm— 3). .  .6^75  7^ 
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«t  que,  dans  le  second, 

•'  ^  /  (m+ar—,)(m+ar— 3)...(m+3)(nH-i)'(TO— i)(m— 3)...7.5.a 

On  pent.mtiltiplier  ces  lorarales  autant  qu'on  le 'voudra.  Si  l'on,  a, 
par  exemple,  ii  =  5,2=:r  —  g,     ^=: r—  | ,  on  ramènera  les    héitt 

intégrales 

/jf-'dj:(i— jc^y-i,        /a-- 'dr(i— j:')'^-!, 

aux  six  formules  — 

j  P    dx ^  p  xAx  ^  _^     n  o^àx     1 

parmi  lesquelles  il  n'y  a^  comme  on  le  verra  ^  n*  1175,  qu'une  sçnle 
transcendante  distincte..  «     * 

Par  de^  comparaisons  semblables  à  celles  que  nous  avons  faites  dans 
les  numéros  prëcédens  ^  Euler  parvient  aux  relations*  suivantes  :     •  • 

/^a^dx        n  ar^'-^^d j    AC  1        n    dj? 
Ir^  J  v'u=^'  -  '"+'  "  ^^J  v'-^' 

/^jJ^-^^dr      /^  j3«4-«djy    aire \        P     xix 

Remarquant  ensuite  que  les  quantités  AyByCy  A\  B\  C,  ne  con- 
tiennent point  n,  il  en  conclut  que  les  équations  ci-dessus  subsisteront 
encore,  si  Tony  met  à  la  place  de  S/s  un  nombre  quelconque;  et  en  écrî- 
Tant  X — I  à  la  place  de  3/iy  dans  la  première  et  dans  la  seconde ,  et  A — a 
dans  la  troisième,  la  comparaison  des  deux  derniers  résultats  lui  donne 

/^  xAx         p     àx        P     xdx 

De  ces  trois  résultats,  il  en  tire  encore  d'autres,  en  y  faisapt  Jcss2%  n 
étant  un  nombre  quelconque ,   et  posant  nX=sm. 

.1169.  L'intégrale  r~^j  développée  dans  le  n*  584,  se  simplifie 
5.  '     *  55 
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beaucoup,  quand  on  la  prend  entre  les  limites  xsszo  et  x  infiai;  car 

elle  se  réduit  alors  à 


msr 
nsin  — 
n 


En  écrivant  m-»  i  au  lieu  de  m,  dans  le  numéro  cité^  et  chan-^ 
séant  r  en  x.  on  a 

J      1+30^ 

y  f  a?8În-    ^ 

_îcos^2î^lV/ I— 2a7COs-  +  «*  +  îsin-2!^.arc(  tang= i-    ) 

n  n      V  n  n  n  \^      ^        i~xcos^y 

taDg= ^  ) 

,_XC08-y 

-.-cos2_Yi-a^co8--f««4--8m-^.arc(   tang==. g;^  I 

i^ —  /  xsin —      \ 

— -cos^Yi-2XCOs-  +  x*  +  -sm-^.arc(   tang= ^  \ 

r  désignant  le  nombre  impair  qui  précède  n^  et  si  /i  est  impaire,  il 

faut,  à  cette  expression ,  ajouter  +-l(i+Jt^),  ou  — -l(i^-jc),  seloa 

que  m  sera  impaire  ou  paire;  or  on  voit  par  ce  développement ,  que 
rintégrale  proposée  s'évanouit  lorsque  ar=o  :  il  sufllt  donc  de  trouver 
ce  qu'elle  devient  quand  ou  y  fait  x  infini.  Pour  cela,  nous  allons 
considérer  séparément  la  partie  logarithmique  et  la  partie  circulaire. 

1*.  Quand  x  est  infini,  y  i^^axcos—  +x*  se  réduit  à  x — cos  — , 
et  Ton  a  par  conséquent 

1^1— aa:cos-^+^*  =l(a:— cos  J)=la:4-l(i— ^cos^)  =  Ix, 

à  ^  cause  que  -cos—  s  évanouit.  Si,  pour  abréger,  on  pose^  «=  û>,  la 
réunion  des  fonctions  logarithmiques' formera  la  série 


six 
;  '^  •  —  — -{C0S/7W  +  cos3/?iâ»4rCos5mû> +  cèsn7iâ»}.,. 
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avec  Vappendice  :iz-\(i+x) y  si  n  est  impaire.  Celle  série  est  com- 
prise dans  celles  dont  on  a  donné  la  somme  n!"  10 1 3.  Pour  employer 
les  formules  de  ce  numéro,  il  faut  y  changer  a:  en  /*-—  i ,  ^  en  mcû, 
&ire  h;=:2  et  p:=am(ii)i  on  trouvera  .     . 

Scosmicù  =  —   .     ^  ^«    —  — »>cos/7»û)=— -A-ï-~^^ , 

Dans  le  cas  où  n  est  paire,  on  a  r=r=;i— i*  et  le  résultat  que  Ton 
vbnt  d'obtenir  se  réduit  par  conséquent  à  zéro ,  à  cause  que  /ti.  est 
nécessairement  un  nombre  entier. 

^Si  n  est  impaire,  il  faudra  tenir  compte  de  Tappendice.  rb  —  ;  mais 
on  aura  alors  r=7i— 2,  et 

.Scos  rmcù  ;= ^^; ==  —  — ^-^ <-  —  ; 

or,  8in(/n7r — ma)  =  db sin wâ> ,  selon  que  m  est  impaire  ou  paire;  il 
viendra,  en  conséquence, 

alx  o  \x  Binmm    t_\x 

-^.  —  p  cosrm^  s=  =P •' 3=  — 1 

ce  qui  se  réduit  encore  à  zéro. 

La  partie  logaritbmiqulB  de  Tintégrale  cherchée  s'évanpuissant  ainsi 
dans  tous  les  cas,  il  faut  examiner  ce  que  deviennent  les  fonctions  cir*- 
culaires  qu'elle  contient.  Leur  terme  général  est    . 

a    .                     /^                  xsmru     \ 
-8m/77tû».arc  { tangss ): 

Tare  indiqué  s'évanouit  lorsque  xzs^o;  il  est  égal  au  quart  >de  la  cir- 
conférence quand  x  =  j^^>  et  il  a  pour  tangente — ^^  s=  —  tapgr^^  ; 

quand  x  est  infini.  Dans  ce  dernier  cas,  il  est  donc  égal  à  tt — rûàz  opi 
a  donc,  pour  la  valeur  complète  de  l'intégrale  cherchée,  la  série 

î  |(^ — Sù)sixun6ù^(7r — 5a)sîn5m«-|-('7f-^5û>)sin5m...  .-[-('îr— râ>)sin77Wft)}, 

qui  se  décompose  dans  les  deux  suivantes 

î TT  (sinm»  +  " sin  Zmcù  4-  «in  5/iiûi  +  etc. } , 

—  —  {sin  nw + Ssin  Znuo  -4-  5sin  5/w»  +  etc. }: 
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La  somme  de  la  première ,  déduite  des  formules  du  n''  xoiS^  donne 

-TTOSmr/Tiû)  s=-      r^^ — . 

n  n  8in  in# 

Celle  de  la  seconde  se  tirerait  des  formules  du  n*  g58  ;  mais  on  y 
parvient  immé(Uatement  en  différentiant,  par  rapport  k  œ,  l'expression 
de  Scosrmm ,  rapportée  plus  haut  :  on  trouve  ainsi 

—  m  {8În/w»-f-  5sin3/7z^  +  5sin5/7ia»  +  etc.}  sss 

■  ^  ,  in(r4*  i)  cos  (r  +  i)m#         m  sin  (r  +  i  )m#  cos  m#  , 

âsîn  mti  aÇsinma»)*      *      ^ 

d*où  l'on  conclut 

rco8(r+  i)mm    .      sîn  rm^w  , 

Maintenant  si  n  est  un  nombre  pair^  on  aura  r^zn-^i  , 

cos  (/'-+•  l)/»^   =   cos  «mi   =   COS/TWT, 

sin(r+i)//iâ)  =  sin  mTT  =  o, 
<,   .  1— cosmsr  ^t     •  ncosmtr 

Ssinrm»  = : — r- ,        orsmrm^  s=  — ^  — ^ , 

asmTTu/    '  asLnm«  ' 

enfin 

:      '  Qw  n   •  2#  n     •  flar  1— C08mîr   ,   Qm  ncosmir  w 

•       —Ssinrmoâ»^  —  Srsinrmmsss :-- — H : =:--: * 

.      B  B  n    2fiinm*i     '    n  23m  mm      n»mm#  ^ 

à  cause  de  nco  =  tt. 

Lorsque  n  est  un  nombre  impair^   il  vient  r=;2— 2^ 

C05(r+i)mû)  =  cos(/7OT — mco)  =        cos //itt  cos  ma»  ^ 
5in(r^»'i)/?iâr  cr:  sm{rmr — ma>)  'c=z  ~  cosmTTski  meû, 

d*€lii  l'bnr  tire   .      , 

li         <\      '  — »>.sm/7na>  —  —  orsinrmcû  =z 

.         -,  .  '^  '^ 

'*(i  -^  COI  mîT  c68m«)  ^,    #(yt«^i)  cosmy  cos  mm        mcoam^rcoBmm 
n  sin 700-  **  uânmm  nsinmm        ^ 


ce  qui  se  réduit  à  — : ,  en  observant  que  ncûzizTr. 

*  nsmm«'  i* 

On  voit  donc  que  dans  tous  les  cas,  l'intégrale  /  —j^ — >  prise  entre 
les  limites  or  =so  et  x  infini,   est  égale  à  — r^^ — ,  ou  à  — ^ — ,  ainsi 


que  nous  l'avons  annonce. 


nsiji- 
n 
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p  _ 

1 170.  Considérons  encore,  avec  Euler,  la  formulé  y2r™""Mjc(i — x^Y  , 
en  y  supposant  les  nombres  m^  n  ei  py  entiers  et  positif  (^).  Si  Ton 
fait  d'abord  i— j:r"=^%' on  aura 

a:*  :=  (i  — J")",    iwaf""'djc=  •— /»;'"""'d;^(i'-^")"^, 
d*où  il  résultera 

mais  en  observant  que  les  limites  ar=o  çti  ir.=^iî. répondent  ajr=:i^ 
j-  =  o^  on  changera  le  signe  delà  seconde  intégrale  en  changeant  Tordre 
de  ses  limites^  et  Ton'  en  conclura  que'  >  '  '   '  ' 

lorsqu'on  prend  J'une  et  l'autre  intégrales  entre  les  limites  o  et  i.  Rien 
n'empêchant  qu'on  écrive  dansie  second  'miémbré  jtj  li  la  {yfàcë'dèy^ 

on  voit  par  la  que  l'intégrale  ya^"|"*djr(i--*jc")  «  ,  prise  enWe  les  li- 
mites o  et  I  ^  conserve  la  même  Valeur  lorsque  Ton  y  permute  les  ex-* 
posans  m  et'T^;  sidônc  «onfait^  pour  abréger^  .  >  •    >fs  . 

on  aura  cette  équation  remarquable 

<p{myp)  =  (p{p,m)..\.\..:{i).  •--     '  ■  • 

]M(ainlen;in^9  «n  fsiisapt  usage  de  \^  forpi^lp  I  du.tabl^ude.^b  page 
46  du  deuxième  volume,  on  aura 

ce  i^it  dpçne  l'équatjon     '  .    ,  ^     ,^ 

•     *    *   ".*fi  'i''!    ■     ^!r   '       '?  "    ';;    '     '"        "î"        '."i — ,  ,\\  ■  im  ■  ;jj      U" 

\\  «.<f'>. Parmi  k  grand «aomltse  d^Mtégs^Jer  4^  «q^.ftst 

rapportée  ci-nlessua  et  7diM  -  J  ,  a3liBt'étélV)BfétyferefcKferdiestrèsi-fSrfo!àdesi  oûtp^ 

à  M.  Légenthre  deyoîr  porter  une  dténômmation  particulière,  et  il  Jej  appelle  intégrales 
Eulériemtes,    ■'    . 
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^{^fP)  =  ;;;:^~^9{^—'hp) Wr     . 

servant  à  réduire  les  cas  où  m>n  à  ceux  où  m</i«  On  tirera  de  même  de 
la  formule  II  le  moyen  de  rendre  pK.n. 

Si^  dan$  ravant-dernière  équation^  on  subê^titue  ma  m — n,il  viendra 

d'où  Ton  tirera 

7a-»-'djc(i— Jtr-)  ~  =:  Î2±P  /x--»-— «dx(i— ^)  '^  . 

En  répétant  la  réduction  que  présente  cette  dernière  équation^  on 
obtiendra 

''  m        (m-frt)     (m+un) .(fii+m)     •'  *  ' 

^n.  posant  (i—jc")  «.s;:^^;  da^xaéJfïf.^^ 

ainsi  la  comparaison  des  intégrales,  prppo^ées  j^stirtmenée  à  c^lle.de 
deux  intégrales  de  même  forme  ^  dans  lesquelles  l'exposant  de  x  y  hors 
de  la  parenthèse^  peut  être  rendu  aussi,  grand  qu'on  le  voudra.  Or^ 
si  Ton  fait 

fi+i)n=:cà.  x^-^zst.  d'où  arw+*^ïdx===-^  ,  ^''-f-^»d.r& -î^-^^ 
'  les  limites  de  t  seront  iès  mêtnes  qne  ceHes  de  xy  et  fl  viendra 

mais  plus  on  augmente  le  nombre  ^^  plus  <'»+'»^  rapport  des  diffé- 
rentielles y  approche  de  t!"  ou  de  l'unité  qu'il  ^  pour  limité  ;  il  en  est 
de  même  des  intégrales  y  puisqu'elles  *sont  prises  dans  la  même  éten- 
due^ ou  sont  composées  du  même  nombre  d'élémos  (47^  ^  Passant 
doQC  à  cette, limite^  en  supposant  i  infini^  on  aura 

>  '     fXx^'àjf »(m, p) (m4-p)(wH^+»)>-'  ^  rfy+n) 

/Xx'-dx  ~  ^(r,^  —      711     (m+n)....    .  ^  (r+pXr+p+n). ../         ^ 
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Remplaçons  h  présent  r  par  m^^q^  il  viendra 

ç(/n+  q ,  p)        m(m+ii) •  (m+g-f  p)(m+9+p+n) ...» 

équation  dont  lé  secoiid  membre  demeuré  le  même  9lorsqu!on  éckange 
entr*elles  les  lettres  p  et  q^  et  d'où  il  suit  que 

f(«+7;  p)   :     ç(in  +  p,9)** ^  /• 

Les  équations  (i)^  (2)  e(  (3)^renferment^implicitement^^outes  les;propriétés 
que  nous*  avons  à  faire  connaître  relativement  à  la  fonction  9;  mais 
avant  d'entrer  dans  ce  détail^  examinbifs  les  caà  dans  lesquels  cette 
fonction  a  une  valeulr  algébrique,  ou  ne  dépend  que  de  la  circonférence 
du  cercle. 

1171.    Lorsque   )[>==«,    on  a  seulement /à^'^'djc,   d^pù  l'on  tire 
^(m,  />)=  —  ;   et  en  vertu  de  Téquation    ^(jnyp)=:(p{py  m)^  on  en 


conclut  que  ^(/i,  m)  ==  —,  et  que  (p(/i',  )i)  =  -. .  .V, (4). 

Quand  n^^^m^snp^  oij  rend  llntégrale  /•- rationnelle,  en 

disant  — ^^ —  =  2^  d*oii  il  résulte 
1/1— «• 


^     ■.  =  z-,     ^=:;^-,       /ilar  =  /ilz— l(i4.«-). 


d^  _  ^*        a*"'dB  ^__^        dg        ^ 
et  avec  ces  expressions  on  obtient 

Les  valeurs  de  z  qui  correspondent  à  :r=o  et  à  x=i  ,  étant  o  et 

YXiv>  qni>  dV 
près  le  n*  1169,  se  réduit  «lors  à  — ^— .  On  conclut  de  là  que 

nsin  — 

<p{my  n--m)  =  <p(n^m,  m)  =  —~^^ (5). 

n  sin  — 

::  ■  n  •       ,    .  ; 
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5*.  Sî  dans  lequalîon  (5)  on  fait  qr=:n — m-^p^  on  en  déduira 

<p(m,  p)(p{m+p,  n-^m^p)  =  ç>(m,  n^m^p)p(n—p,  p); 

cbangeant  ensuite  .dans  la  même  équation  (3)^  p  en  n^^n-^p  ^  et  q  en 
n — m.  elle  deviendra 

multipliant  cette  équation  et  la  précédente^  membre  à  membre  ^  et 
supprimaût  le  Êicteut  commun  ^(m^  n^-^m — p)^  6n  aura 

(p{m,  p)9(ni^p,  n-^m'-^p)f(n — p,  n — m) 
55S  pÇn^^Pf  p)^{p^9  nr^m)^{n^  U'^mr^p). 

Or,  d'après  les  équations  (4)  et  (5), 

^(n.n^^m — p)  =     '        — •  ''    ' 

n  sm  — 
n 

nain  •^-- 

substituant  tes  valeurs  dans  Téquation  ci-dessus,  elle  donnera 
^('»>  /^X'»— ;^>  '^^)  =  -* ~;;;;^ — =^-  •  •  -(6)  ; 

nCn^^m'^p)  sin  —  sîn  — 
Il  n 

cette  équation  nous  fait  voir  que  la  valeur  de9(/i — py  n  —  m) ^  ou 
fQi^^my  n — p)j  ne  dépend  que  de  celle  de  p{my  p)  et  des  fonctions  cir- 
culaires. M.  Legendre ,  à  qui  Ton  doit  cette  remarque  et  les  suivantes^ 
regarde  la  formule  ç(/ï— /w, /i— />)  ,  comme  le  complément  de  9(ni,p)j 
parce  que  les  exposans  de  Tune  réunis  à  leurs  correspondans  de  Taufre, 
font  la  même  somme  n. 

L'équation  (6)'  nous  conduit  à  deux  résultats  particuliers  qu'il  est  bon 
j^e  connaître.  Lorsque  /?  ;=r  m,  on  a 

aircot  — 
Ç(»»,m)^(l»-OT,»^M»)  =  ^j^;j^^ (7)j 


Digitized  by 


Google 


DES  INTdGKALES  DÉFÎNÏES.  4a5 

ei  quand  mî»  n — ip,  il  vicBl 

*C»^Vl  P)fO^Pi  V)  =  •  '  *api, .,.....'. .  (8). 

np  «in  ^^ 

LVquadoii  (3)  peut  aussi  se  transformer  en  ^^ 

«n  y  changeant  ^  en  n—- 771  ;  et  mettant  alors  les  yaletiri  des-  fonction^ 
du  second  meoibre,  on  obtient 

npùa —  .-  , 

n 

La  supposition  de  ;^=m  change  cette  dernière  en 

ç>(m,  m>(2m,  /i— 771)  = ^ (10)  ;' 

nm  «in  —  '  \   ^ 

n 

€t  ce  résultat^  étant  comparé  à  Péquation  (8)^  conduit  à 

p(^py  p)  =  ^(ur^npyp) r2 cos  ^. .  •  •  • .  ;  .%(ï  1).;     * 
Maintenant  que  nous  ayons  fait  dépendre  les  yaleurs  de  . 
(p{n^P,rk^p)y      ^(n'-^pjp),      ^(p^P>^p)i 

de  celle  de  (PiPfP)^  ou  de  <p.(m^  m) y  il  faut  chercher  à  simplifier,  au« 
tant  qu'il  est  possible,  la  forme  de  cette  fonction. 

1 172.  Pour  cela,  faisons  1  —  a::"  sss  ^ ;  d'où  x  =:(ïdb|  i Vi  — Jcl*)*, 


m. 
—  I 


Qund  pzsmf  on  aura 


ri     ^       • 


-— I  m_ 


S5=  (iz»)»       assa    »      a"»-". 


et  par  conséquent 


/; 


5.  54 
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en  prenant  le  signe  +  à  canse  que  rinjLfigr^Ie;  proposée  ^  pft^ItTve^ 
Les  limitée  4e  Tintégrale  en  z  s'obtiennent  en  considéraixt^réquatioit 
4x"(i— ^")  =sz".  Si  Ton  y  suppQ.se  a:=o  et  x=:i,  il  vient ,  dan» 
l'un  et  l'autre  cas^  z=^Oy  ce  qui  ne  donne  que  la  même  Umke;  mais 
on  en  trouve  deux  en  prenant  lintëgrale  reKitive  à  or^  en  deux  ftiis^^ 
savoir,  depuiii^^fax;^  jusqu'à  H  Talpur-de^o?  qai  tipptk^.k  iS=:  i,  et 
4içpu|«  f  ^R  d^^pW^  ju^u'à  a:rn^ip  d>'ou.  réaultev  çssp^O.  Otjf  qijajwjl 

z=i,  on  9L  x*s:sj,  ou  ^=:-^; ainsi pr0ikbel*>m<grat»l^^»^..Ji^»i  ««y 

^i  ■       i/o— Jî")*^ 

depuis  x=o  jusqu'à  JT  =: ri— ,    et    ensuite   depuis    xs»— —    jus^ 

qu'à  xz=:iy  ce  çera  la  même  chose  <jue  de  prendre  rtptégraler^ 

depuis  o  jusqu'à    i  y  et*  depuis  i   jusqu'à   o^    ou  prendre   te  double 
de  sa  valeur  eoti;e  les   lixpitea  2s=^a  <t.  2=  i»  U  suit  de  là  que 

♦(""■'»)  -»'"?/^-*'"'/^. ... ...(,.), 

puisqu'il  est  rndîfïereiit  d'écrire  x  pour  z. 

Ce  résultat  i^àaièné  à^  unes  gvai^'^  shxqplické^  ies^  va^r»  cEe* 

"'"'      '^"'     '^^?..'')-^:    <P(?V^)/    f(3^5)V    ^iRïc^''    '    .     '    / 
.    Si  Ton  compare  les  équalk)ns  (7)  et   (ia)>  il  en  naîtra   cette  reh^ 

.  lion- rtnforquable- '  ' 

nvrr 

Si  Ton  fait  1  — x'sjc'z*,  on,  aura  unt^  tnansfornrée  qui/,  dans  le  cas 
où  n  sera  paire ^  et  où  /»+;>  =  î»,   donnera^ 

les  limites  étant  2  =  o  et  2  =  infini. 

Si,  dans  la  transfor-mee-objernie  plus  fiant ,  par  la  supposition  de  • .  *' 

j — **=2x»'  ^"  ^^^*  m—p:=si\ny  en  observant  qjj^.  , 
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et  c^tigeint  8  enî  a%  bh  ett  tirtrtt    '  .    ,  .  - 

^i,+,.  ,)  =»-?C/^  -/^} (.5). 

En  posant.;?  =  ^n^  on  aurait  immédiatenléxU > 


^f"'^»)»/^^ -m- 


ôa  obtient  encore  une  traAsformée  utile,  en  faisant  t-^àc^'ss^z^x'^f  ou 
je~'=îH-îv/i  H-aVlorsque  m-^aps^ri)  il  vient  pour  9e  cas,  qui 


Tîntégrale  étant  prise  depuis  z=:o  jusqu'à  2=  infini.   En  combinant 
ce  résultat  avec  l'équation  (ii)>  et  changeant  p  en  m,  on  trouve' 


» — T nurTz      àz 


et  en  coi»p^rant  celai -ci  fivec  f équation  \x^^  o|i  en  déduit  . 
. =  cos  — /  .■-„■— r  ig) , 


>   .       ,    ^v.     ..•       .    ,.;    .      .. 


-  •  é  •  f 


en  observant  que  m  soit  toujours  moindre  que  -rin 


a 


Getté  dernîèrci  écpatïon  notiè  offre  une  paAiènÉalîtê  rèttaii^qbàble.  ^{ 
Ton.  /ai*>  dan^  le  premîf  r  aie.m^MPe  ^5rF.»)-Tt/;%.  9*^  «=rJ\T-îIï  dafaç.le 
second^  les  intégrales  à  obtenir  sont  alors  .^  , 

qrléhd  TeMpManF  /^  «strîiA^p&ir^'  nfliM  fe'  t>r6tn}èli^e  '  dbit  être 'pvisle  de^ 
puis^=  o  jusqu'à^  ==1,  et  la  seconde ,  depuis  7"=  i  jusqu'à' /ass  in-** 
fini.  11  suit  delà  tjfkéw  l'oÉ  ^Atei^Hé^  j^ar  P  lé  ^ito3«f  lâftiMt  >  et  par  iH 
le  second  ^  on  aura 

P;=iî'cosîî^,    , 


Digitized  by 


Google 


4a8  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DE*  VALEURS 

€'est-4L«-dire^  que  les  deux  parties  de  la  même  intégrale  sonl  eIllr^elIe9s 

dans  le  rapport  de  cos  —  a  t. 

Les'éqtiations  (14)  et  (18)  combinées^  donnent 


2m 


(fi(rn,  ni)  =:  2       ^  cos —  ^(^«— m,  m).  • . . . .  .(20)  y. 

et  comme>  en  vert»  de  réqualibn  (i),  la  fonction  ^(j»— -/w,m)  est 
la  même  que  (p(myjn — m)^  il   est  visible  que  dans  le  cas  où  n  est 
paire  ^  toutes  les  valeurs  qiie  peut  prendre  le  second  memBre  dfe  Të- 
qtiation'  ci^dessus*  repondent  à  celles  de  /7f ,.  dépuis  o  jusqu'à  '^n: 
Si  Ton  met  ^/i— -m  à  la  place  de  m,  dans  réq]uatiott  (ao) ,  il  vient < 

^^/ï— m,  i»— w)  =  3~  sîû  — ^m,  in— ''^Ïj» 
d*bu'  Ton  âieduîc 


u^ 


ç{m,  m)  =a      "  Got  —  ^(in— m,  i»^— mj., .  ;••  .(21)^ 


équation  qui  donnera  la  valeur  de  ^(m,  m)  pour  tbus  les  cas^  lors--^ 
qu'on  la  connaîtra  pour  ceux  dans  lesquels  m  ne  surpasse  pas  ^n. 

Si  y  dans  Féquatîon  (i4)yOn  change  aussi  m  en<£/i-w?iy  oji  aura-^ea^ 
verlu  de  Téquation  (l),  celle-ci 


dont  le  second  memBre  résulte  immédiatement  da  premier^  en  écn^ 
vant-au  lieu  dt  z}  et^  en  ht- comparant  à  Téquation  (19),  on  eu  con-l- 
elura  la.  saivanUr  ^  ^ 


l-r-p^^Z  =    COS  — /   ^ 


1175.  Maintenant^  passons  à  la  discussion  dés  diiSeréns  cas  que  pent 
présenter 'l^evaluàti^a  ide  la  fopiclian'  9(^fp},    pour    ^ver$tfSi.  va*-. 

:i*>  Soit  np^sj^j  p<i^'aivo9f'8eiiI«m«at:c$»(roi8;f<^notiG|D*>  .      ' 


^(ï,  0.. 


l.l 
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et  d'après  les  équations  (4)  et  (5), 

*('.')  =  — ,=1  * 

a 
3\  Soit  ;»=:S;  nous  aurons  les  foaGlioas^ 

en  eiccluant  Tes  fonctions  ^(i,  2),  ^(i^  3),  etc.  y  qni  sont  idenli(|ues 
avec  ^(2,  1),  ^(5,  1),  etc.  L'équation^  (5),  lorsqu'on  y  fait  /rsbi^ 
p^!=\y  7=^;  donne,  en  changeant  ^(i^  a)  en  ^(^^  i)^> 

(F(ji,  r)  (p(a,  a)  =  (^(2,  i)  (p(5,  1)^ 

d*où'  l'on  lire  Ta  valeur  de  ^(a^  a),  au  moyen  (Je  celles  de  ç(i,  1) , 
f(a,  i)^  <p(3^  i).  Les  deux  dernières  sont  connues  :  l'une  dépend  de  la 
quadrature  du  cercle,  en  vertu  dé  l'équation  (5),  et  l'autre  est  déter- 
minée par  l'équation  (4y.  En  représentant  donc  par  A  la  transceûdanle 
<f(i,  i),  et  faisant^,  pour  abréger^ 


«V 


nous  anrons 


^(5,  i)  =  r,        ^5,  2)'  =  i.,        ^(3,  3)  =  i,. 
^(2,  i)  =i  «,        ^(2,  2)  =  3,. 

cTbii  Ton  voit  que  tous  les  cas  que  peut  présente»  l'intégrale. ...... - 

/3  .       ^' — ,  ne  dépendent  que  de  la  seule  transcendante  /  -5 ttj» 

égalé  à  ^^fr;r^^  y  o^  à  oT^f  yÉLsi,  en  vertu  desr  équations  (12). 
ef  (17},  et  comprise  dans  lés  fonxîibiis  elliptiques  (4^1  ï>  4^5^  5o4)- 
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3*.  Soit  nss/^;  nous  aurons  les  dix  Ibaclions 

j0{3,  i),      <p(a,  a), 
^(5,  i),      <P(3,  2),      ^(5,  5), 

K4,  0,     <P(4,  a),     ç»(4,  5),     <p(4,  4); 

réquation  (3)  donne  ces  relations 

^(i,  i)  ^(a,  a)  =  <pCa,  i)  (p(3,  i), 
<p(i,-i)  ^(5,  a)  =  ^(3,  0  ç>(4,  i), 
^(a,  i)  (p(3,  3)  «  <p(3,  i)  ^4,  a). 

On  %  i^ar  l'équation  (4)  1«9  fonctions  dans  lesquelles  le  premier  nombre 
est  4)  l'équation  {5)  ramène  k  1a. çiUMkatnre  dn. cercle  toutes  celles 
dans  lesquelles  la  somme  de»  deux  nombres  est  égale  à  4  •  il  ne  ksIù 
'  donc  à  déterminer  que  les  quatre  fonctions 

*(i,  0»      ^(2,  0»      <P(5,  3),      ^(3,  5), 

et  au  moyen  diss  relations  ci*dessu8'^  on  fera  dépendre  les  trois  der- 
nières de  la  première;  mais  nous  observerons  que  les  équations  (7) 
et  (8)  donneront  immédiatement  ^(5,  5)  par  ^(i,  1),  (p(2,  i)  par 
9(3>  :i).   La  seule  transcendante  ^{j,  i)  suffira  donc  encore  pour  ce 

cas;  elle  se  ramène^  d'après  les  équations  (13)  et  (18)^  à  2^f~rss=ss 
r  y  et  rentre  ainsi  dans  les  transcendantes  elliptiques.  En 


désignant  par  ^ ,  comme  le  fait  Euler,  la  transcendante  f(a,  i),  et 
par  a  et  ^  les  fonctions  (p(3,  i),  ^(a,  a),  qui  se  rapportent  à  la  qua- 
drature du  cercle ,  on  formera  ce  tableau  : 

^C4,  1)  =  1  ;    <pi4,  a)  =r  f ,     ^(4>  5)  =  i,     <P(4,  4)  =  ^• 

^(3,  ,)  =  «,      4>(3,  a)  =  i,     ^(3,3)  =  ^^, 


a,  i)  =  ^,^(a,  2)=p  fi^ 

fi 


4^  Soit  n^=^5;  la  fonction  ^(m^p)  présentera  pour  ce  cas  quinze 
formes  diverses ^  en  excluant  les  permutations  dounées  par  çÇp,  m); 
réquation  (5)  fournit  alors  les  relations 
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*(2,  1)^(5,  3)  =  ^(3,.  a)  f  (5,  1), 
9(5,  1)  ^(4,  2)  =  ^(3,  2)  ^(5,  1), 
^(2,  a)  <P(4,  5)  =  ^(3,  2)  ^(5,  a), 
*(5,  i)«K4,  4)  =  ^4,  i)K5,  3), 

qui,  foiotes  >  celles  que  noas  avons  employées  pour  le  cas  de  «  =  4  ,• 
donaentle  moyen  de  déterminer  six  fonctions,  à  quoi  réunissant  les  cinq 
fonctions  de  la  forme  ^(5, /j-)  ,  égales  à  i,  en  vertudel'éqwlion  (4), 
pw9  Us  fonelion*  ^»(5,  a)  =/3  et  <p(4,  0=:«,  dépendantes  du  cercle 
i  cause  que  m-\-p=s5,  il  restera  seulement  deux  transcendantes  ir- 
fédoclibl^f.  Choisissant  les  Ibnctions  ^S,  i)=3^,  ^a,  a)==jB^,' on 
aura  le  tableau  suivant  : 

^(5,0=1,    4>(5;  a)==i,^5,  5)  =  i,    ^(5,  4)  =  i,    ^(5,  5)  =  i; 

Ce  tableau  montre  que  Ton  aurait  pu  ëgaleinent  prendre  le*  ftm(V 
tions  ç(2,  2)  et  (p(i,  i)  pocir  y  rapiporler  ks  autres.  Les  équa- 
tions (7),  (10)  et  (lï),  offrent  les  moyens  de  rapporter  inimédîalemenl 

(P(4,  4),     ^(4,  3),     (p(5,  0  à  ^(i,  i), 

et  d'après  les  e'qualîons  (la)  et  (18),  on  a 

En   contFnuaitt  cette  énuméVation ,  et  ne  faisant  usage  que  des  rela>«^ 
tîons  particulière*  qpr  foiit^ak  i/i>n9édM(le»enl  réqiia^i<^  (3),  Enler  a 

trouve  que  les  diffe'rens  cas  de  la  formula    1  -^ — ^  pouvaient  se 
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ramener  en  général  aux  suivans  : 

^(n— 2,  i),    ?(/i— 5,  2),     ^(n— 4,  5),     <f(n—5,  4),    «le, 

4ont  le  nombre 9  lorsqu'on  «xclot^  comme  on  le  doit^  les  permutations 

des  exposans  m  e\p,  est  ^~    ,  quand  n  est  impaire^  et     ~  ,  quand  n 

isst  paire; 

1174*  La  formule  générale  de  cette  réduction  n^était  cependant  pas 
jconnue  xl'£uler;<:'est  M.  Legendre  qui  l'a  obtenue  ^  à  peu  près  comme 
il  suit. 

Si ,  dans  l'équation  (5) ,  on  fait  /»=:»—;?  —  k,  et  ^  ==  1 ,  elle  devient 

et  par  son  moyen  on  djéduit  f(nn^p — k^p)  de  ^/^t-;?— A:-4-i ,  ;?),  lors- 
qu'on connaît  les  fonctions  du  second  membre  ^  dans  lesquelles  le 
deuxième  élément  de  la  fonction  est  égal  à  l'unité  ;  or^  ces  dernières 
6^expriment  par  des  valeurs  de  ^(/w,  p)^  dans  lesquelles  m*{-/r=n — i. 
En  effets  si  on  prend  d'abord  k=i  1  j  l'équation  précédente  se  change  en 

d'où  Ton  tire 

en  y  metlantles  valeurs  de^(/2 — PfP)^  ^(»— 1 ,  1),  fournies  par  l'équa* 

tîon  (5),  et  en  y  faisant  -  =û>. 

Maintenant  si^  dans  l'expression  de^(/i — /'-~ij  1)^  on  change/?  eu 
p^k-^iy  on   trouvera 

<p(n^p^h,  ty:=.<pÇn^p^k,p+k^ryh(E^'Z}h. 
puis  faisant  dans  cette  dernière  ^=0^  on  obtiendra 

ei  avec  ce^  valeurs,  on  transforme  l'équation  (S')  en 

'p(n'^p^-'k,  p)      y(yt — p  — fe|  p  +  A  — 1)     8in(p+ft —  i)^ 
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Les  fonctions  du  second  membre  de  celle-ci  satisfaisant  a  la  coa- 
dition  que  la  somme  des  deux  nombres  compris  dans  ^  égale  n^  i,  sont 
nécessairement  déterminées  par  un  seul  de  ces  noitibres.  En  représen- 
tant donc,  pour  abréger ^  ?('**"/' "^ïjT')  V^^  ^(p)^  l'équation  précé- 
dente se  changera  en 

Posant  ensuite  k^ssa,  ssS^  etc.,  on  trouvera  Successivement 

etc., 
d'où  Ton  s^élevera  satas  peine  à 

sia«sma« .'.siii(/t — i)mj 

équation  désignée  par  (k)  k  la  page  22S  du  premier  volume  des  Exer^ 
cices  de  Calcul  intégral,  et  faisant  connaître  la  fonction  ^^  lorsque  la 
somme  de  ses  élémens  égale  U'—k. 

Lorsque  m+p=:n^kj  on  a  mzi=in-^p'\^k}  et  faisant  toujours 
^  =  1^  l'équation  (3)  donne 

^(n  — p  +  A , p)_ ç(n—p+k,  0  .^tf\ 

On  a   d'abord^  par  Téquation  (2)^ 

f(n  +  k,i)^^^ip(k,i)} 
puis  changemt^  daps  Téquation  (^5) ^  j»  en  /»— «A-«^i^  oh  en  lire 

expression  qui  revient  à  .      - 

pnbqae  •        -i      ,       .,» 

5,  W 
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«n  verWdb  Fi^qtiâlîbtf  (i),  et  qbé 

Cbangeant  encore^  dans  Fécpalioa  (aS)^  p  en-  fi^^k^^ï y  ëÙe  èiéà^ 
Bera  • 

Subslftilani  ces  Valeurs  dans  1  éqpatioa  ($'%  et  r«OT«r«aiU  cBacaor  cfe- 
ses  membre»,  e(h  tnn^  e^fîfa 

Celle  dernière  fbrnrale  raUacRe  ^-w-r/^+r, /^)  à  ^/»— />,j|^,  doi|î-- 

née  par  l'^ëquadon  (5);  mais  il  faudràii  alors' troiiver fa  valeur  de  ç(o), 

ce  qui  n'est  pas  sans  quet'qae'dlfficiiltë;  et  H  psœatt  ukis^sibQtple -de  conip 

mencer  i^ar  prendre  kasrh^  et  de  çhei'cfaeF  imméoiàlement  f(n — p^^J>)y 

^eii  fiisaaK  Air'sàA^^p  et  q^=:ty  dans  reqttatittti  (3)^  qui  devient  alofS 

et  dblMfè 

valeur  qjoe  les^  équations  (4)  y  (5)  et  (sSJ  transformenr  et» 

Ota  a  ensuite 

9(n^p^!^,p}  ^ ^.^. ^ ^ ^^ . J V ^j 3i^p,3^(^,)^i„^_^)^ r 

et  r«irtontairt  ainsi  de  proeU  %i»,pptrGbb^  ^  filftiibt  )tël!i,  u^  'âi&^/éVc», 
on  obtiendra 

équation  qui,  Iwsqu'on  vy  çliapge  A  en  *^i-y  4«:^ttat  K^^         (n) 
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He  1m  pa|çe:  alo  du  premier  ^iime  des  Exercices  de  Calcul  intégral, 
el  fipi  fiiit  coiraal(j[^  les  valeurs  de  la  foniction  ^ ,  lorsque  ta  somme  dé 
ffis  &éwfei^B  ,^  ^lh  ^  Hh  ?  a  ^^  i^^  où  /^e^lç  fioguoe  esl  i^-l- 1  nya^jL  ptf 
considère  k  part. 

BL  Legendre  observe  que  la  formule  (24)  pourrait  embrasser  le  cas 
oè  m^p^n  -hk,  en  donuaat  h  kle  sîgne  — f  mais  il  faudrait  d  abord 
calculer  la  valeur  de  (f(o)  et  celte  de  ç( — i),  ^(-^2)1  etc.,  ce  qu'oa 
évite  par  Temploi  des  deux  formules  {24}  ^^  X?5)« 

2175.  Outre  rimportante  réduction  exprimée  par  ces  formules^ 
OB  a  encore ,  pour  simplifier  le  calcul  des  Iransceadantes  contenues 
dans  9(ff,  /») ,  les 'remarques  .faiteis  9  d*après  M.  Legendre ,  dans  les 
n^  1171  y  ifya,  qui  ramènent  celt^  fonction  |ia  cas,particutifT^^(/7t^  m)^ 
lorsque/»  est  impaire  ^  et  qui^  faisant  dépendre  ^ette  dernière  dp.«l« 
f{in — /7f  y  |n-*m),  par  l'équation  (21)  ,  lorsque  n  est  paire  ^  réduisent 

à  2  <^  ^     T   9  1^  nombi;e  dps  tK;a^pi^cen^2iQjtes  distinctes. 

Avec  ces  formules  ^  il  a  d'abord  ramené  aux  transcendantes  elHp* 
tiques  eeiles  q^i  répondent  au  cas  où  i^s-S^  ^=^>  4i=:8^  /ts=ia; 
et  depuis  il  a  enridiice  sujet  de  beaucoup  de  détails  /louveaux,  pour 
lesquels  nous  renvoyons  le  lecteur  aux  Exercices  de  Calcul  intégral. 

1 176.  Ce  procédé  conduit  à  une  sommation  remarquable.  Onayo^  d^s 
le  n*  1171*  q^c 

rintégrale  étant  prise  depuis  xs=o  jusqu^à  jtssi  ;  si  l'on  développe  en 
série  <^donnée  suivant  les  puissances  d^  a:,  la  quantité  -;; î , 

ifo^otk  intègre  après  avoir  multiplié  par  x"-*":*dr,  pt  qu'on  £^s.se  ^n/^t^ijp 
jTssi^  il  viendra 

i        .        n^m      ,    (/î — ^ni)(an— m) 
n— w         n^an— m)  ».ai»(Oi» — m) 

f  i77./Pour  obtenir  par  des  séries  convergentes,  la  valeur  de  llntégrale 
^   ■    — ^  Euler  la  partage  en  ,dciux  parties^  l'une  prise  entre  le« 


/; 
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Kmites  .r=£o  et^'s^^^  et  Tautre  entre  â?'=^  eï'œxe^t;  nottuiiaift 

M  la,  première^  P  la  secoade,  etformaiU  la  série  par  le  développe* 

«Deat  de  -^ ,  suivant  fes  puissances  ascendantes  de  a:  ^  il  trouve 

• Im  fl»        n+m        .an         A»       anr^m  ■  .      , 

•     .      ■  •  t/a» 

mullat  dont  ch^ique  terme  est 'moindre  t{iie  la  moitié  de  celvi  qui  le 
prpcàde;n  Faisant  ensuite  x  — o^  =;=«jrY  il  change  la  £armiile  proposée 

éti'— /y'^*d;rCï«"T7")  **    Oï7^)>'qi^'îl    f*^*  prendre  entre,  les  limite» 
jr"*==|^  et^"=o;  et  l'ordre  de  ces  limites  étant  renversé^^  on  a» 

m—fi 

Tj.^^       *  ,  f  *  _i    " — "*         ^        w '^ — "*    3/1'— 771        r 

■  -^    t/J!  fl/l         71  -+■  p  a/i  4'^  3/I+p' 

•i     '  •     Va/? 


n— m     an— m       9yi>^7it     _^ V. 

^   a/»   •    4ii    •  ■~6;r"*3/i+^  ^  ®'^'l^* 


puis  enfin  ^(/w,  /?)  =  M+P. 

Lorsque  m=^py  les  séries  Af  et  P  deviennent  identiques,  et  l'on  a: 
seulement  .  -  ^ 


m    an^-^m       r 


^/  \  3         r*        I      n— 77»  I'  '.71 

I    n^-~^m    aTi—  tti      57i —  m       i        ^^  î 

Soit,  pour  exemple,  la  fonction  ^C^,  2)„de  lac^elle  déj^end  ^(w^^),. 
lorsque  n=:  3',  on  obtiendra.- 

+±  _±-  -z:  iJË.  jLj«i»frf^  1 
=  o>545!ï5v^-  =  0^8445. 
,  La  valeijr  dé  .^(a,,  i)-,  qui  s'obtient  immédiatement  dansce  cas7(i  i-yS), 
ét^l  i,?09ao,  et  <p(2,^ a)  =  ?^^  „  oh    aura  f(i,:  i)=  1,76665,  et 
tout  sera  comiu. 
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1178.  L'intégrale  faf'-^dx{i — x*)"^  peut  se  développer  aussi  en'pro-< 
duits  infinis.  On  a  trouvé  dans  le  n*  117O9  que 

Ux  ^\ '        ....  ....  -  -    -: 

fXx^'àx_^(m^-p)(m+pr^^XM+p+i^n)  . . .       r(:r+n)(r+97i) 

fXx'-'dv  m(m'+n) ^  (r+p^r-^-p-^n) . . '. 

ce  qu'on  peut  écrire  ainsi 

'         '  *  •  ^  "  \ 

'  '■'  ■         £=?  .   •  •   .    •  .     ^     .      .  -  ■    ' 

on  rendra  posslEle  l'intégraifôn  de  la  formule  qui  est  au  dénominateur^ 
en  Éaisani  rafcsir,  el^!  entre  les  limités  :r:==o  et  :v?=ii,  im  aurai 


/r-«dx(i-a^)"îr~i^ 
d'où  Ton  déduira 


p-^n 


Oq  pourrait  oBlenîr  un  pareil  développement  de  Titilégrale.  .•*.* .... 
y!r""^djc(i'— ^■)'',"  eli'oYi  àuraft  par  ce  moyen  Texpression  en  produits 
infinis,  des  produits  limités  qui  compoiient'  le  dévélbppêïnen^  qne 
nous  en  avons  donné  dans  le  n"  tiSq.  Il  est  visible  que  cette  transfor* 
Hiation  revteni  à  cellei^ui  a  été  effectuée  «ur  les  factôrielles^  daos^le 
n-  988* 

1  r79.  La  difTérentialion  de  Péquatibn  précédente^  par.  rapport  à  m^* 
a  conduit  Euler  à  un  théorème  du  genre  de  celui  qui  termine  le  n*  ii68.^ 
En  posant 

ou  pourra  douner  à  oettc  équation  la.  forme  n 

p     p  +  /?     p  +  fl/l     p  -f-  0»  f      . 

.:  .  •   *       <y    m4-p  •  m4-p+n^   mr4;p^afyt'-  (  ^* 

tti  aépÂrantr  dès  autres  les  facteurs  ^iii  '  eonlièntienr  là  letti*e  m;  pi^ 
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nant  alors  ^  par  rapport  à  m^  la  cUfféreatielIe  du  logaritjbine  de  clia^pe 
meiipbr^,  on  trojayara 

1  AM 1       ,   y  t  \ __i u— i—      _L_4-fiic  t 

i 
considérant  ensuite  la  fonction 

on  en  déduira^  par  la  différentiajlioxi  rdyttve  à  Vj 

^=  1— V»  * 

d'où  y  par  Tintégration,  ** 

Or,  comme  le  développement  de  /^s'évanouit  lorsiyue  v^az^^  Jii  de^ 
vient -celui  de  -^  ^^  ,  quand  on  fait  y  s?^^  ^  ,ft\4t  de  là  -ju'^oU»  Jk» 
limites  (>;;so  «t  (?;^i«  q^ifi 


/v«**-ii  »  v"-^  ,         i  dur 


Mettant  ensuite  pour  M  et  t— ^  leur  Mjj^ession  en  intégrales  dâlnies^ 
en  observant  tjue 


et  en  cbangeant  v  en  «r,  on  obtient  cette  équation  remarquable^ 

4>ii  toutes  les  intégrales  .^fiopt  priaes  .en(r«  Jk«  tUmites^rs^a  et  xs:i; 
DS|res«î<mftiir     îi8o,  .Rc^renoiQS  rexj^osi^  ide/3B^-'d«(i-^a:'^  "  ,  ebteane  4vis  Jb 
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Google 


co»înus  en  pro-* 
iofiottc 


ÈÈS  tiîïTiêdRALES  DÉFINIE?.  '459 

»*i  1 78.  Les  faclears  du  second  ttiWàWe  éi&M  gtbtpéè  Hàùè  l'ordre  suivant,  ^  '^^^'^ 

•n  en  tirera)  |iàr  la  èdt]i{H>sitidh  ùà  m-^'psssn, 

et  «rtnint  p^r  1  mt^le  /±^'i(fcc(i^je)""»  ai.  Itâlêùt — =jj^  (i^70> 

j  .      '  •        J». 


''I*' •  «a  -^  .'  ■■  '"'i  ;  -•■'  '"•;  4  -^'^  ;  ••-•''v  •  elc."; 


„„n-        *"    i-îî?     ,-^2Ç     i^^iË     iu^JEl 


9é  laqûélTe  ôû  eônclûra 

'     .  '     '  '  ....  ^ 

Si  nn  iïAti^  Pifc  îî?^  itt  î— 2î^:èstiiî3»^y  oti  aura....?.'. 


an 

sm TT  =  cos  — :  subslitaant  •  ou  -  -—  —  .  aa  lieu  de  —  • 

an  »  an      'an'  u' 

cbns  te  produit  |>réGédeiU  ^  décomposé;  inf  faelMrs  stfDpba  j  iL  tiendra 

~a  "a,a4i4-.!>'.6.»^\^^  nvA'~9n*A^      a5«V  ^      ' 
résolue  ^pi  8€  fiéduU  a  ^      .  /  l     .:   *  \   ^  l 

lénqn'^  met  pour  ^  ià  ^ndeié  «npt>artb'e -^bià»  U  VA^fSÔi     ' 


etc. 
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44o  CHAP.  VL  RECHERCHE  DES  Vi^LEURS 

tenir  pour  le  sintisjçl.  Ijc  çosinii$.,  oa  aû^'a- .,  >  -^ 

ce  qui  revient  à 

'0-=  (-tX-+^X-£X'+KX-SX'+.S)  "-■ 

La  i^Vemière  de  ces  expressions  met  en  évidence  la  propriété  ^tt*a 
le  sinus,  de  s'évanouir  toutes  les  fois  que  l'arc  devient  égal  à  un  mul* 
lîple  de  7f^  soit  positif^  soh  négatif,  puisque  lès  facteurs  qui  la  com<* 
posent  Vannulent   successivement  lorsque 

l«=^,      K  = TT  y      tt  =  2^,       I*  =  — 2^,    M=3=5^,    a==  — 35T.^    etc.* 

U  est  visible  que  si  l'on  avait  voulu  exprimer   analytiquement  cette 

propriét^,^on  en^â^rait  déduit  la  nsiérae  formule  que  €i-desMS.  L'ei(- 

pression  du  cosinus  satisfait  de  même  aux   loix  que  suit  la  marche  de 

cette  fonction ,  puisqu'il  j  a  toujours  im  de  ^se,$  facteurs  qui  s'évraouit 

'  -, \  3/4-  1 

lorsque  us=5fc —^^ — Tr. 

;;  xiSk  IxB  ;expressioins  dont  nous  nous  occupons  linaintenanf  soYit 
dues  à  Euler,  quveii  a  tiré  de  nombreuses  conséquences  :  elles  donnent 
imiti^<ïiatement  les  logarithmes  népériens  à^^  sinus  et  des  cosinus;  car 

en  £siisant  «  =  — ,  on  en  Ure 

Si  Ton  dévelpppfer  «ti  sériés^  ^ea  logarithmes  indiqués,  k  «partir  ^uiê- 
nept  de  1  (i—  ^,)  pour  le  sinus,  ejt  di9  J  (i^  ^)  ptw  l»  costpas^ 
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71» 


on  aura  y  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances   de  -^ 


mv 


1  sîn  ^^  =  1  w  + 1  (27i~/70  + 1  (a^+m)— 51/î  4- 1  ^  — 18 


â/» 


-- ?(?  +  è  +  r-  +  îV»  +  i  +  «^^•)  , 
-S^Qî  +  ^  +  p  +  h  +  .i  +  «'<^-) 
—fisQs  +  ^  +  Sî  +  i^  +  i"^  +  «'*'•) 
— ^Qi  +  f«  -*-  p  +  ïi»  +  TI*  +  «"^O 

—  etc. , 

1  c'os  —  =  1  (» — m)  -4-  1  {nr\^m)  —  a  I  « 

m*-  /i,      1.1,1,        .\ 


•~  etc. 


Les   coefficiens  des  puissances  de  —  ^.daas  ces  séries,  étant  les  termes 
de  la  série  générale  S  —y  pris  de  deux  en  deux,  se  calculeront  par  les 

formules  du  n""  ioo5,  en  faisant  usage  de  la  remarque  du  n""  ciQQ,  ou 
par  des  procédés  que  nous  indiquerons  plus  bas. 

1 162.  Les  mêmes  expressions  donnent  les  facteurs  dea  sériiès 


7  ~  7X3  '^  1.3.3.4.5  ~  i.a.3.4.5.6.7  '^  ^'''•» 
'  -    T:^    +    7:^3:4    ~  'i^'.l4.5.è    4-  etc.. 


qui  sont  en  même  temj^s  les  développement  de  siaw:  et  de  cos  w,  et 
ceux  des   expressions 


e 


3.  56 
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44;>^      CHAP.  VI,  RECHERCHE  DES  VALEURS 

Changeons  maintenant  u  en  t/-—^'»  ^ï  ▼îenira 

-•(■+S(-»-^)0  +  F=X'  +  ^)«^- 

.    Avee  ces  formules,  on  décompose  aussi  ea  facteurs ,  l'expressùm- 
"— -j f  car  on  a 

1  •    ,'     Mil»  .ap;  #•        t  ^    ■■■  ■       'if 

Si:  Ton  C^it  dài^  €^  «és^^Utls  j^»flc  o^  il  vteDAra. 

^  =  «*'fO+$X-+^X-+^)'"- ■      . 

MultigUant  enlr'eltes  lei  qnanlite's  e'dk«''f  «t^::te~Voo  aura 


3« 
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t\  («•  -4-  •-')(<'  4-  e-r)  çs  e**'  -f-  e— '  -^  é^^'^^  'f  é*^*'', 

5*.  (*•  —  «-'Xe»'  —  e-J-)  =a  e*+'  —  «•-''  —  e-<*'-3'>  +  «-<'-*■'>; 

-et  élisant,  pour  abréger ,  de  -^y  s£  u,  M—^/'i^  v.  On  ÊOacIara  de  ce  qui 
précède,  le  développement  en  produits  infinis  des  trois  expressions 

«"  4-  «-■  -f-  e»  4-  e— ', 

.ef>  -f-  e—  —  c*  —  e-'. 

ii8S.  Avant  de  reprendre  la  recherche  des  valeurs  des  intégrales 
définies,  nous  montrerons  comment  les  expressions  que  nous -venons 
dVtbtenir  peuvent  ilte-  employée*  à  la  somutatioti  de  quelques  séries. 

Soit 

i  -^  jéz  +  Bz^  +  Cz*  -f-  Dz*  +  etc. 
=  (i  +  «Xi  4-  ^2)(i  4-  >zXi  +  J'z)  etc.  ; 
on  aara 

^=:«4.|8-fy  +  J'+  elç. ,  ,  , 

.     J5  fitt  a/3  +.  ay. . . . .  .4-  /3>  -+-  jS/  +  ete.> 

C  =  »$y  4-  «/2/  4-  etc. , 
etc., 

et  par  les  formules  du  n*  96,  on  obtiendra  les  valeurs  de 

.j,  srfc«r4-j84.>-t-«r4-«4-  «te. , 
.y.  =  «•4- j8'4- >*4- <r'4- «*+ e»c., 
i",  =  *»4-  j8*4-  y-{-  J^»4-  €'4.  etc., 
etc. 

Cela  posé ,  Texpressioa   ^<  T-*—  du  numéro  précédent  donao 
et  &isant  u*=ï^*2,  on  en  tirera 

*,  +  7X5  +  7X313"^  TTrr4X6r7  "*-  •^^• 

=  (i4-«)(i4-^2)(i.  +  ^^Xi  +  ;^z)(«+S*)e«<^-» 

-^  =  1X3»  ^  =  ro:T5'  ^  =  rx77»  ^  *■  tXTii»  **^* 
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SubsUluant  c«s  valeurs  dans  celles  de  S,,  S»,  •$"«,  etc.,  on-  trowe» 


•^»  =  ?  +  i5  +  p  +  *'^^-  =  1^' 

*^«  =  7^  +  45  +  ^5  +  etc.  =p55,r 
'   clc.  , 

comme  naus  Tavons  indiqué  dans  le  n*".  ioo5}  et  l'on  voit  par  Ri  que 
la  limite  de  la  série 

.*y»  =  p:i  +  p:;.  H-gïïï-f'^-h  «le-, 

ne  dépend  que  de  la  circonférence  du  cercle. 

Le  développement  en  série  de  l'expression  —^ — ,  étant  comparé  à 

son  développement  en   facteurs^   en    faisant  u^^=^^*z^   donne  suc-* 
cessivement 

j,    v^    ^^      u* u^  ,.  u^ ^^ 

*"*"  i.a"*"  1.2.5.4^  i.fl.3.4.5.6"^  i.a.3.4.S.6.7.ï  "^  ^*^' 

'"^  i.a.4'^i.a.3,4.4»"*"i.a 6.4»  "^i. a '..'.8.4*  "**  ^^^' 

■^  «ri  <5r^  qr* 


^1  =  — h  — h  -e"  4-  etc.  =  -  -^  , 


9 
^-  =  r»  +  il  ■♦-  ^»  +  etc.  ==  ^^g  j, 

P  "r  asi  -r  ctt; 1.3.3.4.5  ?' 

*  _i_    *■    _i_    j  373- 


•y»  =  p  -f-  ^  +  à  +  ®*^-  =  r 

elCr  ; 
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et  Von  aura  en  gëaeral  la  Uixiite  de  la  série 

*^i"  ~  ji;  +  g;»  •T"  gïïi  +"  "ss  +  riïi  "t*  etc.,. 

exprimée  par  îa  circonférence  dn  cercle.  Nous  observerons  que  Ton  peut 
faire  usage  de  ces  résultats  pour  simplifier  lès  séries  du  n"*  1181. 

1184*  Ayant  obtenu  séparément  la  somme  deâ  termes  formés  parles^ 
nombres  impairs^  celle  des^  termes  formés  par  les  nombres  pairs  s'en  con«' 
dut  tout  de  sulte^:  mais  il  y  a  entre  les  sommes  totales  et  les  sommes* 
parlTelles  des  relations  générales  très-simples,  remarqjiiées  par  Lorgna'^ 
et  qu'il  peut  être  Bon  de  connaiire. 

SoU 

•5^=  »  H-  .4  +  ^  +  J=  +  è  +'è >  ^  +  etc.;- 
S'=z  t  4-  ^  +  ^  4.  ij  4.  etc.  ; 

en  retranchant  la  seconde  équation  4e  la  première,  il  viendra' 

»  •  •  • 

dV)ii    •S'— '^''sBSjï  ,  er  par  conséquent^  S^  ztzS  Mi-*.-i;\  équation  qu'iP 

est  aisé  de  vérifier  sur  les  valeurs  trpuvées  dans  le  numéro  précédent. 
Des  séries  ci-dessus,  où  tous  les  termes  sont  positifs,  on  déduit  facilement^ 
celles  dont  les-  termes  seraient  alternativement  de  signes  contraires.  En' 
effet  ^  si  de 

.S  ==  I  +  ~  4^  g^^  Hi.  A  4-  i.  etc. ,. 

on  relrancHe 

le  reste  sera 

S  {ï— ^}  ==^i—  i.  +  ^  —  ^+^'— ^+^  —  elc.y 
et  en   Fe{>Fésentant  cette  dernière  série  par  ^,   on  aura  réqpatioa* 

a'"^'  —16. 

~- 6    =    ^  y 
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au  moyen   de  laquelle  oa  déterminera  Tune  des  sommes  Sy  s^  par 

Vautre. 

Les  déterminations  du  numéro  précédent  ne  comprennent  que  les 
cas  où  m  est  paire;  pour  les  autres ^  il  faudrait  recourir  aux  intégrales 
définies^  suivant  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n"*  ii44;  et  d'ailleurs  il  n'est 
pas  difficile  de  s'assurer  que^  comme  la  remarqué  Lorgna, 

fax  fax  rj^  _îsfc^^.îl±£i.elc 
J   ^J    xj  i^x  —  i   ==  a^  •+•  33   =  ^  -h  etc., 

et  ainsi  de  suite;  et  si  l'on  prend  les  intégrales  depuis  xzs.0  jusqu'à 
oczzziy  on  aura  toutes  les  séries  de  ce  genre. 

II 85.  Les  formules  qui  terminent  le  n""  1182,  étant  traitées  par  le 
procédé  du  numéro  précédent,  donnent  aussi  des  soomiations  très*élé- 
gantes.  On  en  tire  d'abord 

=  e"^^ A  +°^'*"'yYi  4  ^?'+-y Y,  4.  B;^!±L\  etc. 

V  ^  ir'+x»  A    ^  9»-*+x»A   ^  fl5ir'+W  » 


puis 


or,  il  est  &cile  de  voir  que 
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•t  qu^en  fiiîsant  a:=ii  v'— i,    ^ j^=s— p  y" — 1>  ou  aura 

MainteDant^  si  Ton  substitua  daos  Texpression  €09P^iaxiglu$îni^ ^. 
au  lieu  de  u^  — ,  au  lieu-  de  p.  — ,.  et  qu'on  réduise  en  séfie  les  fouc-^ 

lions  de  z^  savoir,  cos^et  sîn —..  on  obtiendra* 

^  'an  a»'^ 

d^où  Ton  déduira  les  sommes  des  série» 

dbnt  la  première  donne  immédiatement^ 
Nous  aurons  encore,  par- les  formoles  déjà  cttëes-^. 

^r^i'jti(i+?fy*-y'Y,+  °5r+jlYn-  '"^•^/^  etc. 
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d'où 


e 


or, 

e       ^ 


Si  maintenant  on  fait  a:i=  w\/^^^  ,  tJ^==5 — ^V^ — i ,  il  en  résultera 

cosi' — cos(u  — v)                        sînr/sinv  '        , 
^^ =  COS(^— =  COSP  —  COtr<<SlQ  9 

1  COS  U  1 C05  U  • 

=  ("  -  ?X' +  J^X' -îi^X"  +  4^-iX— îfe) '"•  5 


et  si  Ton  change  i^  en  —  —,  a  en  —,  puis  que  Ton  développe  en 


série,  suivant  les  puissancesdê>2;,rexpressioncos  — +  cot  —  sîn^,  on 
obtiendra 

1  H cot  —  —  — 7-r  —  '  .  ^  ,  cot h      j  n  Q-:  +  etc. 

an         an         a. 4/»*        a. 4.6/1'  an    '     a.4-o.8n^' 

= ('  +  ^X^  -  riisîX'  +  ^X*  -  4^^X*  +  jà^  ***'•' 

et  on  eu  conclura  les  '  expressions  des  limites  de 

S,  = î 1 \ -—i— +  --i- etc., 

ni         an  *-  m        an  -f-  ^        4'*  ""  "*        4'*  +  '"' 
•^^  ~  îï?"^  (an— m)^"^  (an-f-m)'  "^  (4Îï^^'  "*"  (4n+TO)»  "^  ^*^' > 

etc. 
On  aura  en  particulier 

—  cot  —  = ; -; ^  7—; —  —  etc. 

a/i  an         m         an— zn    •    an-^-m        ^ — m    •    ^-\-m 

1186.  Nous  conclurons  de  ce  qui  précède,  que 
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±4._i l i }.— î h— ^ -- 

m^^  n — m       n+m        an— m        a/i+m    *    3/1 — m        3/ï-f^ 

—  _2 f.  _i }.  _J etc. 

=  —  (  tang H  cot  —  1  = , 

2n\      ^   an.                an/             .   m^  ' 
'     .  nsra 

m        n— m    ■"  n-^^m       an — m    '"a/i+îTi       3n— m   '    3»+ 

L i ? --J h  elc. 

4» — m    *    4'*+''*        5^* — ^ 

=  —  (  col tang  -—  )  = 

3»  \        an  ^  an/ 


m 


=  -  col  — i-. 


mif        n  n 

n  tang 

n 


Si  Ton  combine  deux  à  deux,  à  partir  du  second^  les  termes  de  la 
première  de  ces  séries,  on  aura 

*•      -_^    I     ^  ^^       t      ^"^ ^^      j.  pip 

"T'm^  —  m ^^ »*— TU*       4/i«— m»  ^  on*— to*        i6/i*— to»  ^  ^^*'*  » 
nsin 

d'où  i'on  tirera 

L— .-î l I  ^  ^  I     rfr 


.     mTT 
amn  sin 

n 


En  opérant  de  même  sur  la  deuxième  série  ^  il   viendra  successi- 

Tement 

^         m» i  am  am      ^^^     '  am  am 

-  col  —  —  -  —  ;je:;;j;  —  4n»— m»       9/1»— m*        Tg^F— m*        ®^^-  » 

1  flr  m» 1         ,  '  f  '  1 !_- a.  ^fn 

Soit  »s=i,  et  faisons  m=z  —  u\/^^;  nous  aurons    - 

î— 4--^^ t 


a»    ^u(c*"'— 0* 


en  observant  que 


col  mTT  = rr^== 


5.  57 
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Lorsqu'on  change  u  en  n  dans  ce  résaltat,  on  retrouve  la  sërie  du 
n"*  1007  9  ^'  '^  limite  que  nous  lui  avons  assignée  dans  ce  numéro. 

1187.  £n  développant^  suivant  les  puissances  de  m^   chaque  terme 
de  la  série 

et  désignant  par  5^^,  5ji,  etc.,  les  limites  des  séries 

ï+i-fetc,  i  +  l^-elc, 

on  trouvera 

-l.-^col«,^  =51 +m-5  1+ m«5l.  +  etc.; 
mais  on  a,  par  le  n*  loia, 

'■■       a         a"        a  a  a. 3. 4        8.3.4.5.6        ®^*^'> 

•^1}  ^jj  ^s>  €lc. ,  étant  les  nombres  de  Bernoulli,  et  par  conséquent 

la  comparaison  de  ce  développement  et  du  précédent  donne 

*^u»—     1.2'        *^u4  —   1.3.3.4'  î?  ~  i.î».3....6»       ®*^-> 

comme  pu  Va  indiqué  dans  le  n*L  ioo5. 

1188.  Si  l'on  écrit  2/1,  au  lieu  de  ;i,dans  les  formules  du  n*  1180, 
on  en  déduira  les  suivantes  : 

sin  —  =î=    Î21  /2!î:i:?Yl^-±i?Yi'lr2îY^2^  .a^ 

un  an      \    an    A    an    A   4n     A    ^n    J  ^^*  f 

5    Qji  Kn—mAn  +  mA^n^mA^n+mA^n'^m/^^'^ 

séc   —  =5  ("— 2_Y— ^—Y  — -Y-.^Y-J^^ 

r  sn  \«— 'wA/i  +  mA5/i-7nA3fi+mA5/i— m/  ^^^** 

coséc  ^  =      i^     r-.:îî-Y— -Y-— Y— -^  etc 

en  se  rappelant  que  -z  =^ —At^^-—^ . 
'^*  ^       a        1.0.0.5.5.7-etc/ 
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Cette  dernière  expression  se  tire  immédiatement  de  celle  da  sinus  ^ 
qui  en  fournit  beaucoup  d  autres  de  la  même  espèce.  En  effet  ^  on  a 

Z  =  !Ls\n^  ('_^_Y_?^Y^_Y^_^  etc. , 

et  si  Ton  fait  m^=:ny  on  retombe  sur  la  valeur  ci^dessus.  En  prenant 

—  =  î  •  il  en  résulte  sin  —  5=  sin  i  tt  =  — •=  ^  et 
n"'  an  ^  i^  ^ 


^^Kl.m 


S.ia.ia  i6.i6.etc. 


a  ^     *3. 5.7.9. ii.i3.i5.i7.etc,* 

La  substitution  de  la  première  valeur  de  - ,  dans  cette  dernière  ; 
conduit  à 

y- a.3.6.6.io.io.i4>i4-»8«'8.etc. 

^     "^  1.3.5.7.  .9-t1.13.15.17.19. etc.* 

Si  Ton  suppose  —  =  ^ ,  il  viendra  sin  —  =:  sin  g  'tt  =ss  -,  et 

jr 3      6.6.1a. IQ. 18. l8.Q4.etC. 

S        3*5.7.11.13.17.19.23.610.* 

Ces  diverses  expressions  de  j  'tt  ,  peu  propres  à  en  donner  des  va- 
leurs approchées,  sont  très-commodes  pour  en  obtenir  le  logarithme  : 
on  a 

:  =  rl^:fê|S  =  '(— iX.  +  4X.-W(.+i)..c.. 

d'où  Ton  tire 

*  =  4(i-iX»-T^)(i-47)elc.,- 
I*  =  l4H-l(i-.i)  +  l(i-T5)  +  l(i-T9)H-etc.î 

développant  en  série  les  logarithmes   des  binômes,  il  viendra 

""ÏS  ""  a. 25»  ""  3.a5'  ""  4.05?  ""  ®'*^' 

49         fl.49*         3.49^         4.494         "<^- 
et  posant,  pour  abréger, 

-^  =  I  +  ^.  4-  |:  •+•  ^i  +  etc.. 


etc.. 


C=,  +  1  +  1  +  1  +  etc.. 


Digitized  by 


Google 


45a  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  ^VALEURS 

on  aura 

l^  =  l4-.(^-i)-.i(^-.,)-.i(C-i)-^(Z?-i)-elc. 

Si  Ton  pousse  le  calcul  jusqu'au  Tingt-troisième  terme  de  cette  série ^ 
on  trouvera 

Itt  3=  1,14472988584940017414342; 

ce  logarithme  est  népérien;  il  correspond,  dans  le  système  décimal,  à 

,  0,49714987269413385455126. 

.    En  écHvant  dans  l'expression  de  sin— ,  et  dans  celle  de  cos— ,rap« 
portées  plus  haut,   n-^m,  au  lieu  de  m,  et  en  faisant  attention  que 

sm^^ ^  =  cos — ,        cos^ ^  =  sm  — , 

on  obtiendra  les  nouvelles  formules 

mw  «•  n — m     i{n+  m)     3(5yi — m)     5(5n+m) 

coi  — —  a         — — — .  ^  -  ,    ^      ,     ^  «  y  ^  'y         ^  •  eLC  • 

2n  2       m  2(271 77l)       2(27l4-''l)      4(4^* — ''') 

77W    ^_^  ÎT       71»  1  (îi7I— 771)       3(27l+y»)      3(47> TTl) 

S    371    """  2  71—771  '  2(71  +  '»)  '  3(371 77l)  *  4(371+ 77l)  '  *  ^ 

coséc  îî^  =  ^    ii      f--??«Y«i^ Y-^V  -^^  etc. 

27t  w     m        \27i — 7n/\27i4-77iA4'* — mAAn-^-mJ         *  ' 

27»         «•  V» — 77iAn  +  m/\^n — w/\onr^mApn'^m/ 

kir 

En  considérant  l'arc  —,   on  aurait 

271*  ■  - 


sin 

27» 
.     k^ 

8in  — 

27» 

etc. , 


—  k  W'^^A2n+AA4»—A/V4«+Â/  ^  ^ 


kw 

et  si  Ton  connaissait  le  sinus,  le  cosinus,  etc.,  de  l'arc  —  ,   ces    der« 

237» 

niers  résultats  donneraient  des  valeurs  du  sinus,  du  cosinus,  etc.  de 
arc  — . 

27» 

1189.  ^ous  avons  emprunté  le  secours  du  Calcul  intégral,  pourob- 
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tenir  les  facteurs  du  sinus  et  du  cosinus^  d'où  nous  avons  déduit  ceux 
des  expressions 


---,       — r-(>^8a): 


Euler  y  est  parvenu,  dans  son  Introductio  in  Analjrsin  infinitorum ,  par 
des  moyens  purement  algébriques;  mais  la  manière  dont  il  y  introduit 
linfînî,  nous  a  fait  préférer  la  considération  des  limites,  employée  pour 
le  même  objet  par  M.  L'Huillier  de  Genève.  En  suivant  la  marche  de 
ce  dernier,  nous  commencerons  par  déduire  quelques  conséquences 
aussi  simples  qu'élégantes,  du  théorème  de  Côtes,  ou  de  la  résolution 
des  équations  à  deux  ternies. 

On  a  donné  dans  le  n*  68  d«  l'Inlroduction ,  les  facteurs  trinômes 
des  formules  Jt*+â"  et  af-^c^;  pour  distinguer  le  cas  où  l'exposant  m 
est  pair,  de  ceu4  où  il  est  impair,'  nous  écrirons  successivement  nm 
et  2m4-i,  au  lieu  de  m.  Cela  posé ,  les  facteurs  de  «•-  +  a*^,  seron* 

tous  de  la  forme 

:c*  —  ûax  cos  ^  -|-  a*  ; 

en  faisant  a?  =  â=  i,  ils  deviendront 

2(1  —  cos  A)  =  4(sln-j  A)%     et  on  aura    a:"  +  a*"  =  2  ; 

mettant  pour  X  les  valeurs  —  ,  — ,  etc.^  et*  extrayant  la  racine  quaf- 
rée  de  chaque  fac-teur,  on  trouvera  ' 

\/2=  a^.sm .sm —  -•sm  -—- sm  - \A). 

La  formule  a:*"*"^'+a*'"'*"',  outre  m  facteurs  trinômes  a' — 2/iJccosA+a% 
a  \ktk  facteur  réel  du  premier  degré  x-j^a,  qui  se  réduit  à  2  y  et  il 
en  résulte 

I  =  2"sm : — .sm : — .  sm j — •••••*.sm  — -7—:: \^)' 

La  formule  X*"  —  a*"  a  un  facteur  jc*  —  «•  et  m— i  autresr  dé  Ta 
forme  jc*  —  aax  cosÂ+  a'  ;  en  divisant  par  le  premier,  on  a  un  quotient 

jc--»  4-  ar*"-V  4-  Jt:*"-V -f-  a*"—, 

qui  se  réduit  à  m^  lorsque  a:==a  =  i;  et  comparé  au  produit  dé» 
m— •!    facteurs  trinômes,  il  donne 
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V/w  ss:»"*^  sin  —  -,  sin — .  sin — sm ^  -• iCh 

ma  7712  ma  ma  ^    * 

Sî  Ton  dégage  de  même  la  formule  or*""*"*  — aV^\  du  fadeur  jt— tf, 
on  en  déduira^  par  la  supposition  de  a;  =  a=:i^ 

V2I/W  +  1  =  a^'sm ; — .  sm — -^ — .  sm ...sm — ; ...AU)* 

aro  +1  a  am  +i  a  am-f-  i  a  am-|-  i  a       ^    ' 

Le  n*  73  de  rfotroduction    contient  les  formules  pour  décomposer 
l'équation  j:*"*  —  aa:"*  cos  a^  -f- 1  =  o ,  en  facteurs  du  second  degré ,  de 

la    forme  x^  —  axcos^"^     —  +  i ,  dans  laquelle  n  doit  recevoir  toutes 

les  valeurs  depuis  o  jusqu'à  m  —  i  inclusivement;  et  en  observant  que 


cos  (Jl±jî)l±lt'^  ^os  (^-"^y-^^ 


Wk  aura 


m  m 


unir  iha^    , 
JC* 2X  cos '  +  1  > 

m  •       ' 


9 


niais  alors  il  faudra,  si  m  est  paire,  pousser  les  valeurs  de  n  jusqu'à 

—  ,  et  seulement  jusqu  a  — ^^  dans  le  cas   contraire.  Pour  distinguer 

ces  deux  cas,  nous  mettrons  successivement  a/71  et  a/7t4*i  au  lieu  de /Tt, 
et  nous  obtiendrons^  en  faisant  xssu  les  équations 

sm^  ssa*"   'sm— .sm — ^  .sm— ^-^.sm-^ — ^.sm  — — ^ 

^  am  am  am  am  am 

smi: ^ — -.sm^ ^— ï-î-.sm  — -^ (£j, 

am  am  am  \     /  ^ 

sm^=:a*'"sm      ■.    .sm — T^.sm — 5— .sm- — r^.sm — •— • 

^  am-4*i  am+i  am-f-i  am+i         am-;f-i 


•     m*"— <p  mîr-4^ 

.sm  — ^^^  " ^ 

am 


■=?.sia^±? (i^. 

-f  i  am+1  ^    ' 


ngo.  Les  six  équations  (y/),  (J5),  (C),  (Z)),  (^)  ,  (F),  faciles  à 
obtenir,  et  déjà,  très-remar.quables  par  elles-mêmes,  conduisent  im- 
médiatement aux  résultais  que  nous  cherçhxms^  en  observant  que  Te:;!* 
pression  e*±e~'  est  la  limite  de 

/  •  _f  Y"  -t^ ~^** 

\  "'"am/  \         am/     ' 

relativement   aux    accroissemens    de  m  {Int.  36),  et    en  substituant 
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i«-l ,  au  lieu  de  x.  et  i — ^,  au  lieu  de  a.  dan$  les  facteurs  de 

•  2/71  '  '  am  '  ^ 

Les  facteurs  trîuomes  de  Texpressioa  (ï+— )    "^C^"^~J   ,étaut 
en  geBeral  de  la  forme  ^ 

(■+0-*('+^)(-^«"^+(-0.  ■ 

se  réduisent  à 

,  {.  -cos  A+|,(i  +cosX)}=.(x-cosX){i+^^i±S-^)| 

et   mettant  pour  A  ses  valeurs^ — ^  — ,  etc.  ^  on  formera  le  produit 

4"(  sm- — )  (sm ) ,.. .(  sm-- ) 

^    \       sm  2/  \       2m  2/  \  2m     2/ 

• x{'+ê("'^l)"}- 

Celte  dernière  expression,  réduite  par  l'équation  (^)y  donne 

xi»+M'^°*-s;rH)r' 

passant  maintenant  aux  limites,   en  observant  que  celle  de..*...  .'*7 
T^S^o^—^   «st    r^-  =  êï>  on  trouvera 

4 

On  serait  parvenu  au  même  résultat,  en  décomposant  l'expression 
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ï+.— \  -^-{i —  —  )  >  on    aura   le 

facteur  (i+— } — (^ ~-)>  q^î  se  réduit  à  —  ,et/?i — i  autres  qui 

seront  de  la  forme 

(•+0-<'+£X-S)  «»^ + (-0- 

et  conduiront^  comme  ci-dessus^  à 

4(sinfX)'{i+^.(cotiX)-}. 

Les  valeurs  de,  A  relatives  à  ce  cas  étant  — ,  —  •  etc.,  on  obtient  le 
produit 

—  4  ~  (  sm )(  sm  -^-) (sm j 

m  ^        \       a/n  a/  \       ama/  \  am       a/ 

xKé(««^^-0"}. 

et  on  conclut  de  là^  en  vertu   de  l'équation  (C)y 

A+— V"— ^1— — ^*" 

a  l     •   4"*"\  am     a/  j 

.    x{.+,S(c«.î^-0-}. 

Enfin  la  limite  de  cette   équation  donne 

-=-  =  X  (.+5x-+^X-+F=X-+T^)  «>«• . 

ce  qu'on  aurait  également  trouvé  en  opérant  sur 

iigi.  On  obtient  dune  manière  analogue  la  décomposition  de  Tex* 
pression  e* — 2C0S2Ç4- r^',  en  facteurs  binômes. 
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Lés  acteurs  trinômes  de  l'expression 

«tant  de  la  forme  '       • 

reyîennent  k 

4(«iniA)-{,-f.-^(cotiA)'}, 

mettant  poar  X  toutes,  les  valeurs  dont  il  est  susceptible  ^  on  formera» 
le  produit 

x{.+g=5^co..^)-}{.+-^^^cti^î)-}{.+giS:5=(co.^ii)-} 
X  {,+j^;^c„.^-}{.+,jig,(c..^-}-.   • 

qui  se  réduit  k  . 

: X  {■+«=S5-(~'^1f'+«^-(""lÎT)> 

en  vertu  deTéquatioa  (F)'^  et  prenant  les  limites ,  on  aura  seulement 
.■  -  ^^+^  =  4^ur  (.+;|-X'+^X'+S^) 

le  même  résultât  se  déduirait  aussi  de  l'expressjon 

La  formule  e**  -<-  acos  af  +  ^^'^  <I^  ^^  rapporte  à  la  précédente ,  peut 
aussi  se  transformer  en 

5.  58 
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e^  —  2C0S2(p  +  «""•*{  (co&aip)*  +  (sin.3Ç*)} 
— :  (e*— e"'  cos  2^y  —  (eT'  \^ —  I  sin  aipy 
s=  ^e*— ^"'  (cos  2^  +  \/---^  sîn  ^9)} 
X  {<?• — ^""^  (cos  !i^  -^  V^ —  I  sin  3^)} 
c=  (e'~^*--»*V/=^)  )  (e*— e-C'-»-»*»/"'))  (Int.  40  , 

cl  le' déreloEpemenl  de  e*  •— e-y,  ^du  n*  1182,  donne 
é'  —  (r-(^+**V^)  =  (2X+  2^  \/— i)c^V^-^ 

. ..  ■  •. . . .     ,      X (,4.fcj^g)(,+(-t^v;=ô-).,c., 

maltipliant  entr'elles  ces  deux  expressions^  on  trouTera 

^  etc 

^  I         ^'^^^~  •         4^^         / 

On  obtiendrait  lûsémeat^.  par  ce  qui  précède^  les  Êtctenrs  des  for- 
mules 

e*  +  2COS  2(p  +  e""%  a*  —  2COS  2^  —  e"^, 

e*  — '  aséc  aip  +  e^*,  e*  —  2tang2^  — •  c""'. 

119:^.  Ëuler  tire  des  consîdéralions  du  n!  11 83.1e  moyen  de  trans- 
former en  série  le  produit  d^un  nombre  de  facteurs^  soit  fîai^  soit 
infini  j  en,  efifet^   la  sJrie 
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^lanl  snpposëe  le  dév^loppemeat  du  {troduit 

devient  ^gale,  lorsque  z&=siyâ  Tunité  augmentée  des  divei^es  sommes 
que  Ton  obtient  en  réunissant  les  lettres  a  y  j3^  7,  ^,  etc.,  afvec  leur» 
produits  3  à  ^3   3  à  5^  etc.  Si  Ion  prend  pour  ces  lettres  tous  les 

nombres  premiers^  on  aura  le  produit 

;  -  '  -  •  '  -•   •    .     ',     1. .  . .. 

Ci+2.)(. +5)(i+5)(i +.7)  .(H-ii)(î  +  i5).. ..,..'.. 
=  I  -f-2  4-3  +  54-6+7-1-  10+  ii  +  i5+i4'+i5+i7  +etc., 

renfermant  tous  les  nombres  en  tiers  ^néxcepté.  ceux  ;qiii, août  deA  puisn 
sances  ou  des  multiples  de  puissances. 
Ou  a  de  même  .         ^      ;     - . 

(■+^X'+ix-*-5=x-+^x-+iT=)>>  :  :    . 

=  >  +  i  +  ^>+-i.  +  p  +  i;  ■+• -^  +  etc. 

On  trouvera  des  relations  analogues  pour  lé  cas  où  les  nombres  «^ 
j8,  y  y  J'y  etc.  sont  négatifs;  il  viendra^  pa¥  exemple  ^ 

(-iX-iX-à'-^-X-Tp) -• 

~^~"r«  ■"  fî  r"  5»  "^  6*^  ~  7». T  io«  ■"  ,1^»  i3*  T  îi*  .T, 

Dans  eette    série^  les  termes  négatifs    résultent  de  la   multiplication 
d'un  nombre  impair  de  facteurs  premiers  y  et  les  termes  positife  d\in 
nombre  pair. 
En  déyeloppant  Texpression 

1 

(1  —  mz){i  —  fiz){i  —  yz)(i  —  rz)  etc.  ^ 

dans  la  forme 

i^  Jz  +  Bz'-i-Cz'  +  Dz^  +  elc.  y 

les  coefficiens  A ,  B,  Cy  Dy  etc.,  seront,  comme  ei*desras,  les 
sommes  des  lettres  ^,  i^y  >,  J'y  etc.  de  leurs  produits  a  à  :> ,  3  à  3,  etc.^ 
mais  avec  cette  dvfiërenee^  que  les  puissances  de  la  même  lettre  se 
trouveront  comprises  dans  ces  produits,  en  sorte  que  la  série  qui  ré- 
sultera du  développement  de  TexpressiGn 
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î p    , 

(1  —  «»)(i  —  ^)(i  —  yz){i  —  Iz)  etc.  ' 

sera  ëgale^  aptes  là  supposition  de  2=19  à  la  somme  de  tons  Ie# 
produits  qai  peuvent  naitre  des  lettres  a^  fi^  y^  ^9  etc.,  combiaées 
d'une  mi^nière  quelconque  :  on  trouve  ainsi  que 


==  i+i+i+i+i  +  i  +  f+i  +  etc. 

Cette  dernière  série  est  précisément  celle  qui  résulte  de  l(i-— i^)^ 
lorsqu'on  y  fait  ussi,  et  qu'on  en  change  tous  les  signes  (Int.  So)  : 
il  résulte  de  là  que  le  produit  infini 


(i-i)(i-^)(i-i)(i~f)(i— Jr)0-7^)etc.: 

a  une  valeur  infinie^  et  que  par  conséquent  l'inverse 

* 

1  B.  ±  è.  13,  iA  lÂ     eic    « 

^ûd  SAtBS  ces^eàs'faoéantir^  ou  a  pour  limite  zéro. 

En  ne  prenant  qu'un  nombre  limité  de  facteurs^  l'expression,  r.  •  «^ 

^  ^j.w  _,  N y  par  exemple^  on  a  la  série 

i+ï  +  i  +  i+i  +  i+i  +  iV  +  etc, 

composée  de*  fractions  dont  les  dénominateurs  sont  tous  les  nombre» 
ayant  a  et  5  pour  facteurs  simples» 
.   On. a  en  général 


(-iX-tX-5=X'-?X-iT=)"- 

=  .+f. +^+ j+g: +P  + J-.+  P  +  «»•, 

et  Ton  conclut  de  cette  relation  la  valeur  du  produit  indéfini  par  telle 
de  la  série  ^  ou  vice  versa. 
On  trouverait  de  même 


(■+r.X'+5=X'+s=X'+?X"+77^)*- 

*  "^  a*  *~  ?•    '    4»  '^  5^   \  ©■       7*        i"^        s" 


' ■    ■    ■  15-'- 


Digitized  by 


Google 


DES  INTÉGRALES  DÉFINIES.  461 

En  partaitt  des  équations 


1 


=  »  -f-  i  +  3-  +  ;^«  +  5i  +  gî  H-  ^  +  etc.  =  M,. 


0  -5^X'  -èX'  ~F-X'  "pX—  i:^)**"- 

»+^  +  ^  +  }p4-^  +  ^-+-pH-  elc.^  =  i\r. 


i 
on-  trouve 

f  =  0-+iX'+r.X'  +  5=X-+?X>+Ti^)«''-.' 

«f a*+i    3«-Hi     5*+i    7»+i     11**+ 1 

2V  a" — 1     3»— i    5*— 1^    7»— 1'    11* — 1- 

Ces  combinaisons  se  multiplient  à  Tinfini  et  prodaiisent  i^s  résultats 
ttès  -  remarquables 9  mais  trop  nombreux  pour  nous  y  arrêter 3  nous^ 
renvoyons  à  cet  égard  au  chapitre  XV  du  livre  I  de  Vlntroductio  m 
Anmljsin  infitdtarum. 

1195.  Pour  ne  laisser  en  arrière  aucune  brandie  de  la- théorie  des 
suites,  nous  allons  donner  une  idée  du  chapitre  XYI  du  même  ouvrage >. 
dans  lequel  Euler  applfque  les  produits  indéfinis  à  Ta  recherche  des  di- 
verses manières  dont  on  peut  former  un  nombre  quelconque  par  lad*^ 
dition   des  nombres  inférieurs^  ce  qu'il  appelle  Partitio  numerorunK- 

En  considérant  Téquation 

(i  +a:^z){i  +xh)(T  +  jrrvj5)(i  +  x^z){i  4-  x*z)  etc. 

on  obtient 

Pz:=ia:*^x^  +  ary  +  x^  +  x'^  etc- , 

Q  =  a5+i8  «f- jf+r  4- x*-»^ -f-or^r^-etc;,. 

•  jR  =  a:-+ie-H.+jtr*+^+^4.a:«+^i4*etc.,. 
etc.,. 

d'où  Ton  voit  que  les  exposans  de  x'^  dians  les  coefficiens  de  z,  ^s*^ 
:^,  etc.,  sont  les  diverses  sommes  qu'on  peut  faire  avec  les  lettres  d^, 
fij  y  y  cT,  etc.,  combinées  i  à  i  ,  2  à  :2,  5  à  3,  etc.  Il  est  évident 
que  s'il  se  trouve  dans  le  même  coefficient,  des  sommes  égales  en^ro' 
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elles ,  les  termes  dont  ces  sommes  sont  les  exposans  se  réunissent  en 
un  seul,  ayant  un  coefficient  égal  au  nombre  de  ces  termes.  Si,  dans  Q 
on  a ,  par  exemple ,  «t  +  j8  ==  cT  +  5^  =  /i,  les  deux  termes  x^-^^-^x^-^, 
se  réduisent  à  2x\  et  le  nombre  2  marque  qu'il  y  a  deux  manières 
de  composer  le  nombre  n^  avec  deux  des  quatre  nombres  «,  jS,  >,  J^. 

Soit  pour  la  série  ot,  /3,  y  y  cT,  c,  etc.,  celle  des  nombres  naturels 
I,  a,  3,  4,  5,  etc.;  on  aura 

(i+xz)(i+x*z)(i+xh)(i+x^z)(i+xh)  etc. 
=i-t-z  {x  +^'  +  jc^  •+•  or*  -f-"  x^  +  ^^  +    x^  +    jr*  +    x^  +etc.) 
+z^{x^  H-x*  +3X*  +2X^  +5x'  +3x«  +  4^:»  +  4^:"+  5jc'*^-elc.) 
4.2;3(a:«-f.^'+2JC«+5xs+4jc'*+5a:''-|-  yx'^H-  8ar"+iojr'^+e!c.) 

+z*(jc'5+a:'«+2a:''+5x"»+5a:'94^7J:**4- 1  ox*'H-i  3a"+i  ^ 
+z^(x"+jt:"+!i  J:»^+5jc*^-f-5x**H-7ar»«-f- 1 1  x*'+  r  4  j:»»+20Jt  •»+etc.) 
+z'(a:*«+j:'*»-f-!iJc''4-3 x^  •+5a;'*+7a:^*+ 1 1  a-**+ 1  Sor^^^a  i j^^+e te.) 
+z«(x354^'+3x"+3x^»+5^*+7x*'+ 1  ix+^H- 1 5a^3^32^^ 
+  etc. 

Si  l'on  veut  connaître  de  combien  de  manières  le  nombre  34  >  par 
exemple ,  peut  être  formé  par  Taddition  de  7  nombres ,  pris  dans  la 
série  1,  2,  3,  4^  ^^c-»  ^^  cherchera  le  coefficient  de  x^*^  dans  la  sé- 
rie qui  multiplie  2%  et  Ton  trouvera  que  cela  pent  se  faire  de  onze 
manières  différentes. 

En  faisant  z=  i,  et  réunissant  entr'elles  les  mêmes  puissances  de  x, 
on  aura 

(i  +  x)(i  +  x^Xi  +  x'Xi  4-  x^Xi  +^)(i  +  ^')  etc. 
=  iH-x+J^  +  2X*  +  3a:*  +  3:c*  +  4.r«  +  5a:^  +  6x»4-  etc.; 

les  coefficiens  des  termes  de  cette  série  marquent  de  combien  de  ma* 
nières  difiërentes  on  peut  former  les  exposans,  avec  les  termes  de  la 
suite  1,2,  3,  4»  etc.,  sans  s'assujétir  à  aucune  combinaison  en  parti- 
culier, mais  en  les  embrassant  toutes;  ainsi  8,  par  exemple,  peut  être 
formé  des  six  manières  suivantes  : 

85=8,        8  =  7+. ï,  8  =  6+2,  8  =  5+5, 

8  =  5  +  a+i,     8  =  4+3+1, 

II  est  à  propos  de  remarquer  que  les  élémens  qui  entrent  dans  chaque 
somme  sont  essentiellement  diflférens  ;  si  Ion  voulait  adaieltre  les  ré«» 
pétitions,  il  faudrait  alors  considérer  les  fractions 
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(1  _  xzXi  —  x'z)  (1  —  Jpz){ï  —  x^z) (i  —  x^z)  etc.  ' 

1 

(i— a:)(i— x*)(i— a'^(i— xO(i  — ar»)etc'.> 

dont  les  développemens  sont 

1+3  (x  +^*+  jc^  4*  ^*  +  ^  4-  ^^  +  x'  -|-  X*  +  X*  +elc. 
+2*(x*+aï3+2x^  +2X*  +3a:«  +3x^  4-  4x»  +  4x^  +  5x'*+elc. 
•f-z^(,r34-x^4.2a:* +5x« +4^' +5j:»  +  7X^+  8x*"4-ioa:*'+elc. 
+z<(j^+x*+2X^  +5x'  +5ar«  -f-ôx^  +  9^'*H-i  ix"+i5.r*'+elc. 
+»5(x*H-.r«+2x'  +3jc«-+.5x9  -|-7x»''+io.x''+i5a::*+i8x»'4-elc. 
-|.2«(j:«-f-x'+2Je:*  4-3x9  +5j:**+7x'»+iiJC'»+i4x^*+2oa:'^+elc.^ 
4-z'(x'H-Jc«4-2j:9  +3a:**+5,r"+7x'*H-i  ia:"^4-i5j:'^+2ix**+elc. 
+z*(x«4-x9+2x'*4-5.r  > '+5x"+7x'=*+ 1 1  x»*+ 1 5x"*4-2  2^ 
4-  elc, , 

i4-«3f4-3^*4-5x^4-5x*+7x^4-i  ïx*4-ï5x'+3:5x'4^c. 

Le  coefEcient  1 1  »  aflecté  au  terme  x^*y  dans  la  série  qui  multiplie  z% 
exprime  en  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  14»  par 
1  addition  de  huit  termes  de  la  suite  i ,  2,  3,  etc.  Dans  le  second  dé- 
Teloppement,  le  coefficient  11  de  x^  nous  apprend  que  le  nombre  6 
peut  être  composé  de  onze  manières,  ainsi  qu'il  suit  : 

G=S,  6=5+1,       6=44-2,         6»î4'4*ï"4-ï| 

6=3+3,     6=3+2+1,     6=3+1  +  1+1,     6=2+2+2, 

6=2+2+1  +  1,  6=;2+I+I+l+I,  6=:i+I  +  I+l  +  I+I. 

1194.  Pour  développer  le  produit  indéfini 

(,  +jc2j)(i  +x»s)(i  +0:^^X1  +x*z)  etc.  s=  Z, 
Euler  substitue  xz  a  Zp  ce  qui  dfonue 

(i  +x*zXi+^i5Xi+^^)(i+^*«)  ^^^'^7:^j 

ftisant  en  même  temps 

Z  =  i  +  Pz  +  Qz*  +  ife»  +  5a<  +  etc.^ 
l  il   obtient 

-^—  =  I  +Pxz  +  Qx»z*+  Ar^;^^  +  5xV  +elç.^ 
1  4"  ^* 
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équalioa  qui  revient  à 

4-iJ       H-W         +<?i         +i?i 
d'où  il  tire 

et  enfin 

1  —X  ' 

ri î? 

V"""  (i— x)0— X*)  ' 

!>_    îl_ 

(i_x)(i— X»)(i— X^^ 
5=  ^ 


(i  —  x)(i  — ar»)(i  —  ar^X»  —  J»^*)  * 

etc.; 


le  terme  général  de  ces  dernières  expressions  est  visiblement  égal  à 

X       ^       ^ 

(1  — x)(i  —  x*)(i  — ar») (1— X-)  ' 

mais  par  le  numéro  précédent,  le  coefficient  de  x^  dans  le  dévelop^ 
pement  de 


(i_a;)(i— a:*)(i-.ar') (i— x»)> 


fait  connaître  de  combien  de  manières  on  peut  former  le  nombre  n, 
par  addition  avec  des  nombres  pris  dans  la  suite  i^   a,.,   .m}  et  ce 

coefficient  étaàt  celui  de  a:  ^  ,  dans  la  première  expression,  mar-» 
que  aussi  de  combien  de  manières  on  peut  partager  le  nombre.  • ..  • 
n  ^  i^ijn^j)  ^^  ^  parties  différentes.  Il  résulte  de  là  qu'il  y  a  autant 

de  manières  de  former  le  dernier  par  Taddi^ion  de  m  nombres  diffé— 
rens ,  que  de  manières  de  former  le  premier  avec  des  nombres  pris 
dans  la  suite  i,  2 y.... m. 
En  suivant  la  même  marche  par  rapport  à  la  formule 

(i  — a:»)(i  —  a?**)(i  —  x'zXi  —  a:*«)(i  —  «*»)  «te.  » 
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Euler  parvient  successivement  h 

(1  —  a-*Xi  —x>*)(i  ^.c»s)(i  —  ar>a)(i  —afz)  etc.  ~ (»— '**)^ » 

(i  —  a?z)  Z  =  1  +  Pxz  -f.  Çx»a*  -f-  AcV  +  ^"^2*  -f-  etc.  ; 
d'où  il  conclut 

V  (.^xXl-X*)»  -r 


.$=: 


(,-.x)(i  — x«)(.-x»)» 
a:* 


etc., 
eipressioDS  dont  le  terme  général  est 

(i  —  a?)(i— x*)Ci  —  x^) (i  — x")' 

Le  coefficient  de  x"^^,  dans  son  développemeot^  étant  le  même  qne 
celui  de  x^  dans  le  développement  de  •    •       ,     ^ 


montre  qn'il  y  a  antant  de  manières  de  décomposer  le  nombre  n-^m^ 
en  m  parties,  que  de  former  le  nombre  n  avec  les  termes  de  la  série 

iigS.  En  combinant  ce  théorème  avec  le  précédent^  on  en  pourrait 
déduire  plusieurs  autres  assez  remarquables,  que  nous  sostfimes  obligés 
d'omettre;  mais  nous  allons  prouver  cette  propriété  de  la  progressioii 

I,     2  y    4  y    ^9     ^^9     3^,     etc. , 

qu^il  ny  a  pas  de  nombre  entier  qui  ne  puisse  résulter  de  Taddition  d*ui| 
certain  nombre  de  ses  termes,  et  cela  d'une  seule  manière.  En  effet ^ 

(i  4-  JcXï  +ar»)(i  -^x^Xi  +cr»)(i  +a:»^)(i  +ar^^)  etc. 
=  i  +  'a^  +  Jc'  4-j:'4-'^+  ji:*  -f-x*  4-«^'  H-x*-f-elc; 
pour  s'assurer  que  la  loi  de  cette  dernière  série  demeure  toujours  U 
5.  59 
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méme^  on  fera 

on  écrira  a:*  pour  jCy  el  i\  viendra 

^    =  1  +Pjc»  +  Qjç*  4-  Rx^^Sx^  +  etc.. 


d*oii  l'on  conclura 

I  ^Px  +  Qx*  +  iîx»  4- 5jcf  4- etc. 
s=s  X  H-  x  4-  Px»  4-  Px3  4-  Qx^  4-  elc- , 
l>=:i,        Q^Py        Mt=sP,        S"=:Q,        elc. 

La  progression  i,  5,  g^  27,  ejtç.^  jovni  «um  de  la  propriété  de 
former  lous  les  nombres  enliers  possibles;  mais  il  faut  combiner  ses 
termes  tantôt  par  addition^  tantôt  par  sou3irapjlion. 

Les  recherches  dont  nous  venons  de  donner,  unf  idée  ont  occupé 
plusieurs  géomètres  :  M.  Paoli  les  a  r^araenées  à  Tinlé^ration  d'équations 
aux  différences^  du  genre  de  celles  que  nous  avons  traitées  d'après 
lui  y  dans  le  n"*  1099;  çlles  rentrent  aussi  dans  l'analyse  indéterminée. 
Former,  par  exemple ,  le  nombre  n  avec  tes  nombre^  1,2,3,..  ./w, 
c'est  la  mêsée  cbbse  qu.e.  de  trouver,  toutes  l^s  valeurs  dont  les  qu^o* 
tités  oLy  jS,  y  y  ^,..../A,  liées 'e^Qtr'ell^js  par  Téquation 

A  4-  2i3  4-  Zy  +  4J^*  •  -  .4-  ^/^  =  w, 
sont  susceptibles  en  nombres  entiers  positifs;  On  poiMrait  pousser  beau- 
rCOikp  pjaé  (loin  cette  ih/éorie,  qu^  se  lie  avec  celle  du  développement 
d'une  puissance  .qujelcQuqiie  du  polyaova^a  -^bx*  -^  çx^-\^ eU:.(Int,  20); 
mais  nous  devons  reprendre  la  considération  des  valeurs  des  intégrales 

définies,  interrompre  depuis  le  n*   1180  (♦). 

-    '  *  ■  '  '  •  •  •  ... 

(*)  Parmi,  les  Icâs  Tem«qaa1;|l>e9  dans  la  iormajtîton*  des  çoeificiens  iiuibériques  d'un 
détveibppemenjt  ^  obpeUt  c^mpt^r  la  suivante,  coiiBÎgnée  dans  Y  Essai  d' JrchUectoniquc 
de  Lambert  (  p.  607),  et  rappelée  par  M.  Senrois ,  dans  le  tome  V  des  Annales  de  Ma-^ 
thématiques  (p.  166)* 

La  fonction         ^ 

rr— I,  +  : — -3  +  -5. . . .  -f =  +  etc., 

étant  dévelojppée  suivant  les  puissances.  asceqdan(es  de  x ,  donne  la  sériç 

X  4  aà7»  +  ax3  4  5x^  +  aà:^  +  4x«  +  Qx^  4  etc . , 
où  chaque  coefficient  contient  autant  d*unités  que  l'exposant  a  de  diviseurs  ;  Texposant 
des  termes  affectés  du  coefficient  a  est  un  nombre  premier >  et  tQtts  les  nombres  pre- 
miers se.préseïitent  ainsi  successivement. 
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,    ]t  y    entre    les    limités    arcs=o    Commuarion 

*'"n*^  ;  '  .  de  la  lechercba 

€t  ^  infini  9  trouvée  à  priori  daiis  ie.  iT  irGg^  se  dédiïïf;air^Qssi  de  d«»^»icurs  des 
la  comparaison  de  son  développement  en  série  avec  celles   du  n*  ii86,^^^***     ^"^ 
qui  peuvent  s'obtenir  sans  le  secours  d'aucune  intégration^  d'après  ce 
qui  a  été  dit  dans  le  a**   1 190. 

L'éqnation  .      ' 

donne  9  lorsqu'on  y  £ait  ^ms  i.^  la  ^érie 

—  —  — î —  +  — ; r-5-  4-  elc.  • 

qui  exprini^  ia  vâdenr  de  Vibtégralte  depuis  a:=:o  jusqu'à  x^sz  i  ;  on 
4L  jtfnaij^tQ 


/ 


x*""""»dr         a:*»-»  x"»-»»  a:»-'»  a?"*^'<*    ^^ 

1      *"  m—  n  "^  m^—  an  """  »i—  3»  ""^  ni— 4/*  ^ 


a;* 


En  supposant'  ny>my  cette  dernière  série  s'évànonit  lorsJ|ue  J?estin-f 
fini;  quaiAt  ir^ss:  i^  elle  se  réduit  à  «. [ 

1  1         I        J    .  1         t    ,  a 

m — n  m — ai»     '     m^^on  m-^^d    »    -    »- ^ 

et  donne  la  valeur  d^  Finté^ale  p^oposéù,  prise  depuis  «a:  infini  jus-» 
qu'à  a:=i ,  valeur  d^un  rfgne  conirairèiî  celtequé  nous  cherchons  :  en 
la.aousUajant  donc  de  ceHe  qu^on  |a  dé^tmuvé^^iQj[i/9çmçra:^>s^^     , 

1  j î ; î L.  _; L-  —1 î rtC. 

m  "•*  n — m        n+m        a/i — m^^  2»^m^3(n'r'fn         5n-^m  * 

...  ■  ^   ^ 

qtii  répond  à    — ,  et  Ton  aura  amsi^la  valeur  de  l'intégrale  proi» 


m»- 
iisin 

71 


posée.  'V 

Les  mêmes  moyens  nous  conduisent  à  la  valeur  des  intégrales 

depuis  Jc=:o  jusqu'à  x=±r;x^  en iiévéïo|ipam,  srrrvanl  les  puissances 
ascendantes  de  x,  les  fonctions  différentielles^  on  trouvera  pour  la  pre- 
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mière  de  ces  iotégrales 

nsm 

n 

et  pour  la  seconde^ 

1,1  ^  jr 

on^^m    '    01»+ n*  ^      m^ 

'  ntftDg — « 

Nous  coûclarons  de  la  que 

les  petites  ëquatîons  renfermées  entre  des  crochets  marquent  le»  K^ 
mites  des  intégrales. 
En  observant  que 

i+x»  J    i+af»  "**J      i-hjc»    ^ 

i  +  x*La?=iûtJ      y     1  +3^\^x  =  1 J       J     i+ic"  L*  =  inf.J^ 

on  trouve  cette  relation  remarquable^ 

i+x»     Ljc  =  iJ"^y    i+x»  L^=inf.J' 

• — ' — H^^      dxde*- 
Tiendra 


/^ 


d:a:^ 


les  valeurs  — ^— -;  — —— i  se  changeront  en 

.    mit  '  msr  '  " 

;»  sut n  tang 

»  °  Il 


âASin  ^ *-  SA  C03  — 


®      SA  a^  . 


=zSi 
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tl,  entre  les  limites  ^===0  et  jrsssi,  on  aora 

J  i  +  x^         ^  *  J  l  —  JC^^        ^ 

Il  est  bîen  important  d'observer  que  les  exposans  X  et  o)  peuvent  rece* 
voir  ici  toutes  les  valeurs  possibles ,  quoique  les  expressions  précé^ 
dentés  soient  déduites  d'une  formule  calculée  dans  la  supposition  que  n 
et  m  soient  des  nombres  entiers  positifs  (1169).  Pour  s'en  convaincre,  il 
faut  faire  x=:i$%  a  désignant  le  dénominateur  commun  auquel  on  peut 
toujours  concevoir  que  soient  réduites  les  fractions  quelconques  X  et  cû, 
en  sorte  que  cl\  et  aùù  deviennent  des  nombres  entiers;  on  a,  dans 

cette  hypothèse  —  =  —  ,  x^=:  z*^,  d'où  il  résulte 


/ 


^*(x-«)jt:-6*(x+-)    ^a 


les  limites  de  l'intégrale  demeurant  les  mêmes  qu'avant  la  transforma- 
tion  y  ou  obtiendra  la  valeur  de  cette  intégrale  y  en  substituant,  dans 
les  expressions  S  et  T^  les  entiers  aA  et  eu»^  au  lieu  de  A  et  de  »  , 
et  multipliant  par  «,  ce  qui  ne  les  change   en  aucune  manière. 
Gela  posé,  si,  dans  l'équation 

les  quantités  P^etX  désignent  des  fonctions  de  jc^  et  de  6^ ,  on  aura 

et  de  là  on  Conclura,  par  ce  qui  précède,  qu'entre  les  limites  x=:o 
et    xs=;  I, 

àS  'QK 


^*  A./'.n.îlY  •'  »+^ 


J-J  i+o:^  x*^» 


4A-(C03ÎJ) 


4A'(cosiiy 


Les  expressions  S  et  T' ont  aussi  des  développemens  en  série  qui  se 
déduisent  de  la  substitution  de  2A  et  A ~- ai  à  la  place  de  n  et^e  m, 
dans  les  séries  du  numéro  précédent,  et  dont  on  tirerait  par  conséquent 
de  nouvelles  séries ,  en  effectuant  les  différentiations  indiquées  par  rap- 
port k  €0}  nous  les  rapporterons  plus  bas. 
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Voilà  quelques  résultais  de  la  troisième  classe  anii<ft)cëe  dans  If 
n*  1164  :  elle  a  fourni  à  Euler  le  sujet  de  plusieurs  ^(pêmoires  iute'res- 
sans 9  auxquels  ngus  sommes  forcés  de  renvoyer  le  lecteur;  nousnouç 
bornerons  seulement  à  présenter  quelques  applications  propres  à  fixer 
les  idées  et  à  faire  connaître  la  nature  de  ces  rechercbes»  Si  Ton  pbsfe^ 
par  exemple,  û)=o,  on  aura^  pour  le  second  cas^ 

En  continuant  de  difTérentier  par  rapport  &  ^  ^  on  pasi^e  à  de  non-* 
yeïïes  hitégrafes  définies,  dont  les  valeurs  Ée  déduisent  de  celle^  qa'oa 
a  déjà  obtenues;  on  trouve  ainsi  que 

Les  séries  correspondantes  se  forment  aussi. p^r  la  différentiaCion ^ 
comme  on  la  indiqué  plus  haut.  Les  nombreuses  conséquences  que  Ton 
peut  tirer  de  ces  formules  s'offrant  d*elles-mêmes,  nous  n'en  rappor- 
terons qu'une  Seule  ,*  celle  qui  se  présente  lorsque  eùisa  6  ûi  X  s=:  i. 
La  première  des  expressions  ci-desçus  doniie 

et  la  série  qui  lui  correspond  se  change  en 

on  a  par  coaséquent 

!^L^±       J^ji         ij_»  *.j_i 

résultat  assez  remarquable  quand  on  le  compare  à  l'expression 
qui  dérive  de  la  formule/--^—. 
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n  est  facile  de  voir  qu'on  aura^  par  le  procédé  dcmt  nous  traçons 
ici  la  marche ,  lea  valeurs  des  deux  classes  suivantes  de  formules 

ju^       z:.s,      jr^       =r, 

etc. , 
€n   faisant^  pour  abréj§[er9 


etc.  ^ 


Les  séries  cori*espo.ndanies  sont 
^  _.  _i , ; ; î I î .      '     ^ 

et  celles  que  donnent  gr- ,      g^,      g-^,     etc., 

r--_î_ î— 4.-Î L-^._!_ L.  4.  eic 

^  —  x—^        x  +  m^  3a— 4»        3a+«  ^  5a^#        5a+«  ^  ^^^'  > 

et  celles  que  donnent  g^  ,      g^  ,      g;;;j  ,    elc. 

Euler  prescrit,  pour  différenlier  les  expressions  unies  de  S  et  de  T, 
des  procédas  dont  le  détail  ne  saurait  trouver  place  ici;  on  peut  d'ail- 
leurs les  retrouver  facilement,  ou  s'en  former  de  nouveaux. 

II 98.  Linlégralion  effectuée  par  rapport  à  co  fait  aussi  remonter  à 
des  formules  daos  lesquelles  L«r  se  trouve  au  dénominateur.  On  9  par 
cette  voie 

J       J        1— x^        *  7    J^y        1— x''*         * 
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et  conservant  les  dénominations  établies  à  la  fin  du  numéro  précédent^ 

on  formera  encore  ces  deux  classes  d'intégrales  définies^ 

/^  r  (H?  =  /■««■'     -^  t  (1^  =  ^'^^' 

etc. 

Pour  en  obtenir  des  valeurs,  il  faut  pouvoir  intégrer  les  exprès*» 
sions  finies  de  S  et  de  Ty  et  faire  en  sorte  que  les  résultats  s'éva- 
nouissent dans  les  mêmes  circonstances  que  les  fonctions  ei^  x.  Or^ 

S  =  — -^^ —  »  en  y  faisant  6  =  -  — r  ^ ,  donne 

SA  cos  — 

flA  . 

/S-d*  =  -  /^  ^  -  i  tang  i  fl  (447) 

=  _  Itang-i^  =  Itang-i-^  , 

résultat  qui  s'évanouit  lojrsque  â»=?:o^  comme  Le  fait  la  fonction   TP; 
dans  le  même  cas. 
D'un  autre  côté^  si  Ton  intègre  Fexpresslon  de  S  en  série , 

il  viendra 

fS^cd  =  —  1  (A— a)  + 1  (X4-û>)  + 1  (5  A— a)  —  1  (5A-+-Û»)  —  etc. 

_  j  (A+é.)(gA->i>)(5A+â>)(7A— i>)(9A+i>)   etc. 
~      (A— i)(3A+-rJC5A— •)(7AH—)C9A^#)  etc." 

Je  n'ai  point  ajouté  de  constante  à  celte  intégrale,  parce  qu'elle  s'éva** 
nôtiit  de  même  que  la  précédente,  lorsque  a»=:o.  La  comparaison  des 
expressions  de  [Sàca  nous  conduit  à 

fana  ^^^  +  *')  ~  (^+^)P^— ^X5a+^)C7^-^)  etc. 
**  S      4a  (a— 4,)(3a+*)(5a— •)(7A+#)  etc.' 

Ce  développement,  qui  se  déduirait  aussi  des  formules  du  n*  ii88| 
a  la  propriété  de  s'évanouir  lorsque 

«=  — A,       û>  =  -(-3A,       «»  — 5A,       «ss  +  yA,       ctc,. 
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valeurs  qui  répondent  aux  arcs       :      .   '    , 

o,  -TT,  — ^,  a^,  elc,, 

et  de  devenir  infini  pour  les  valeurs 

â)=A^       «=~3A,      aa=;5A,       a>s=5  — 7A,       elc., 
ou  les  arcs  ^  .  _  .    ^ 

i^,        — î'Tr,        I^TT,        — l'TT,       etc., 

ce  qui  est  conforme  à  la  marche  des  tangentes. 
Passons  maintenant  à  Tintégrale 

/Td»  =/!±- ung^  =-!«»=  (447) , 

comme  elle  s'ëvanoutt  en  même  temps  que  « ,  elle  sera  la  valeur  iqa» 
médiate   de  T/^-JL.  ' 

La  série 

donne 

/rdû?  =— 1  (A-rrw)  —  1  (A4-«)  ~1  (3A— a>)  — i  (3A+a)  —  etc.  +  con^^.j 

mais  ici  il  faut  avoir  égard  à  la  constante,  pour  que  le  résultat  soit 
nul  dans  la  supposition  de  û»=:o^  et  cela  £ait,  on  trouvera 

La  valeur  finie  de  cette  intégrale,  -—Icos  ^,  étant  comparée  au  pro- 
duit indéfini  que  nous  venons  d'obtenir ,  conduit  à  une  expression 
delcos^,  pareille  a  celle  <Ic^  n*  ii8i. 

1 199.  Passons  maintenant  à  la  formule  fax  (\  ^  (*). 
L'équation    . 

((» +«)("•  + m) (M+f)  =  -  fg^.i^^^  j.y  » 

(*)  Cest  la  secottde  classe  des  intégralies  nommée*  Eulériennes  par  M.  Legendrt 
(  voyez  la  note  de  la  page  4^1  )• 
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obtenue  dans  le  n'  iiSg,  devient 

.(7+')C?+^) (f  -^f)  =.^  ;^— dçc»— «»/' 

lorsqu^on  y  fait  mssqrt'f  et  coçome  on  a  d'ailleurs 
il  en  résulte 
d'où  Ton  conclut 


.  v-^oir 


nfaf^^àx{i—ixry. 


Il  faut  se  rappeler  que  toutes  les  intégrales  de  celte  équation  ont  pour 
KmHes  :vs=o  et  â:s=t7'pontf  ptùs/dfuntformité,  nous  y  ctiaogeronsp 

/dxQ-)       - 
Éa  faisant  7  =  /^>  dans  céile  é<iiutlK)tt ,  nous  obtiendrons 

'r/dxfiiy-'T    .,:... .  ■ .  ..,. ...  •.       •  ..• 

\r. — ^""^    ^  s-  7j/à:M— da:(i— a:')'-' (a)  j 

désîgMnt  alors  par  i  un  nombre  impair  (juelconque^  posant  •••..  . 
p  =: -  ^  a  =  3,  et  observaot  que 

il  yienâk*» 
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/Ar(liy    '  =  {i .3. .". . . «V— i).V^-dr(i— jj«)«- '}» , 

équation  où  l'intégrale  du  second  meno&ré  ne  dépend  que  du  cercle 
(596  et  400). 
Qoand  {=  j,  <m  à  tout  de  ^t^te.  ' 

et  comme ^  par  les  formtJes  da  il""  4^8^00  trouye  qu'eiitreN  les  limites- 
a:=:o  elx=:iiyp  étant  positif  ^  mais  d'ailleurs  quelcon^e/        * 

il  s'ensuit  que  ^  .     . 

et  par  conséquent  ,    ,        ' 

jdx(i0--=i.M.t..,.,..(i_.)v/ï,     _ 

OU  bien 

/dx(ii)'^=i.|.5.z.....:;#i.v^. 

a».  En  faisant  qzsztip,  nous,  trouverons   .j, -,  ^ 

multipliant  cette  équation  fnehlS^ré^à  tbemkné/p^t  Téquation  (2)  y  nous 
paryiendrons  à  .',,.11 

i= — ^  ^^^   -^   s=/iVie'»^'da:(i--a:«)''-'.yx*'»-'Ar)Jni»i<»«)'-'v..^4Jîi  > 

pofcAt  ehsuitèf /JssB"-!',  »i*=5'-,  floûs  ^Irtiéûdrôûs       ' 
/d*(li)"'s={i.2;3,...(i— i).9A'-'da<i--a^)5"yi"'~'dx(i^ 
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Il  est  visible  par  celle  équation^  et  par  ce  qui  a  été  dit  plashaal^ 


que  la  transcendante  /dx  Cl-j      présente  seulement  deux  cas  distincts. 


«avoir. 


/y^  =  [,  r^-  X  /yg^lV  longue  .=  ., 
ou,  suivant  la  noiatioa  dtri^*  1170^ 


\/('i)" 


dx 


35£--=  >/5f(srr)(p(.,2), 

en  observant  qu'en  vertu  de  Téquation  (3)  du  n*  1170, 

<P(4i  2)  =  j(p(i,  2). 


J-' 


De  cette  manière,  la  formule  fAx\\-\  .    ne,  dépendra  que  de  la  seule, 
transcendante  désignée  par  u/  k  la  page  4^9*     k         : 

•*  V  I 

laoo.  Ce  que  nous  venons  de  faire  sur  les  formules 

i  i 

.,  /««(Il)-  ",  /d*(i4/"". .. . 

peut  s'effectuer  également  sur  les  autres  formules  du  même  genre;  mais  « 
au  lieu  de  nous  arrêter  à  des  cas  particuliers,  nous  allons  démontrer 
ce  théorème  général  :  . 

m 

n  et  m  étant  des  nombres  entiers. 
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m 

Soîl,  pour  abroger ^  fdxyl-jss^Ç^j;  puisque  Ton  a 

yax(ii)=r/ax(ii)-,  o.  yax(ii)-=i/iLr(ii)'. 

réqualion  (i)  se  change  en 

m  p 

lorsqu^on  y  substitue  ^à/9^-à  ^,  et  s'écrit  ainsi  : 

-^^=5^»<^.'")--- •••••M- 

En  mettant    dans  cette  dernière  successivement  ^  au  lieu    dep,  les 
nombres  i^  2^  5^......n,  et  multipliant  tous  les   résultats  entr'eux^ 

il  viendra 

,.V.(0^G>© - Kt) 

^"^+(:=^>(=?>c=î^ <^) 

il  est  facile  de  voir  que 

i.a.Si n  i.d.3 m 


on  conclut  de  là  que 
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,^Y   ^œ^Q^o- <;)   . 

^"^mH=?)+(^ <T) 

et  comme 

4C4i)==±^+©.  +C-?)="-?4{0,  C-^-^iî+0'  ««•' 

il  viendra 

4(~y=^- 1.3.3"..  ./w^(i,  m)(p(2,  m)(p(5,  w)- .  •  .(p(n,  m) (B)  , 

d'où  Ton  tirera  Téquation  dû  tbéorëhie^  ea' observant  que 

?>(«, /n)=i(ii7i> 

1201.  Eq  supposant  que  les  nombres  m  et  n  aient  un  dmsear  com- 
mun Py  nous  tirerons  encore  de  l'équation  Ç/t)  la  suivante  : 

=  i#2.3.  • .  .171^(1^  'w)^(2,  /n)^(5, /n)...  •^(/t,  m). 

Pour  cela 9  nous*  y  substUuerons  SDCcesslrement  r,  ^r,^  5r^.« .  «n  à  la 
place  de  py  et  ea  multipliant  Tes  râullals,.  nous*  aurons 

^_o#ji^ *©_ 

(m-H')(/n+ar)(nH-3r)..  .(m+'i)    ^        "^   ^     *     ^       ^v  >     y 


»   n 


=  ^  f    .  v^    . — .^    . ,,  . ;-rT — \Mr%  mwi2f\  m). .  .mn,  m) 

(n+r)(7i+flr)(n>+3r) (n+fn)»^^  *     ^^^     '     -^        rv  >     y 

,..s^  >a>ea^g)- •■^)-.  , 

^''*  "^  ("»y  ^^'^~^4(~y>  et"  ainsi  de  suîl«^:  par  cw  valeurs,  les 
deux  dernières  lîgtîes  cr-dessus  dbntietit 


n    m  n 


^/T— Y»  =  m  .r.2r.Zr. .". . .  .i?i^(/',  'w)ç(ar,  m). ^Çn,  m)  , 
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d*oà  3  résulte 


elcoDiyara^t.  cette  equatioa  a^veif  la  dernière  du  numéro  [pre'cédent^  on 
aura  celle  du  théorème. 

laoa.  Lorsqu'on  prend  pzs^n-^m,  réquatîon  (-^)  devient 


*© 


m(fi— m)     ^  * 

=  — r—  PÇn^rn^  m)  ; 


mais  on  a,  par  le  n<>    1171,  f(n^^m,m)z=s ,     %{    de  plus.... 

nêïn  — 

4  Çj  =c&  X  ;  il  TceiMira  doftc 

4(?)+(===)=.=?^..-.(Q.       . 

Faisons  successivement  w c=  i ,  m  =  a,  m=5,  elc*,  et  multiplions^ 
membre  à  membre ,  les  équations  résultantes^  ti^us  pbli^tirotis 

=4ay4G)*--4(^'4("4^y:-  .,.,..■'.,  .■::: 

j_     Çt.a.S C»:— 1)3*7^"— ,  (  . 

Le  produit 

sm  -  sin  —  • .  •  ^  •  r  •  » •  sm ^    .      .> 

n         n  I»      ' 

s'évalue  par  le  moyen  de  la  formule  (C)  du  n""  1189,  en  faisant  at-> 

tention  que 

•    TT  •     \  fr  1%      .       .     iw     •    71'— 1  ^ 

sm  -  c=  2sm  -  -  .cos  -  -  =;=  2Sm  -  -  .sm , 

et  ainsi  des  autres.  On  aura  par  cette  remarque 

sm  -  sm  —  •  •  «.sm  ^ — ^rr  sa  a"r.*sm  -  -  sm  -  - .  .^ .  sm 

n  n  n  ns        n!k  n     û 

X  sm —  -  sm  —  - .  •  «sm  -  -  =±:  — *^i 

«a  na  71a        a* 
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d'où  l'on  conclura 

prenant  la  racine  de  chaque  membre  ae  cette  équation ,  et  mettant  au 
lieu  de  la  fonction  4  l'intégrale  qu'elle  représente^  il  viendra 


Ce  beau  ihéorème  se  trouve ,  mais  sans  démonstration  ^  dans  un  Tdé* 
moire  inédit  d'Euler,  que  M.  Prony  m'a  communiqué  (*). 

1  ao5.  Les  relations  indiquées  dans  le  n""  i  i6o  font  voir  que  les  di- 
vers théorèmes  énoncés  ci-dessus^  par  rapport  aux  intégrales  /darA-J  | 

peuvent  être  traduits  en  factorielles  ;  d'ailleurs ,  l'identité  de  ces  deux 
genres  de  fonctions  résulte  aussi  des  équations  fondamentales  qui  ca- 
ractérisent leur  marche^  puisqu'on  a  également 

fdx(l^J=pj3jc(\iy-\    et    [p}==p[p^Ti: 

il  est  donc  permis  de  substituer  la  notation  de  Vandermonde  à  celle 
des  numéros  précédens ,  que  je  n'ai  employée  que  pour  laisser  plus  à 
part  la  marche  suivie  par  Euler. 

On  simplifie  à  quelques  égards  l'équation  (A)^  lorsqu'on  y  diminue 
de  l'unité  Findice  des  fonctions  4  y  ou  l'exposant  des  factorielles  corres- 
pondantes. On  obtient  de  cette  manière 


m  p 

n  n 


ïf±£— I  ^'+P 


n 


m  +  prm+p       n 
ce  qui  se  réduit  à 


(*)  Ceci  est  le  texte  de  la  première  édition  du  présent  volume»  publiée  en  i8oo. 
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n  n 


rn^-p^^    =   ^(^>P)$ 


équation  identiqae  atcc  celle  qui  est  marquée  («).5ur  la  page  :J79  da 
premier  volume  des  Exercices  de  Calcul  int^ral^  où  M.  Legêndra 
fcil/dr^lijj  55=r(/7),  notation  d'après  laquelle  l'équation  ci«dessu» 
deviendrait 

La  même  équation  est  reproduite ,  ^  la  page  7  du  second  volume 
deVouvrage  cité,  mais  sous  une  forme  un  peu  plus  simple^  qui  résulte 
du  changement  dea:"  en  jc,   par  lequel 

ç{m,  p)  =  /ar-'dx(i  —  x»)^    ^  devient  -  /^^     *djr(r— jr)'»    '  j 

et  si  Ton  remplace  ensuite  —  par  m^  ^  par/?,  et  Tînt^rale  par  f  (111^/7)  ^ 
la  lettre  n  disparaît:  on. a  simplement 

m— I  p — I 

comme  on  le  déduirait  immédiatement  de  Hnlégration  par  partie^  ^ 
qui  donne^  entre  les  limites  a:s=:o  et  x=si^ 

A^.dx(.-x) 0.=^^M=|:^_5  (,.59).. 

Si  l'on  transforme  de  même  l'équation  (C)  du  n*  ino^i  en  observant 

que  -nI/T— j  =  —  ^("7»  ^?*  aurac^lle  qui  termine  la  page  a8o  du  pre- 

{*)  On  voit  qu'il  7  a  maintenant  trois  dénominatîonà  en  usage  pour  désigner  la'méma 
fonction^  «avoir,  faculté  numérique,  fààlqrielle  et  gargunà;  car  M.  Legtndi^e  pnonce 
^  (p)  par  le  gamma  de  p. -La  seconde  dénomination  qui  est  univoque,  aiiyii  que  la  troi- 
•ièrae,  a  ce  me  semble  l'avantage  de  rappeler  une  analogie  remarquable,  tandis  que  cette 
troisième  n'exprime  qu'une  conveption  purement  due  au  hasard  qui  a  fixé  le  choix  de 
l'auteur  sur  la  lettre  r ,  plutôt  que  sur  tout  autre  signe. 

5.  61 
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mier  Tolame    des  Exercices  de  Calcul  intégral ,  savoir. 


(?)^.(=v=)  = 


».♦ 


.   mf9r         ^lamm- 
5in 

41 


L'équation  (^)(i20o),  qui  fait  connaître  fai  fencUon  4(^j  P*'  ^^^  fonc- 

tians  (p^  conduirait  à  Téquation  (;6)-dela  page  i&s  du  yolume  cité.  Si  Ton 
^t  dVbcMrd  I»  3c  i/que  l'on  welle  pour  (j^n,  at)  **  "^illtur ,  qui  de^ 
9ÎeiU  ]  (1171)^,  Qix  trouvera  sadspciM  que 

'^  •--•'  ^  *    ;  •*•  * .   i  •      — — — ^ ' 

comme  on  le  déduit^  immédiatement  de  l'équation 


r 


(S)<i 


t. 


(^) 


en  faisant  m;=s  i  ^  puis  donnant  à  ^  lés  valeurs  i^  2^  5^.  • .  •  •  r— -  r, 
et  multipKant  entr elles,  <mpmbre  à  membre,  toutes  les  équations  ré"* 
sultantes  de  ces  valeurs,  ce  qui  formerait  l'équatioa 

Posant  alors  r=/î,  et  se  rappellant  que  rrij=:{o}  =!  i  ,  on  re- 
tiendrait &  U  valeur  de  T^i)  rappelée  *eî-ilte5SM. 

En  laissant  à  r  sa  valeur  indéterminée,  on  obtient  la  formule 

-     ■■.     r('\-  ^^  ' 

à    celle  des  fonctions   (p(i^  O^ 
^i,û),  etc. 
Si  Kon  remplace  dan^ réqualion  (D)  les  fonchôns4 A),  4("\  «l<^> 

P*'^^Cv^  ^r(^),^lc.,etqn-onrëdtti«e^n8«iitek^  de«x membres^ on 
aura 
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eoù^  corame  à  la  page  a3  du  second  volume  de  Touyrage  cite, 

'•(i)r0......r(î^)«(«.)%-i.;.       : 

iao4.  Le  chapitre  III  de  VJhaljrse  dés  vifractiom  asironomiqUfis  ei\ 
termiaé  par  des  méthodes  pour  oakûler^  soit  ri^ureu^eoient ,  $pî^ 
par  approximation,  layalear  desr  factorielles  que  M.  Kiranf  upmmtali 
zlors  facultés  numérique,  eLdoat  il  a  fait  un  graad  uaage  da»S  ce  Tflailé. 
Ses  procédés  dépendent  en  grande  partie  du  dételoppemeot  des  pm&-^ 
sances  des  polynômes  dont  Jès^Géomètres  Allemands  «s  sont  heao^e^np 
occupés  (Int.  20);  mais  pour  atteindre  ce  bot,  M.  Legeudre  a  prip 
une  roule  différente.  U  s*est  spécialement  attaché  à  la  réduction  du 
nombre  des  transcendantes  contenues  dans  la  fonction  T(p)  y  et  qui  sont 
toutes  renfermées  eolre  deux  valeurs  de  ;;,  ne  différant  que  de  Tu^iitéy 
puisquon  a,  en  général , 

bî^/'O  —  O»      ou      T.(p  +  i)^pT{p), 

et  qu'on  peut  par  ce  moyen  6ter  du  nombre  p  tous  les  entiers  qui  s'y 
trouvent  contenus.  Il  suffit*  donc  de  déterminer  lés  valeurs  de  la  ùc- 

torîelle  [/rj,  dans  Tintervalle  de  p—o  à  /r=±îri;  C*e6t  aussi  ceqùe.fliit 
M.  Legendre,  qui  a  forma  ses  tables  de  Tf/r)  depuis  p^=:x  jusqu'à 
/?  =  2,  d'abord  avec  7  décimales,  ^  la  page  'S02' dli  premier*  voliime 
des  Exercices j  etc.,  et  ensuite  avec  la^  à  la  page  85  du  second. 

C'est  dans  cet  ouvrage  qu'il  faut  voir  le  détail  des  relation^  multi^ 
pliées,  au  moyen  desquelles  l'auteur  a  simplifié  le  calcul  de  ses  tables; 

îe  me  bornerai  à  faire  obaepver  que  si:|V>tt  po9e^^aBp,4ansl'iéqua^ 
tîon  {€)  dan"*  laoa^  eUe  revient  à 


et  sert  à  calculer  les  valeurs  de  [;?],    depuis  p  =  ^    jusqu'à  p:szi^ 
lorsqu'on  les  connaît  depuis  p=iO  j[usqu'à  p  =  i^ 
Foar  obtenir  celles-^ci^  2MI.  Legnadi^e  ar  d'abord^ refioiirs  %  laf^felHule 
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d'Euler ,  rapportée  dan$  le  n®  ;[oo8.  En  observant  que 

on  en  conclut 

et  qu'il  est  possible  de  parvenir  à  i{_p]y  lors  même  que  p  est  assec 
petite  si  la  série  du  numéro  cité  est  convergente^  sans  qu'il  soit  be- 
soin de  prendre  pour  ^  un  nombre  entier  bien  considérable.  Or, 
M.  Legendre  a  remarqué  (Exercices,  etc.^  1. 11^  p.  65) ,  qu^en  disant 
/'+7>3)  1^5  sept  ou  huit  premiers  termes  de  la  suite  donnent  la  va- 
leur du  logarithme  cherché ,  avec  la  décimales' exactes.  De  plus ^  il  a 
employé  l'interpolation  pour  resserrer  les  nombres  de  ses  tables. 

i2o5.  Pour  parvenir  à  évaluer  des  intégrales  simples,  ou  à  les 
comparer  entr'elles,  M.  Laplace  a  quelquefois  considéré  des  intégrales 
doubles.   Voici  un  exemple  de  son  procédé,  sur  llntégrale 

//è~<«-fc*')d^djr. 

En  commençant  par  intégrer,  relativement  à  la  variable  s,  on  obtient 


i+x 


»9 


lorsqu'on  prend  pour  limites  f=o  et  5=  infini;  mais  l'intégrale  du 
second  membre,  prise  aussi  depuis  a:=o  jusqu'à  x  infini,  étant  con- 
nue par  le   u"*  1169,  on  a  ce  résultat  final. 


n 


Si  Ton  commence  les  intégrations  par  rapport  à  la  variable  or,  qu'on 
fasse  pour  cela  sx''=:t'',  d'où  0:  =  —  ,  et  qu'on  difierentie  en  regar- 

dant  s  comme  constante,  il  viendra 

dx  =  i;,     et     /]re-^i^'^)isAxs=z  rCp/e-'-dt. 


-r 


Soit  fait  ensuite  ^=sr,  on  aura  i«5=<,    d^  =  n^»-»df,  et  ^  l'intégrale 
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double  ci-dessas  deviendra 

n 

eu  interverlissanl  Tordre  des  intégrales  dans  le  premier  membre  ^  les 
limites  des  (ieux  intégrations  demeurant  toujours  /=::oet  <= infini; 
et  comme  la  variable  disparaît  dans  chaque  intégration^  l'^ualion  pré- 
cédente, qui  peut  s*écrire  ainsi, 

nsin- 
n 

fera   connaître    Tune  des    deux    intégrales  du  premier  membre ,   au 
moyen  de  Tautre. 
En  faisant  /z=a,  il  vient 

^C/e-'^-dO^ss-^ssJ,     d'où    /e--"d/  =  dsiV/^, 
asin- 

comme  dans  le  n^  1167. 

M.  Laplace  transforme  encore  les  intégrales  précédentes ,  en  chan- 
geant d'abord  n  en  -^ ,   d'où  il  résulte 

puis  t  en  f-',  d'où 


équation  au  moyen  de  laquelle  tous  les  termes,  de  la  série  d'intégrales 
/e-^^'di^        fe-^U^dl,        fe-^'U^di,.  ..fe-^'V'r^dt^ 


sont  déterminés  lorsqu'on  en  connaît  -,  si  ce  nombre  est  pair,  ou  -*-,   - 

s'il    est  impair.  .     .  .         , 

M.  Laplace  considère  aussi ,  dans  le  même  endroit ,  l'expression 
/è-«"+'rd/,  qui,  mise  sous  la  forme/i*^"'.e^^*^7"dr,'et  intégrée  par  par- 
ties, CQAdait  à  _. 
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••••H  ^  (7U+iy-  ^^         J 

,    (n— m)(ytT-yri— 0 . . .  (/i— rm— r4-i)  /jj-^-M-f ^ifrr<«4-0j^. 

r  désignant  le  quotient  en  nombre  entier  de  n  par  m-^  i.  La  parlie  de* 
livrée  du  signe  y  s'évanouit  entre  les  limites  tzszo  et  ^sinfîni;  Fia* 
tégrale  disparaît  lorsque  n-^i  s=/{m-4- 1)« 

Il  est  d'ailleurs  à  propos  d'observer  que  si  Tou  fait  çr^^'  =  a?j  il 
vient 

dont  nous  avons  rapporté  plus  haut  les  principales  réductions  décou- 
vertes par  Euler;  el  c'est  dan«  ce  sens  que  M.  Legendre  (Exercices 
de  Calcul  intégral,  1. 1,  p.  5oi) ,  rapporte  à  Euler  la  détermination  de 

rintégraleye^'*d/,  qui  n'est  que  la  transformée  de  ifà^(}-)   '• 

i:io6.  Le  passage  du  réel  à  l'imaginaire  est  encore  un  moyen  qu'Euler 
et  M.  Laplace  ont  employé  avec  succès*,  po^  déowvrir  4^  oauv^llâi 
intégrales  définies. 

Si  Ton  fait  zssiijr  dans  l'équ^ation 

J.2. .. . p  =  yè""Vdz  (i iSg) , 
elle  devient 

1.3....;?  =  kf'^[fe-*yj^df; 

et  Euler  y  considérant  quele  nûmhve  ^.  n'était  assujéti  qu'à  la  seule  con- 
dition de  ne  pas  rendi^e  positif  l'exposant  de  e*"%  afin  que  cette  fonc- 
tion fut  toujours  nulle  lorsqu'on  supposait  j  infini ,  pensa  qu'on  pouvait 
donner  h  k  une  forme  imaginaire.  Or,  si  l'on  prend ^ 

k  s=  ^  5br  V^*-  I ,       d'^       «""*'  =-  a""V(cos rjr  qpV/—  i  çin/^)  , 
on  tire  de  l'équation,  posée  çi-^essus. 

Pour  simpUiSker  le  second  me.pQbce:»  fi^isops 

y=:/cos6,    rs=/sinO,    d'où    /^:ssf  +  i^,    tasgffs:-. 
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jmîs  cLangeons  p  en  p^^i;  nous  aurqns 

et  en    séparant^  dans  celte  dernière,  la  partie  imaginaire ,  de  la  partie 
réelle ,  ji^  ^n  ibrover  deux  ÀjQarkms  di^iBCtes,  noos  cibtîeûtirons 

E^^  =  cos;?9ye-^yjK'^.>d7'co6Jî7  +  8În;?9/e-^-»djsîn/j, 


o  =  sin;?6/è"^{;^"*dy'C0S/y  •^.c^;?flye""^^'^'d7^sior;r, 

d'où  il  est  aise  de  conclare 

'     .  .       ,  p— t 

résultats  très  «  reiiiarqual>Ies'3  pnesMéé^à»  r^^tcaAénie^  4e  |*élcrsbimrg 
en  1781,  ei^  qxci  Jietont ^vérifiés  plw  loi»;  ,  -  \    *       «i 

1207.  Considérons  encore,  avec  M.  Laplace,  l'intégrale 
yè^«'*'da:co8'/tr,     enlre'lês  Kfiiiteâ    x=:é,  x= infini. 

En  y  mettant  pour  cos  rx  Te'xpressiôn  l  (e'^V^  -{-  e-^' V^~) ,   celte 
intégrale  devient  •  «    ,     i  *» 

ife-a'x*'hrxy^dx+  |/^-«'*'-''V^da:; 

mais  on  peut  faire  en  sorte  que  l'exposant  de  e,  sous  le  signe  /,  de- 
vienne un  quarréji   en  observant  que 

a»x*  —  rx  y/^  =  ra^x^^2arx^~^  -4-  ^IK^il!"]  O-  J^, , 

et  que  par  conséquent  '     »  f 

'   —  -IL     J,f       :l^EiV  '  ' 

±y^e-«'''+'-^V-'dar  =  e    4«*/e   V *"    aa   y  dx. 

Posant  donc 

aa;— ïi^  =  t,     d'où    dor  =  -,  '      ^ 

riotégrale  ci-dessus  deviendra 
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et  ses  limites  seront  <  =5  «—  ^r'^^ ,  <  =  infini. 

sa     ' 

Changeant  ensuite  le  signe  de  r,  on  aura  pour  Taulre  mlégrald 

a      •'  ' 

et  ses  limites  seront  ^as  ■     '^^  /= infini. 

Or,  ceUe  intégrale  ayant  poar  les  t  négatifs  la  même   valeur ^  au 
signe  près,  que  pour  les   t  positifs,  on  voit  que  dans  la  première ,  la 

partie  comprise  depuis  <  =  *—  ^ — —  jusqu'à  o,  complète  ce  qui  manque 

à  la  seconde,  qui  ne  commence  qu*à  ^=:^  ;  ainsi  la  sonune  des 

deux  intégrales  équivaut  à  a  fois  Tune  d'elles^  prise  depuis  /=?=o 
jusqu'à  /=infîni  ;  et  prenant  la  valeur  defer'^^dt  entre  ces  limites  (1 167X 
on  aura  donc 

e    ^      — 
/e-«*''djc  cos  nr  = V^« 

iao8.  Les  différenliations  relatives  à  la  variable  r  donneront  nno 
suite  de  nouvelles  intégrales,  comprises  dans  les  formules 

r* 

r* 

•'  ^"    aa         dr*""*"' 

le  signe  supérieur  répondant  au  cas  où  n  est  paire,  et  le  signe  infé- 
rieur au  cas  contraire. 

Au  lieu  de  différentier,  si  Ton  intègre,  en  posant 


/dr/è'-'^'^^dx  cosrx  =  /«-«''•d:r/arcos/Jc  =  V^/ê    4«'  ^^ 
trouvera 
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en  faisant  —  :=<•  Cela  posé,  la  dernière  intégrale,  prise  depuis  <  =  o 

jusqu'à  /  =  infini,  sera  j  K^tt;  mais  on  rend  t  infini,  en  laissant  r  fini  et 
supposant  a  =  o,  ce  qui  fait  disparaître  le  facteur  c^«"*"  dans  le  pre- 
mier membre^  et  donne  en  conséquence 


/ 


dréinrx         i 
7  a      ' 


prise  entre  les  limites  jr=o  et  x  infini. 

1209.  Le  passage  du  réel  à  Tiroaginaire,  par  lequel  on  a  trouvé 
d'abord  les  expressions  des  deux  numéros  précédens,  peut  èlre  utile 
comme  moyen  de  recherche;  mais  ses  résultats  onl  paru  avoir  besoin 
de  confirmation,  et  M.  Laplace  est  parvenu ^  sans  le  secours  des  imagi- 
naires, au  résultat  du  n*  1 207. 

En  posant 

et  différentiant  par  rapport  k  r,  il  en^  tire  ' 


-j2!  =-  _  fe-^^'^xdxsmrx; 


puis  en  intégrant  par  parties^   par  rapport   au  facteur  er^^'^xia:,  il 
obtient 

-^  =  ^ — r-  sinrjc—  — ./e-«'**ddî  cosror, 
ce  qui  revient  à 

lorsqu'on  suppose  x  infini  dans  la  partie  délivrée  du  signe  /I 
L'équation  ci-dessus,  entré  les  variables  j*  et  r,  a  pour  intégrale 

C  étant  une  constante  arbitraire  qu^on  peut  déterminer  par  la  valeur 
que  prend  j"  lorsque  r=o^  savoir, 

on  a  donc^  comme  dans  le  numéro  1207, 


/«-«**'d*co»raB  ss 


ua 


6a 
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Ici  se  montre  un  noavel  artifice  d' Analyse ,  qui  consiste  k  fomier  entre 
les  intégrales  définies  et  quelqaes-unes  des  constantes  qu'elles  con-^ 
tiennent,  des  équations  différentielles  que  Ton  puisse  intégrer.  Cest  par 
cet  artifice  que  M.  Poisson ,  dans  le  16*  cahier  du  Journal  de  V École 
Polytechnique,  où  il  a  publié  des  recherches  fort  étendues  sur  les  inté- 
grales définies^  a  vérifié  lesfieux  résultats  trouvés,  d  après  Euler,  dans 
le  n"*  1206. 

En  posant 

fer^'x^^àxQOB  Tjc  zmjr ,        fc^^'af^'àx  sîn  nr  =3  ;? , 
et  diflSéreotiant  par  rapport  à  r,  il  obtient  k«  équatîona 

^  = — ye-*'j:f djcsin  rx ,      ^  t:^f€r^'afdxcas  rx. 

L'intégration  par  parties,  de  leurs  seconds  membres,  composés  de  trois 
facteurs  variables,  s'effectue  par  la  formule 

fwdt  =  Uiî^  — /ti^u  — /tudi^ , 
tirée  de  l'équation 

i.iuv  =iUi^B'\^(ifdu'^iudv^ 

et  par  rapport  au  facteur  e'^'dxy  donne 


/e~''jt'dr  sin  rac  = e^'^'xf  sin  rx 


+  -fe-^x^dx  cosrx  -f-  ^fe-^'x?- 


fe^^'x^dxcosrx  =  —  ^  e'^'x^ cosrx 


•cLr  sm/ïTi 

! 


.      '     —  -  /e-^':;ifdxmû  rx  -+•  ^ft^a!^-^dx  eos  rx 

La  partie  délivrée  du  signe  /s'éranotiit  dans  chacune  de  ces  expres- 
sions, les 'limites  étant  :r  =:  o^  a:  =  infinl|  pet.  ^  étant  des  nombres 
positifs.  Par  cette  considération^  on  déduit  de  ce  qui  précède^ 

dr  "^         q  àr        q^^ 

dr  qéf^  q^^ 

et  si,  par  l'élimination,  on  transforme  ces  équations  en  d^utres  qui  ne 
contiennent  qu'une  seule  des  tbffiéfentifUes  dj  et  ds^  dégagée  de  loul 
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coefficUiA  (619)7  il  viendra 

«n  faisant  atteDlion  que 

et  posant^  en  conséquence,  -=:tangr. 

Multipliant  ensuite  Féquation  (i)  par  jr,  Téquation  (a)  par  z,  et  ajou- 
tant les  produits  9  on  trouTera 

j^dy  4-  xdz  +  (^*  4-  z^)pdt  fangf  1=  o , 

d'où  Ton  tirera 

yày  +  zàz       _         pàtsint 

équation  ayant  f>our  intégrale 

Il  (7-*+2*)  =  ;?  1  cos<  +  1^,       ou  \7*  +  z*  c=  ^*  C08<*' (S)*   ' 

Revenant  encore  aux  équations  (i)  et  (a)^  pour  multiplier  la  pre- 
mière par  z,  la  deuxième  par  7*,  et  retranchant  le  premier  produit  du 
Mcoadj  on  aura 

^dz— zdjr  — (^  +  z*>d^=o,    ou    -ÏËÎ^^acpd/, 
équation  dont  Tintégrale  est 
arc(tang  =  p=;^<-|-5(547),    o^   ^  «  •aiig(/^  +  ^. . .  .(4), 

B  étant  encore  une  constante  arbitraire.  ; 

Pour  déterminer  celle- ci ,  il  suffit  d'oBserver  que  si  l'on  fait  rso, 
ce  qui  donne  tx»^y  a  a'évattottil^  muis  tMm  ^jr^tk  qu'ainsi  3  hxÀ 
que  i9=o^  et  que  par  conséquent  z==/tang^r. 

Avec  cette  valeur ,  Féqui^ion  ^3)  -devient 

jrt 1 4-  (i^m&ptl\l  ^  J^^QQsx'^^  d'où  /•  ^^.j^o^^r  m%ffti 

et  -^  représente  la  valeur  que  prend/  lorsque  ^sso:  or,  dans  ce  cas. 
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il  se  réduit  à  fer^'ar^àx  ^  que  la  supposition  «le  forsiu  ckange  en 

l^fe-^un^àu  =  1  [;;  —"7]  (i  169) , 

puisque  les  limites  de  u  sont  les  mêmes  que  celles  de  x.  Telle  est  la 
valeur  de  ji ^  de  laquelle  il  résulte  enfin 

^  —  ^  [^— ijcos;?/,      .^:=  -^,-  [/?— i]sin;?f, 

expressions  qui  rentrent  dans  ccjles  du  n"^  iao6»  lorsqu'on  change  t  en  fl^ 
en  observant  que 

laio.  Les  formules  précédentes  pflrrent.ençOre..une.conséqiience  re- 
marquable; c'est  l'évaluation  des  intégrales  fdxcosrx  et  fdxsinrx^ 
prises  entre  les  limites  xzsiO  et  a:=infini.  Pour  y  arriver,  îl  suffit 
de  faire 

p=J,    7=0,     d'où  il  résulte     [/?-t-^i]  »  i ,     fl==  j,   f=r^ 

ft  par  conséquent 

/dx  ùosrxs=^  o  y  fàxsinrx  =i'. 

ijaii.  C'est  parla  considération  des  intégrales  doubles,  queM.  LapTace 
a  obtenu^  entre  les  limites  .r  =  o  et  orszipfîni,  la  valeur  de 

/djc  C05  rx 

qui  n'est  qu'un  cas  partîci4ier  de  .    . 

/àx  cosor  ,.     . 

j      •  •  • 

que  M.  Poisson  Êiit  dépendre  de  Téq^alion  différentielle 

dans  le  Méiwoîre  ckén*  uog.  Je  me  bornerai  ici  a  '  développer  le  cas 
où/ïKi^  qui  est  suffisant  pour. faire  connaître  ^esprit  de  la  méthode. 
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En  posant 

/dx  C08  ax  %,    ,  ^y  .:^  é^jrSrs^Tiax 

/dx  cos  ax 
"1  +  X*    ^ 

en  vertu  da  numéro  précédent ,  on  a  Téqualion 

^.  -  J  =  o,     et    J  =  Ce-  +  Ce--  (604), 

Cti  C  étant  deux  constantes  arbitraires. 

Pour  les  déterminer  y  M.  Poisson    observe    d'abord  que    cosax  ne 
pouvant  jamais  surpasser  Tunité^  quel  que  soit  a\  il  s'ensuit  que 

^    r  àx 

limite  qui  est  indépendante  de  a ,  et  ne  peut  devenir  infinie  en  même 
temps  que  cette  lettre  y  et  que  par.  conséquent  l'expressioli  de  j"  ne 
doit  pas  contenir  la  fonction  e-j  on  a  donc  seulement 

^=C'e--; 

mais  lorsque  a  =0,  ^  =  fjzË^  ^^  \i  donc 

/dxcosiix'       »•    _.         ^ 
_  ^^^  i_  d      '■II*   _M 
1  •+•  X»  •         a  ae*  ^ 

ainsi  que  l'a  trouvé  M.  Laplace^  et  d'où,  par  la  différentîaiion  rela- 
tive à  la  lettre  Vi,  il  a  conclu  .> 

/xdx  8În  ax  '*'    /af  N 

(*)  On  peut  détermiDer  en  même  temps  lés  deux  constantes  C  et  C  par  la  considération 
des  valeurs  que  prennent  j^  et  -j^  lorsque  a=r  o  ;  car  si  dans  rintégrale  ^  =  —  /  ■       ,  * 

on  fait  ax  =  *,  il  vient  -^  =  —  jf  JLj^^,  que  lasupposi^oa  de  a  =0,  réduit  i 

^  =.— r   ^  ^^"  ^  =  —  ^  (i  ao8)  ;  -  et  l'exprestion  j^  =  Ce-  +  Ce"*  donne  pour  y  et 

^ ,  dans  la  même  circonstance ,   .  . 


9 


d'où  C:=o,  et  C^ss  -,  comme  ci-dessus.  I 


! 
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Faisant  ensuite  a:  =  — ,  dans  Téquation 


m  ' 


on  en  déduit 


/dx  C08  ax         jT 


1     df  C08  — t  ^ -^ 

i-    I  m       .  rdtcosrt      _    v 


en  posant  —  =  r;  et  on  tire  de  là 

*d^  cos  rt 


/Qt  C08  rt 


amé""  » 


les  limites  de  /   étant  o  et  Tinfini. 
La  difiërentiation  relative  à  r  doone 

*4dr  sin  rt 


iai2.  Par  cette  détermination^  M.  Legendre   {Exetc.  deCalc.inL, 
t.  II,  p.  1^3)  9  s'élève  à  celle  de 


Tïi'  +  *•  1  —  ar  coa  an*  + 1*  ' 


entre  les  limites  z=o  et  z  =  infini.  En  déyelop|^ant|  suivant  les  puis- 
aances  de  r,  le  second  facteur  de  l'intégrale ,  il  trouve 


8in  %az 


---r  =  sin3az-f-rsin4^z  4-  /*sin6«;-+'  r'sînSiizH-  elc; 

1  — ar  cos  aa»  +  t*  i  t        •  i  i  w 

OTy  ce  développement  étant  multiplié  par  le  premier  facteur  de  Tin- 
tégrale ,  conduit  à  des  termes  compris  dans  la  formule 

/zàz 8În  kx, »     ^^  «r    -a». 

faisant  donc  A  sa 310 y  os^a,  sasôa^  etc.,  il  obtieut 

r^  !ÎÎL^«-^     „î  (^-i-»  +  ^--^4.  r^-«"  +  ate.) 

j  m»  +  »'  1  —  ar  cos  aaz  +  r*.3^  "^  ^^  -r-wv.y 

i  ^ 
Kn  changeant  le  signe  de  r>   on  attra 

/*   xdjt sin aaz ^^^       ^r  ^r\ 
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Posant  ensuite  r  s=  i   dans  les  deux  yaleurs  ,  on  en  déduira 

en  observant  que 

a  —  acos  aaz  =s  4(sî"i  ^^)%        ^  4-  ^cos  2^2  =  4(c^s  ^z)*. 

131 3.  M.  Legendre  prend  la  somme  des  étjuations  (a)  et  (^),  et  la 
réduction  au  même  dénominateur  le  conduit  à 

/•   zdz  (a+ 3r*)8inaas         ^^^     «rc***" 

m»  +  a"»  •  (1  +r*y  — 4fCcosflazp        c»*"*  — r*  ^ 

et  comme  (cos  3^)*  =3  ^  +  i  co$4^Zy  le  premier  membre  se  change  en 

^    ~     ^  J  TU»  +  a»  1  — ar'cos^a»  +  H  ' 
si  ]*on  écrit  alors  r  au  lieu  de  ;**^  a  au  Heu  de  2a,  on  obtient  l'équatloft 

/*   zàz  %in az  _     j^         e^  ^  v 

m'  -|-  a*  1 — ar  cos  naz  +  r*         i  +  r  e'*"*  —  |.*  •  •  •  •  •  V  y  > 

et,  .pour  r=i, 

/Li^î î_  — -Jîî!l-  .,  .  (f)     * 

1214.  Eu  multipliant  par  4^a  les  deux  membres  des  équations  (^i) 
et  (b),  et  prenant  les  intégrales  par  rapport  à  la  lettre /i^  M.  Legendre 
trouve 

f-^^Mi+>*-^rcos2az)  =  ll(,-re— ) (^), 

/^?T?  1  (i+r-+3rcos2az)  =  J  K.-^re— ). . . . .  .(h)  ; 

mais  pour  parvenir  a  Téquation  (g)^  il  faut  observer  que 

^sr.4/'da «r  er^^.armda 

et  qu^on  ne  doit  point  ajouter  de  consbnte  au  second  membre  iparct» 
qu'ils  deviennent  tous  deuic  identiques  quand  a^sso^  à  cause  qu'eui^tf 
les  limites  ;s=o  et  z=  infini^  ou  a 
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/l_'Î5_  1  (,  — rV  =  al  (i  —  r)-^  =  -  I  (i  — r), 

valeur  qui  est  précisément  celle  que  prend  le  second  membre ,  dans  la 
même  circonstance.  Ou  \oit  par  là  ce  qu'il  faut  faire  pour  obtenir 
Téquatiou  (A). 

La  supposition  de  r=  i  change  Féquation  (g)  en 

/'   ^    .  I  (2  —  acos 2az)  =  —  l(i  — e""**")  ; 

en  mettant  pour  a  —  scosaaz  sa  valeur  4(sina2)%  le  premier  membre 
devient 

y,  \    ,  2 1  (asîn  az\  =  2  /    ,  f    ^  1  sîn  «35  +  2I2  Ç-r^rzk 
=  2/--r-?— îlsinazH- -la; 

et  reportant  cette  dernière  valeur  dans  l'équatiOn  précédente,  on  en 
tire 

/^  f   ^  1  sin aa  =  —  1  T^-^^^^ ^J (0« 

On  trouverait  de  même,  par  Téquation  (A), 

j  m?  +  a*  au*    \       a        /  ^  ^ 

En  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  on  arrive  aisément  à 

Enfin  y  les  équations  (g^)  et  (A)  étant  différentiées  par  rapport  à  r, 
donneront      •    « 

/^    dz             r  —  cos  acg        «^         «"        *  /    \ 

m*  +  a*  1  -+-r* —  arcos  aaa  "^        am  e**^— r ^    ^* 

/^     d* r  4  coa  agg        jr i_ ^  v 

m*  -J-  a*  i  -^  r*  -(-  ^'*  C08  ûûa  "^  a/ii  «**"'+'* 

iai5.  Nous  avons  rapporté  toutes  ces  formules ,  pour  montrer,  par 
les  conséquences  d'un  seul  résultat,  obtenu  dans  le  n*  1211,  la  fécon- 
dite  des  formules  de  ce  genre.  Celles  qui  sont  placées  sous  les  désigna* 
lions  (c),  (rf),  (/),  (/)^(X:),  (/),    très-rçmarquables  dans  la   théorie 
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d«s  inlégrales  définies,  comme  Tobserve  M.  Legeadre,  sont  daes  à 
M.  Georges  Bidone,  et  font  partie  d'un  travail  con^sidérable  qu'il  a  pu- 
blié sur  ce  sujet ,  dans  les  Mémoires  de  t Académie  de  Turin,  année  1812. 
11  y  a  fait  entrer  aussi  la  plupart  des  int^rales  dont  nous  nous  sommet 
occupés  antérieurement  à  celles-ci >  et  auxqudles  il  est  parvenu,  en 
n'employant  que  la  comparaison  des  divers  développemens  en  séries 
dont  est  susceptible  la  fonction  à  intégrer.  Cette  méthode  parait  plus 
ciémentaire  que  les  considérations  variées  dont  nous  avons  fait  usage; 
mais  elle  exige  d'assez  longs  calculs  j  c'est  pourquoi  Je  renverrai  le 
lecteur  au  Mémoire  de  M.  Bidone» 

Dans  la  même  colleclion  académique  (tome  XXIII^  pag^  ^9^)^  ce 
géomètre  a  donné  des  formules  finies ,  qu'il  annonce  comhie  exprimant 
d  une  minière  très^approchée  les  transcendantes  elliptiques 


priées  depuis  ;5sso  jusqu'à  a  =51.  IJ  est  à  désirer  qu'il  en  fasse  con« 
Qaitre  les  fondemens,  qu'il  n'a  pas  jugé  à  propos  de  publier  en  mén^ 
temps. 

i!ii6.  En  i8i4>  M.  Gaucby  a  présenté  à  Flnstitut  nn  Mémoire  sur 
les  intégrales  définies^  dans  lequel >  en  faisant  usage  delà  considération 
des  intégrales  doubles ,  il  est  parvenu  à  plusieurs  remarques  impor* 
tantes.  Ce  Mémoire  n'est  encore  connu  da  public ,  que  par  l'extrait 
qu'en  a  donné  M.  Poisson  ^  dans  le  Bultetin  des  Sciences,  par  la  So-^ 
tiété  Philomaiique  (année  1814  y  p.  i85),  et  dont  j'ai  tiré  ce  qui  suit. 

£n  désignant  par  Y  une  fonction  quelconque  de  la  variable ^^  sup-» 
posée  elle*méme  fonction  des  deux  variables  x  et  z  ^  M.  Gaucby  pose 
réquation 

facile  k  vérifier.  Si  on  la  multiplie  par  i^xdzy  et  quW  l'intègre  suç^ 
cessivement  par  rapport  à  a:  et  par  rapport  à  s^  ce  qu'il  faut  faire  dans  ui| 
ordre  diiférent  pour  chaque  membre,  on  obtiendra  l'équalion 


/r^dx=/rg<k. 


ht  premier  membre  ayant  déjà  Sjubi  l'intégration  relative  à  z^  doit 
5,  63 
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élre  pfîs  ea(iQ  lés  Ihniles  assignées  à  celle  variable  ;*  p«f  la  iBiiaKr 
raison^  le  second  doit  Tètre  entre  les  limites  assigoées  à  op.  Si  dOQC 
oa  a 

que  a  el  a*  soient  les  lioiitea  de  ûc^  &.  et  V  ceUe#  de;i^  il  viendra 
/f(x ,  V)àx  --^fi{pc,  h)Ax  =  /FCtf',  z)ds  -^-fVia,  z)à». .'. (•)* 

Cette  relation  entre  quatre  intégrales  définies^  parait  devoir  offrir 
beaucoup  de  combinaisons  pour  en  découvrir  de  nouvelles  valeurs.  De 
plus,  en  y  faisant  ^  =  w  +»  »  v/ — x ,  et  séparant  la  partie  imaginaire 
de  là  partie  réelle,  daos  le  résultat ,  Vauteur  le  partage  en  deux  autres 
équations,  ce  qui  multiplie  les  chances  de  succès^  Cependant,  parmi 
les  nombreux  exemples  qu'a  rassemblés  M.  Caucby,  dans  la  première 
partie  de  son  Mémoire ,  M.  Poisson  n'a  remarqué  aucune  intégrale  qui 
ne  fût  déjà  connue;  le  mérite  de  son  pi:océdé  parait  consister  princi^ 
paiement  en  cç  qu'il  est  trèç-général  et   trèjj-uniforme. 

•Le  passage  du  réel  h  l'imaginaire  conduit  immédiatement  à  l'un  des 
résultats  les  plus  généraux  obtenus  par*  M.  Caucby;  mais  fca  manière 
dont  il  y  parvient  a  l'avantage  de  montrer  les  exceptions  de  ces  for-^ 

mules,  ce  qui  prouve  que  Femploi  de  rexpressîotxioiaginiMrQ  4-^  ^V*^^  ^ 
n'est  pas  toujours  légitime. 

Une  observation  très-digne  de  remarcjne ,  est  celle  qu'a  fail^  M.  Caneliy, 
sur  les  restrictions  qu'on  doit  mettre  k  l'éqaation  (i),  <|ui  tiiî;o.ntap<^ 
pris  que  lorsqu'il  s'agissait  d'intégrales  définies,  ii  n.'6tait  pM, tij^ûjou^s 
indifTéreot  de  changer  l'ordre  des  intégrations,  comni^  tors^^e  les  in- 
tégrales sont  indéfinies  (Sig),  et  qu'ca  variant  cet  ordre,  oa  Ivofivail 
des  résultats  divers,  si  la  fonction  aoumise  aux  signeu  f,  devepaii  |, 
pour  des  valeurs  de  x  et  de  js  comprises  entre  les  limites  as|iig«£^  à 
ces  variables. 

Cela  s^explique  en  observant  qu^uoe.  fonction  de  deux  variables  est  vé- 
ritablement indéterminée,  quand  elle  se  présente  sous  la  forme  ^,  pour 
des  valeurs  parlicnitères  et  sknullanées  a  et  /S  ée  ces  qiianiiiéa  (i53); 
parée  qu'alors ^  si  cette  fonction  est  représentée  p^r  f(a:,  z).  Intégrale 
fft{x^  z)àxAz  comprend  n»  élén^eM  ^oi,  ^)àctàa  aoaçeptifale  de  deux 
valeurs,  suivant  Tordre  dans  lequel  on  fait  les  changemens  de  or  en ot 
et  de  z  en  /S. 

u  A  celte  remarque  de  M.  Cauchy,  on  doit  ajouter  (  dît  M,  Poisson) 
a  que  Tune  des  deux  valeurs  de  f{x^z)^  eorceapoodaiilea  à  J?^ap«j 
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»  zs=>^j  :doît  être  infinie;  car  si  elles  élaîent  toutes  deux  finies,   on 

»  pourrait  négliger  rëlément  (p(flt,  fi)dxdzy  sans  que  Tînlégrale 

*>  J}¥(^^  ij)dnb  en  fût  altërëe;  et  ators  sa  valeur  seraîl  encore  la  même, 
j»  quoiqu'on  eût  eflfectué  Tinlégralion  dans  deux  ordres  différens. 

»  M»  Câuchy,  après  avoir  indiqué  les  cas  où  Téqualion  (i)  devient 
»  fautive^  détermine  la  quantité  j4^  qu'il  faut  ajouter  à  l'un  de  ses 
})  membres  pour  rétablir  1  égalité.  Il  fait  voir  que  celle  quantité  est 
»  exprimée  par  une  ou  plusieurs  intégrales  simples,  quil  nomme  m* 
/)  tégrales  singulières;  ce  sont  des  intégrales  prises  dans  un  intervalle 
))  infiniment  petit,  d'une  fonction  contenant  elle-même  une  quantité 
})  infiniment  petite,  qu'on  ne  doit  supprimer  qu'api^ès  rinlégratian.  Ccsi 
»  intégrales  ne  se  présentent  pas  ici  pour  la.  première  fois;  on  en  ren-* 
})  contre  une  semblable  dans  la  détermination  du  mouvement  d'un  corps 
»  pesant  sur  une  courbe  donnée,  lorsque  le  mobile  approche  d'un  point 
»  où  la  tangente  est  horizontale.  S'il  ûxi  est  à  une  di«taAce  infiniment 
))  petite,  et  que  sa  vitesse  soit  nulle,  le  temps  qu'il  lui  fendrait  pour 
»  l'atteindre  a  une  valeur  finie,  exprimée  par  une  iniégrale  de  Tespèca 
»  dont  nous  parlons.  Le  propre  de  ces  intégraler^  est  d'être  indépen« 
»  dantes  de  la  forme  de  la  fonction  soumise  à  Tinlégralion;  ainsi  dan» 
M  Texen^ple  que  nous  citons,  la  valeur  du  temps  ne  dépend  pas  de  l'équa-* 
»  lion  de  la  courbe,  mais  seulement  de  Isl  longueur  du  rayon  de  cour-»' 
»  bure  au  point  que  l'on  considère,  et  c'est  une  circonstance  semblable 
«  qui  permet  à  M.  Cauchy  de  donner^  sous  une  forme  très-simple,  la 
;;  valeur  générale  de  la  quantité  -^. 

»  Ce  que  le  Mémoire  doht  nous  rendons  compte  renferme,  selon 
»  nous,  de  plus  curieux,  c'est  l'usage  que  l'auteur  fait  des  intégrales 
M  singulières^  pour  exprimer  d'autres  intégrales  prises  entre  des  limites 
»  finies.  Cette  manière  indirecte  de  les  obtenir  ne  doit  pas  être  pré- 
n  fêtée  aux  àméthodes  ordinaires,  mais  elle  n'en  est  pas  moins  très- 
i)  remarquable  et  digne  de  l'attention  des  géomètres.  Il  obtient  par  ce 
n  moyen  les  valeurs  de  quelques  inlégraie*  qu'on  n'avait  pas  encore 
»  explicitement  con»dérées,  mais  qui  rentrent  dans  d'autres  intégrales 
>i  déjà  connues,  ou  qui  s'en  déduisent  assez  facilement. 

»  Pat  exemple,  II.  Cauchy  donne  la  valeur  de 

/•cos  bx      dx 
J   cos  CTo:  I  +  x*  ' 

*»  prise  depuis  jfSso  jusque  x==l;  or  elle  est  côWiprîse dans  celle-ci  ; 

«in  ex  siiï  s*aa?  éx 


/l ai: 


i2#  cos  2ax  +  ^*  '  +  *'  ' 
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))  dont  on  obtient  la  valeur  en  la  réduisant  en  série  suivanl  les  puis* 
i)  sances  de  a,  ainsi  que  M.  Legendre  la  pratiqué ^  relativement  à  une 
»  intégrale  un  peu  moins  générale  (celle  du  n*  1212).  L'intégrale  de 
h  M.  Caucby  se  déduit  de  celle  que  nous  citons^  en  y  supposant  ctssi^ 
})  c;ssa+by  et  faisant  ensuite  les  réductions  convenables  ^et  ens'aidant 
»  aussi  de  l'intégrale  du  n""  121 1).  >» 

laiy.  M.  Legendre  s'est  occupé  de  cette  intégrale  et  de  ses  ana- 
logues,  dans  la  cinquième  partie  des  Exercices  de  Calcul  inL,  §  III. 
Il  a  consacré  les  trois  derniers  paragraphes  de  cette  partie  aux  fonc- 
tions produites  par  le  développement  des  expressions  (t'-^^xz+z*)"'* 
et  (i+â*-— âacosç)'"^^  qui  se  présentent  dans  les  recherches  sur  le 
svstème  du  monde ^  et  par  rapport  auxquelles  il  avaft  trouvé^  depuis 
}ong-*temps ,  des  théorèmes  nombreux  et  remarquables^  concernant  les 
intégrales  définies. 

Dans  la  même  partie,  il  fait  connaître  deux  circonstances  très- 
singulières  dans  la  marche  de  ces  intégrales.  1*.  Une  même  intégrale, 
par  un  changement  indnrmenl  petit  de  Tune  des  qnanlités  dont  elle 
dépend^  prend  quelquefois  des  valeurs  qui  différent  d'une  quantité  fi- 
nie, et  il  en  donne  Texemple  (p.  178)  sur  l'intégrale  /  ^^^x  *~X^' 
dont  les  valeurs  correspondantes  à 


az=z  (2k+i)b^(»,    sont    -5—^.^4.1^^ 


sre 


êù  désignant  une  quantité  infiniment  petite. 

:i''.  «  Toutes  les  fois  qu'une  intégrale  passe  par  l'infi^ni  avant  d'ar-^ 
4»  river  à  la  valeur  finie  qu'elle  obtient  pour  une  limite  déterminée^  orr 
»  ne  peut  exécuter  sur  cette  intégrale  définie  les  difiërentiattons  rela- 
»  tives  aux  constantes  arbitraires^  qu'après  s'être  assuré  qoe  les  infînis^ 
9)  qui  composent  les  deux  parties  de  l'intégrale  définie  ne  rendront  pas- 
9  défectueux  les  résultats  de  la  difiërentialion  de  cette  intégrale  (p.  a<i4 
)i  —  ai5)  »  ^  et  il  en  donne  pour  exemple  l'équation 

/^îz^^-^Ï^SC^  +  a^)  (P.2i5), 
dans  laquelle  a=cos9,  et  d'où,  par  des  difierenlialions  relatives  à  la 
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lettres  9  on  déduirait  les  équations 

dont  il  a  démontré  antérieurement  que  les  premiers  membres^  pris  de* 

puisar=:o  jusqu'à  JC=?:7r,  limites  de  Tin tégrale  primitive^  sont  infinis. 

Pour  expliquer  cette  difficulté  >  M.  Le^endre  change  successivement^ 

daos  réquation  d^où  il  est  parti,  a  en  a — co  et  tf +»,  ce  qui  lui  donne 


A 


xdi?  »in  X 


C08  X- 

xàx  sin  X 


=  — •  '7rl(2  4-aûî  — 2»), 


J  C03  X  -^a— •»  ^      '  ' 

dont  la  différence 

3û)  /  .7 ^rr :   ==  —  'Tt  1 


conduit  à 


'A 


cosx — a)*— 41»*  1  -f-  a  —  •  ' 

xàr  sin  .r  i 


(cosx— û)*  i+a' 

lorsqu'on  supprime  les  puissances  de  â»  sopérieufes  à  ht  première;  xAats* 
cette  omission  n'est  pas  permise  dans  le  premier  membre,   parce  que 
dans  rintervalle  de  cos«r  =  a-^^  à  €06a:=:=^2  +  û>,  la  quantité  soumise" 

au  signe  /  passe  par  rinfini,  et  que  Tintégrale  fT^^—^^r^'^I^  ^>  ^^"^ 
cet  intervalle,  une  partie  négative  '^dont  la  valeur  est  infinie,  et  détruit 
rinfini  positif  qui  résulte  des  deux  autres  parties  de  Tinlégrale,  de  sorte 
que  la  différence  demetirc  finie.  C'est  dans  Vouvrage  même  de  M.  Legendrc 
quil  faut  voir  les  calculs  qui  fondent  cette  solution;  en   exposant  les 
difficultés,  je  n'ai  eu  pour  but  que'  de  montrer  combien  le  sujet  est  épi- 
neux. Les  détaib  dans  lesquels  je  suis  entré  prouvent  assez  d'ailleurs 
combien  il  est  fécond,  et  qu^  si  l'usage  des  intégrales  définies,  dans  les 
applications,  continue  à  s'étendre  comme  il  Ta  fait  par  le$  recherches  de' 
M.   Fourier,  sur  la  chaleur,  de  MM.  Poisson  et  Gtochy,  sur  le    senr 
et  sur  les  ondes,  il  sera  nécessaire,  pour  la  pratique,  de   construire 
des  tables  oit  tontes  Tes  valeurs  eonrraes  des  intégrales  définies  soient 
classées  par  ordre ,  d'après  la  forme   de  ces  intégrales ,  leur  origine , 
ovl   quelqu'aulre  caractère  qui  en  rende    la  recherche  facile.    Landen 
avait  déjà  présenté  un  essai   de  celte  tabFe,  à  la  suite  de  la  deuxième 
partie  de  ses  Mathematical  Memoirs;  M.  Bidone  en  a  placé  un  autre 
àr  la  fin  de  son  grand  Mémoire  sur  \^%  intégrales  définiçs. 
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5o^  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  VALEURS 

Besséneiipt^     i3i8.  La  formuie  fic^"^ dx(i -^of^y y  égale  a  —[/?]["— j,  entre  les U- 

intégrales  qui  mites  â:=; o  «^  j:=ci  (ii6o)^  se  rencoïitre  frëquemmeiit  dans  la  re* 

*°j,^\  jf^^jj  cherche  de  la  probabilîlé  des  événemens  futurs^  d'après  robservalioa 

nombrct.        des  événômctis  passés  ;  les  nombres  m  eip,  qui  dépendent  de  ces  de^ 

mers  5    sont  alors  tellement  grands  ^  qn'il    est    impossible    d'effectuer 

la  muhjplicatioh  des  facteurs  dont  est  formé  le  produit  qui  exprime 

cette  intégrale. 

On  a  recours,  dans  ce  cas^  à  une  approximation  qui  fait  connaître 
les  premiers  chifiVés  de  ce  produit,  et  qui  suffit,  parce  qu'il  ne  s'agit 
que  de  rapports  d'intégrales  semblabUs  à  la  proposée.  Les  formules 
dun""  1008  donnent  immédiatement  cette  approximation;  mais  M.  Laplace 
l'a  déduite  aussi  d'une  théorie  générale,  dans  laquelle  il  s'est  proposé 
l'évaluation  des  fonctionsule  grands  nombres,  et  doût  nous  allons  donner 
un  extrait. 

Le  principal  objet  de  ces  recherches  est  d'obtenir  les  intégrales  des 
fonctions  différentielles  renfermant  des  facteurs  élevés  à  de  grandes 
puissances,  par  des  séries  d'autant  plus  convergentes,  que  les  exposans 
de  ces  pnissaxices  sont  plus  considérables. 

Soit 7dr  =?«'«''«"'• i^dac  la  dîflerentîeBe  à  intégrer  entre  les  li- 
mites xti^Q  -et  x^sxzB\  »,  nfy  k'',.,.^,  désignant  des  fonctions  dejc, 
et  s,  /,  s'^,  eic.^  des  nombres  très-grands.  En  représentant  par  I^ce 
que  devient  j-,  lorsque  a:  devient  fl,  nous  ferpns  ^  =s  I^e^',  é  étant  le 
nombre  dont  le  logarithme  népérien  est  f  unité  ;  nous  tirerons  d4  là 

<  ss  1  -^ ,  et  considérant  x  «omnae  une  fonction  d«  r ,  nous  aurons 

en  observant  de  faire,  après  les  différen (talions  ^  txso,  valeur  qtd  ré- 
pond  à  celle  de  ^  ses 6  et  qui  change  ^  en  F.  L'équation  f  r=l  —  con- 
duisant à  d/  :i= ^,  on  aura  ■^=  — "^^  expression  daûs  laquelle  dj 

introduit  au  dénomÎMleur  l«b  expWM»  s,  s'^  /',  etc.  Si  Ton  fait,  pour 
abréger,  -*^/^=s=:p,  il  vîcndt^  di=:-^;  et  cette  équation  fournira 

le  moyen  d exprimer  les  coeffidens  différentiels^,  ■^>^^^*>  P*^  ^» 
2^>  etc.,   en  traitant  (^  comme  une  fonction  de  x,  et  x  comme  une 
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IboctioÉ  d»  4  :  oa  tnwTwa 

dx  _^^  d]^ àvôx vdv  à^x  d. vdi;  dar      v4»vdtt 

il  ~  ^    df  ~  4r  dr—  dx  ^     d?  ~  'ii~  ar*^  ^i^V"  .    ' 

dt4  —       do:*"  Q/ ^'""^■^^   .   ♦^^^  •         •     .^   '..>.  -i   ^',  :/....   V 

En  général^  on  aura,  ^  =a  — ^^j^îl^"  ,  en  «opposant  Àx  constant  dans 
le  second  membre;  et  représentant  par  f^  ce  que  devient  i^  quand  o^ 
est  («gala  0,  ou  ^ëgali  zéro,  ^'^^\^:^'^sersi  ce  <yie  d^\ien%^, 
puis  on  obtiendra 

fjria:  =  rr/iic-'  {i +'-[-'-  +^-  £;  +  «'«•)•• 

Le  second  men^bre  de  la  deruiète  de  ces  équations  dépend  des  inté'« 
grales  comprises  dans  la.  formule //"d/e*^  Si^  dans  cette  formulé ,  on 
fait  e~'=z,  les  limite»  de  /  étant  o   et  Tinfini^  celles  de  z  seront  i 

et  o^  et  Ton  aura  **^fdz  [}'-)%  ^  prendre  depuis  z=  i  jusqu'à  z:s:zOf 

ce  qui  donnera  i«â.3...^/t  (nSg))  îl  viendra  donc- ' 

pour  la  valeur  de  JjrdiX,  depuis  x  =  Q  jasqja'à  U  valeur  de  Jt,  qui  rëpon4 
à  /  infini.  I^renanl  de  m^me  la  vateur  ^ç  j^T^djc,  depuis  x=(i'  jusqu'à 
là  valeur  de  x,  q^i  répond  à ^  infini,  ce  qui- s*efîecluera  ea  marquant 
d'un  accent  les  quantile's  Y  et  P^,  pour  indiquer  que  dans  ce  dernier 
cas  elles  se  rapportent  à  ê',  on  trouvera  qu'entre  les  limites  a:sr=0   ef 


»dx«=  rr(,  +  f  4  '•^^'' 


^rr  (14. 


èT'   ,    d.F'àf" .,   d.F'd.r'dV    .      .^  v(-*"l^;* 


La  variable  <  a  entièrement  dispars  de  ce  résultat,  dent  les  différent 
tialions  ne  sont  relatives  qu'aux  lettres  9  et  9';  et  si  ces  lettres  entraient 
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5o4  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  VALEURS 

t>rimitiYement  dans  rexpression  àejr^  il  ne  £>adrait  &ire  varier  que 
celles  qu'introduirait  le  changemeat  de  J?  en  0  et  en  y,  dans  le  passage 
de  ^  à  r  et  à  r. 

Pour  se  coaTâincre  que  la  formule  (^  doit  être  en  général  très^on- 
rérgeole,  il  suffît  de  remarquer  que  la  qivmtité 
__^         yàx ^      ï 


deriendra  d'autant  plus  petite,  que  lesexposans^s,  s'^  etc.,  seront  plus 
considérables  ,  si  toutefois  le  dénominateur  ne  contient  pas  des  facteurs  de 
la  forme  (x  —  a)%  dans  lesquels  a^  diffère  peu  de  6  ou  de  8';  car  il  est 
visible  que  la  substitution  de  ces  quantités  rendrait  ce  facteur  très- 
petit,  et  que  les  termes  divisés  successivement  par  (a^-a)*,  (^^a)"-*"», 
(x— ^ï)"^%  etc.  deviendraient  de  plus  en  plus  grands. 

laïQ.  Po^r  ce  cas,  on  désignera  par  Y  ce  que  devient  j^  lorsqu'on  y 
çbange  x  en  aj  et  puisque  (x— a)~  est  un  facteur  de  -;^,  ou  de  d.l^, 
(x-rrfi)'^*  aéra  le  facteur  correspondant  de  l-;  on  fera 


j  =  r<r-«-^',        p  = 


y 


•f 


d'oii  Ton  conclura  ; 

f»  nje  devenant  point  infini  lorsque  j;s=a.  Les  valeurs  de  -jj-,   — ,elc., 

déduites  de  Téqualion  x — azszi^t,  en  considérant,  dans  le  deuxième 
membre,  p  comme  fonction  de  x,  x  comme  fonction  de  t,  et  néglii* 
géant  les  termes  multipliés  par  f,  qui  s'évanouissent  lorsque  x  =  a, 

se  réduiront  à  t^,  ^,   ^^^^tc,}  et  mettant  dans  ces  dernières  f^au. 

lieu  de  (^,  pour  marquer  qu'il  faut  j  changer  x en  a,  après  les  différée* 
tiations,  on  aura 

d'au  l'on  déduira 

•^■•^7:^  +  "-} w. 


cU» 
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tes  INTÊGRALIB  MÉFINffiS.  5o5 

expression  dans  laquelle  il  faut  çaeotfe  effecluer  bs  intégvaliotis  com- 
prises dans  la  formule  /^dfe~'-+',  traitée  daas  le  n*  i2o5. 

La  formule  (5)  doit  être  regardée  comme  uh  supplément  à  la  for- 
mule (J)y  pour  rinlervalle  d^s  lequel  àc  diffère  peu  de  a. 

On  parviendra  facilement  aux  valeurs  de  F,  -^,  TÎ^>  ®*^->  ^^ 
moyen  dû  développement 

juxur  lequel  on  a   * 

en  faisant^  après  les  difféireBAia'tionft^  4^2=949  :  oa  ea  tirerai  inmédUab^ 
ment  les  puissances  de  p. 

'        .  .  . 

1230.  On  voit  mieux  la  nature  et  les  avantages  des  formules  (^)  et 
(B),  en  les  particularisant  ;  c'est  pourquoi  nouâ  prendrons  J'=i3tf(l~af)^ 
Nous  aurons  pour  la  première 

^J'  P  — (P  +  9)^' 


et  pour  exprimer  que  p  et  q  sont  de  grands   nombres ,  aous  ferons 

1  fi         f  * 

pzsz-j  y=-,  «  étant  une  frèô^etite  fraction;  il  viendra  alors 

xCi  —  x) 

ainsi  v  sera  de  l'ordrairir;  et  l'on  voit  évidemment  que  tous  les  termes 
de  la  sé^ie  {J)  seront  ordonnés  suivant  les  puissances  de  «t.  Cette  série 
est  donc  très-convergenie  y  lorsque  le  dénominateur  de  p  n'est  pas 
très-petit  à  l'une  ou  à  l'auljre  des  limites  de  l'intégrale  ^  et  pour  cela  il 

faut  que  ft  et  fl'  diffèrent  beaucoup  de    ^  .  En  effet,  l'exposant  du  dé» 

nominateur  de  p  croissant  de  deux  unités  d'un. terme  ^  l'autre. ,  le  terme 
multiplié  par  a"  aura  un  dénominateur  élevé  à  la  puissance  2m — i.  11 
suit  de  là  que  a  doit  être  moindre  que  le  quarré  du  dénominateur,  pour 
que  la  convergence  ait  lieu,  et  que.  par  conséquent  la  formule  {J)  peut 

être  employée  depuis  ars=o  jusqu'à  jc=  — —  —  J^,  pourvu  ipiea<J^. 

5,  '64 
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5o6  CHAP.  VL  RECHERCHE  DES  VALEURS 

On  trouvera,  dans  cette  hypothèse , 

fj^^  = jr+jr^^ — ' ^ 

La  même  série  peut  servir  aussi  depuis  j:  == —p- +er  jusqu'à  aisar^ 

parce  que  la  supposilion  de  x^i^  donnant j^s=o  et  p^o,  la  valeur 
de  Jj'àx^  dans  ce  dernier  cas,  ne  diffère  de  celle  qui  répond  au  pre« 
miçr  que  par  le  changement  de  signe  qu'a  subi ,  dans  l'expression  de 
]a  limite  y.  la  quantité  /  :  il  suffira  donc  d'écrire  dans  la  série^précé« 
dente  y  — J^  au  lieu  de  ^^  et  de  changer  le  signe  du  résultat  fioal^  à 
cause  que  l'intégrale  est  prise  en  sens  contraire. 

laai.  La  valeur  xas  ■     ^ ,  qui  rend  nul  le  dénominateur  de  u^ 
jEatisant  évanouir  le  coefficient  différentiel  ^^  répond  au  maximum.de 

jr  (i56);  on  ne  peut  donc,  par  ce  qui  précède,  obtenir  l'intégrale  j^dj? 
dans  le  voisinage  de  ce  maximum.  Il  faut  alors  recourir  à  la  formule  (B)^ 

dans  laquelle  a  représentera  .  ^  et  l'exposant  m  sera  l'unité^  en  sorte 
quon  aura 

j^dx=rya,^{r+^-jPi4.^^  +  «c.} m. 

Il  est  visible  que  tes  termes  de  celte  série  n%  seront  pas  multipliés 

respectivement  par  a,  a»,  *•,  etc.,  mais  par  a»,  «,  a»,  etc.  k  cause 
du  radical  qui  entre  dans  l'expression  de  p.  Les  intégrales  relatives 
à  ise  ramènent  toutes  àyil/e-*",  ou  s'obtiennent  algébriquement  ;  on  a> 
par  la  formule  du  n"*  i2o5^ 

//«d/e-**  Œ  ^  ^ee-^^  —  i  6-^',     etc. 

Si  Ton  représente  par  cTet  cT^  les  deux  limites  de  (,  on  trouvera  entre 
ces  limites 
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-^-'- {^ + ^  ^H- iS?(^-+o  + -•} . 

n  ne  fi'agîl  plu»  que  d'obtenir  rîolégraleyîl/^— '•;  el  pour  cela  on  peut, 
si  /et  cT'  sont  peii  considérables^  développer  e^'%  suivant  les  puissances 
ascendantes  de  /*  et  intégrer:  dans  le  cas  contraire^  il  faut  employer 
la  formule  du  n*  ijSy  (^). 

Ce  résultat  se  simpliiSe  beaucoup  lorsqu'on  prend  cT  et  J"j  de  ma«- 
nière  qu'ils  i^épondent  aux  valeurs  deor^  qui  rendent  j^  nulle;  et  Téqua*- 

■^i^—  •  I  I     I    I  I  hi    1  ■     I     I  '  — — i— W^M— — il» 

(*)  1®.  On  aura 

/e      cU  =  ^_B+ »— ç—  -J- etc. , 

''  3  *  i.a.5      i.a.3.7    ' 

expression  qui  s'ëyanouît  lorsque  t  =  o^  et  qui  finit  toujours  par  être  convergente» 
•    a*.  L'ÎDtégration  par  parties  donne  aussi  les  réductions 

/«••'•d/=3  e""'^+a/c""'Vd/,     /e-^Vd<  =  c""'* g  +|/e-'Vd*,    etc.; 
an  moyen  desquelles  on  trouve  aisément 

dont  le  second  membre  s'évanouit  encore  quand  t=o. 
3^.  Le  développement 

e»,  e— '*  f  i     ,   1.5      1.3.5    .    ^    )  ,    c  N 

s*évanouissant  lorsque  1=  infini ,  donne  «  pour  la  valeur  dé  l'intégrale  entre  les  li* 
mites  t=zT  et  t:;=infini, 

e-^'f  I       .     1.3         1.3.5    ,      ^    1 

si  on  retranche  ce  dernier  résultat  de  i  V^sr ,  qui  répond  aux  limites  6  et  infini ,  on 
aura  la  valeur  de  Fintégrale  proposée ,  entre  les  limites  o  et  7\  . 

4".  Cette  inté^ale  est  convertie  en  fraction  continue ,  dans  le  livre  FV  de  la  Bfé^ 
conique  céleste.  (Voyez  aussi  la   Théorie  analytique  des  ProbabHiiés ,  p.  lo^.) 

5^  Oatrouveàla  finder>#ifa/y5edlpji{^arfio/f^a^tro/iom^9Z«e^;par  M.Krampj  une 
table  t^jèa-étendi^  des  valeurs  de  cette  transcendante. 
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5o8  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  VALEURS 

tion  «trsV/ll^ —  1^  montre  qu'il,  faut  ûtire  pour  cela  J^î=:«-*mf. ,' 
/' =  4-inf.' Dans  cette  hypothèse,  les  quantités  «T'e-**,  «P'e-*'*  s'éva- 
nouissent (iSà)}  on  a  /d/e^'*=:V'^>  €l 

£n  faisant  771  =  1,  dans  le  dévelojipemea^  4e  11^-^  l;r>  indiqué  n*  1319^ 
on  aura 

J^  ^'-ly  »—  *V         '      /t  d^.Ty 

d'où  Ton  tirera 

f 

ç  «B  {^4.  Jf(a?— ai)  4-  C(a:— ui)«  4-  -etc.)    « 
I  I 

s=s  A^'^^\A^'^'^.^ B{x^a)J^  etc. 

On  formerait  d'une  manière  analogue  les  puissances  -de  Uy  que  Ton  dif'' 
férenlierait  ensuite  comme  fexige  là  formule^  puis  on  ferait  x  zsza^ 

supposition  qui  rëduit  9  9l  A  %  et  TexpressiDn  d^.lj^  sc=  --^  —  -*^^  k*  .• 
d* .  1/  =  --^ ,  à  cause  que  la  n^eor  a::=^a^  propre  ao  maximum  ^  fait 

évanouir dj".  Il  suit  delà  que,  dans  l'hypothèse  établie  après  les  dif« 
férentiations, 

et  que  par  conséquent  r  s=  ~j=—~  ;  en  sorte  quen  najanl 
qu'au  premier  lerttie  de  la  série  ^  il  vient 


â    .— 


yraa:  =  -^^,    ou    (/^dx)*  =  J^; 

DansTexemple  que  nous  avon^  ciioisî^  oii/=àjC'(i  —  jc)%  on  trocrve 
arEs-4^— I  etcalculant^  d'après  cette  dernière  valeHr^  celles  de  Y  et 

de  2^9  OU  obtient^  en  conservant  les  -dénominations  adoptées  plus  haut^ 
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Si  l'on  poursuivait  le  calcul^  oïl  trouverait  4o  màme  led  autres  fermes, 
de  {'expression  de  fjAx  ;  tous  rentreraient  dans  ceux  de  là  série  qu'on 
obtiendrait  en  dév^oppaot  rînlégralej[;'djrr,  en  produits  inflnis  (iiSg), 
et  en  calculant  ces  produits  par  la  inëlhode  du  n*  1010.  C'est  ce  qu'a 
fait  M.  Legendre ,  dans  la  troistèikie  partie  4es  Ea:ercices  de  Calcul  inté* 
gral  (t.  I,  page  54S);  et  il  observe  avec  raison  que.  cette  série  n'est 
convergente  que  lorsque  les  expdsans  p  et  q  sont  tpus  deux  de  grande" 
nombres.  (  Voyez  aussi  mon  Traité  élémentaire  du^  Calcul  des  Probable 
litésj  note  m.) 

j:t22.  M.  LapTace  indique  ensuite  ce  qu'il  £iut  faire  pour  appliquer 
sa  mëlbode  aux  inlé^ales  doubles  et  triples*  Il  naontre  d'abord  com-« 
ment  on  peut  changer  leurs  limites  variables  en  d'autres  qui  soient  dé-" 
terminées.  S'il  s'agissait^  par  exemple^,  d'évaluer  la  formule  j^dxdx'^ 
en  inlégrant^  en  premier  lie»,  depuis  x'  ss:  JT  jusqu'à  x'  =5=  X'^  on  fc-» 
rail  x'  z^  X  ^u^X^-^X);  on  translorwerait^  d'^rès  cette  bypoi^èseï 
l'expression  ^dfc^x' en  ipie  awire  de  k  fornae  yj5^(jr'-«X)d^dtt  (534)i 
dans  laquelle  Tinlégration  relative  k  u  s'efifsclfi^aii  depuis  lioso  jua^ 
qu'à  w=s=  j*  V 

Cela  posé,  nous  regarderons,  dans  ce  qui  T^  suivre^  l'intégrale^  .444 
ÛjràaApc^  comme  ayant  des  limites  constantes  ^  savoir  : 

^=2  9,       ^3=f6,       a:'=sfl',       ufasifjJé 

Représentant,  à  l'ordinaire,  par  T  ce  que  4évîent  jk^  lorsqu'on  f  d^ange 
j:  et  o:^  en  6  et  ô',  on  fera  j^=  Fe^— '",  ou  \Y — l^ac^-f-^;.  subsli--' 
tuant  ensuite  9  +a  el  ô'-f-^',  à  ^  et  à  x',  puis  développant  IF— ^1^  en 
série  >  par  rapport  aux  puissances  de  z  et  de  z'  (5S),on  n^ettrale  ré- 
sultat sous  la  forme 

àtz^M'z't^tJ^tf, 

en  rassemblant  dans  M  tous  les  termes  qui  contiendront  z  seul  ou  :t 
combiné  avec  z',  et  dans  M*  ceux  qui  ne  contiendront  que  z';  on  fera^ 
séparément 

Mz  ^  t,       JfV  =:=  i'. 

La  seconde  équation  fournira  immédiatement,  par  le  retour  des  suites"/ 
une  expression  de  z'  en  /',  à  l'aide  de  laquelle  on  tirera  de  la  première 
l'expression  de  2  en  t  et  /';  il  ne  restera  plus  qu*à  transformer  le  pro-' 
duit  àxàxf  =s  dzdz',  au  moyen  des  différentielles  àt  et  d^';  et  en  sup« 
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posant  zzssJVtf  a'ssJFY,  on  aura  (Sag) 

L'ialégration  des  difiërens  termes  du  second  membre  de  cette  équation 
dépendra  des  formules  /i"d/c^*,  Ji!*ài!e'^^  j  si  l'on  commence  par  Tinr 
tégration  relative  à  i^  et  qu'eptre  les  limites  /==o  ^t  <' s?  infini, 
l'on  ait 

yÇ  sera  la  valeur  de  jjràx^y  depuis  jc'  =  fl'  jusqu'à  la  valeur  de  x'y  qui 
répond  à  t!  infini.  Remplaçant  ensuite  ^  par  (Ji!y  dans  ^  et  dans  Q^ 
que  nous  changerons  en  conséquence  en  JT'  et  Q\  nous  aurons  J^Q' 
pour  la  valeur  de  Jjdx'y  depuis  x^:=zfj!  jusqu'à  la  valeur  4^  ^  qui 
répond  à  ^Mnfini,  et  nous  conclurons  de  là  que  YQ — K'Q'  est  la  va- 
leur complète  de  fjàocfy  ou  que  pour  obtenir  jQjJ^djrdr',  il  ne  reste  plus 
qu'à  intégrer,  par  rapport  à  i,  la  fonction  YQAt —  YQ^àt.  Faisant  alors 
/Qde=R ,  fQ'dt=:Ry  R  et  B!  étant  prises  depuis  fcî=o  jusqu'à  /=infint, 
on  aura  VR — YR'  pour  la  valeur  dejjydxdx'y  depuis  a:  =âfl  jusqu'à  la 
valeur  de  x  qui  répond  à  t  infini.  Enfin  dans  K,  y\  R  et  R\  on  cfaau* 
gera  9  en  /w,  et  représentant  les  résultats  jpar  F^,  K'^,  R^  et  R'^y  on  . 
obtiendra  Yfi^-^Y\R^y  pour  ]a  valeur  df^jjjdxdx^  depuis  x=)U  jus- 
qu'à la  valeur  de  x  qui  répond  à  i  infini.  Prenant  la  difierence  entre 
cette  quantité  et  la  précédente,  ou  trouvera  qu'entre  les  limites  ;%/;=:  0'  et 
^1/=)^',  x^  et  x=if4.^ 

Jjy  dxda:'  =1  YR—rR'-^Y^R,+rfi[,. 

12^5.  Cette  formule  est  analogue  à  l'équation  (^)  du  n^  I3i6,  et  ne  peut 
pas  non  plus  servir  aux  environs  du  maximum  de^;  pour  en  trouver 
une  qui  soit  appropriée  à  ce  cas ,  il  faut  considérer  si  le  maximum  a 
lieu  par  rapport  à  une  des  variables  seulement,  ou  par  rapport  à  toutes 
deux  en  même  temps,  c'est-à*dire  s'il  ne  fait  évanouir  que  l'un    des 

coefficiens  difierentiels  ^^,  ^,  ou  s'il  les  rend  nuls  tous  deux  (i65). 
Si  l'on  avait  seulement  ^  =o,  on  pretidrait  ^=Fc^«"— *',  tandis  qu'il 
faudrait  faire  jrzsz  Fe-«*— «'*,  si  l'on  avait  eii  même    temps   ^  =  o  ^^ 
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Soient  x:sza,  x^csaf,  les  valeurs  qui  dontieût  ce  maximum 3  en 
posant 

alc^a-^z^      a^=3=a'-+.£'^      dans      IF— Ij^  te  «•  +  ^*, 

et  développant  le  premier  membre  suivant  les  puissances  et  les  pro* 
duits  des  nouvelles  variables  z  et  z'^  on  aura  un  résultat  qui  pourra  se 
mettre  sous  la  forme 

My  Ny  P,  représentant  des. fonctions  rationnelles  et  entières  de  i  et 
de  zf.  M#  Laplace^  l'écrivant  ensuite  dans  la  forme 

le  partage  dans  les  deux  équations 

qui  serviront  à  déterminer  dz  et  dz'  en  dt  et  d^',  pour  transformer 

.    .  ff/àxda/  =:Jjydzdz'    en     rjfZtr^'-^'^àtdif  (Sag) , 

et  d^oii^  par  le  retour  des  suites^  on  tirera  les  expressions  de  z  et  de  z^ 

en  t  et  t\  pour  les  substituer  dans  la  fonction  Z.  t^ar  ces  opérations^ 

rintégrale  proposée   sera  ramenée  à  une  suite  d'intégrales  comprise» 

dans  la  formule 

ffe^'-^'^H'^dtdei 

les  limites  des  variables  f,  t^^  étant  Vinfîni  négatif  et  rînfini  posftif',  oti 
reconnaîtra 9  comme  dans  le  n*  i^aioS,  que  l'intégrale  ci-dessus  s'éva-^ 
nouit  toutes  les  ibis  que  l'un  des  notnbres  n^  v!y  est  impair^  et  se  tè^ 

duit  à 

i.3.5...(a/— i).i.3.5.*.(îi/' — i) 

lorsque  ces  nombres  sont  de  la  forme  31,  ai^ 

Si  .l'on  veut  se  borner  au  premier  terme  de  la  série  qui  exprime  V\xi^ 
tégfale  ffydxdx^y  terme  qui  suffira  lorsque  les  exposans  des  facteur» 
de^  seront  de  frès*grands  nombres^  on  aura,  pax  un  calcul  semblabisr 
Si  celui  qui  termine  le  n""  i:k:k\  ^ 

ilf=-.J-É!l        TV  — ^-LJIL  P  —  ^JLl**' 

^"™        arda:*»         ^^  ~        flKdrdx'*  *"        «r  dj??^ 
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les  quatrtitë»  g^i  3^^'  ^»  dësignanl  ceqoe  devieûuénf  les  coeffi^ 

ciens  difiërentids^f   âx^>  '^«Jorsqu'oory  sobsUtaé^*)  aV*<>  ^^^ 
.    de  JT)  a;'.  Ob  tirera  de  Ui 

V  dx»  dx'»     V.dxdx7 
car 

II  ne  serait  pas  difficile  d^élendre  cette  méthode  à  un  HOihbre  quel- 
conque de  variables. 

Examen  delà     1224-  Nous  allons  acquitter  ici  rengagement  que  nous  avons  pris  dans 

transcendante  m  »        <%      r  >  i  i^-tt*  i>  rc*djp 

Çe'àx         le  n*  4M>  ^^  ^^^^^  connaître  plus  en  detml  fa  transcendante  y  ~~r~*j 
qui  se  change  en  Tp ,  lorsqu'on  f^t  ^  =  ». 
En  développant  é'^  nous  avons  déjà  trouvé  la  série 

_ -Ix +--!--  — 4-5^^-^  +  - ^3-^4- etc (i). 

On  a  une  limite  naturelle  de  cette  intégrale ,  en  posant  x=s  i^  ce  qui 
donne  la  série  convergeute 

d'où  «=:  i^3i7ga2i5iSii  ;  et  avtec  cette  valeur  do  abtieilt  k  formule 

qui  donnera  facilement  les  diverse^  valeurs  de  Finlégrale^  depuis 

a:  =  -  jusqu'à  0:=:  i;  elle  fait  voir  aussi  qbe  la  valeur  de  f — ^,  prisé 

depuis  x=i  jusqu'à  x^=zOy  est  infinie;  car  là  série ^  de  plus  en  plus 

convergente  à  mesure  que  n  augmente^  se  réduit  à  -««1-,  lorsque  a 

est  infinie  :  ainsi  ^  de  ce  côté^  la  marqjie  de  l'iolégrale  est  euffisaffi*- 
ment  connue  ;  mais  il   n'en  est  pas  de  même  de  l'autre  côté. 
Si  Ton  se  servait  de   la  série  (i)  pour  les  valeurs  négatives  de  x^ 
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on  serait  tente  de  croire  que  la  fonction  j  — ^  est  imaginaire  pour  ces 

Valeurs,  ee  qui  pourtant  ne  saurait  être,  ainsi  qu'on  pent  Ven  con« 
vaincre  en  suivant  la  marche  de  cette  intégrale  par  les  valeurs  suc- 
cessives de  la  fonction  diffe'renticlle,  d'après  la  méthode  du  n*  4?^  » 
mais  on  parvient  à  un  résultat  réel ,  en  changeant  le  signe  de  x  avant 
l'intégration ,  car  on  a 

d*ou  l'on  conclut 

X  1    ^    a  i.a        o  i.a.3    '  ' 

ar  étant  pris  avec  le  signe  -f^>  dans  cette  équation.  L'hypothèse  ar=o 
donne  encore  un  résultat  infini;  mais  en  fixant  Torigine  de  l'intégrale 
a  a:=iy  il  reste  à  savoir  ce  qu'elle  devient  quand  x  est  infini;  car 
il  se  peut  que  la  différence  entre  la  partie  positive  et  la  partie  négative 
du  second  membre  demeure  finie  ^  quoique  chacnne  de  ces  parties  soit 

infinie^  et  dans  ce  cas,  l'intégrale  y  — ^,  prise  depuis  :r= — i  jusqu'à 

X  infini  négativêmetit ,  aurait  ime  valeur  finie,  ce  qui  résulte  en  efiet 
des  considératioBS  exposées  dans  le  a*  479*  C'est  Mascheroni  qui ,  le 
premier,  a  résolu  cette  difficulté,  en  déterminant  la  constante  arbi- 
traire de  manière  que  l'intégrale  ci-dessus  s'évanouit  lorsque  oczsz^^nûm. 
Mais  avant  d'exposer-son  procédé,  je  rapporterai,  d'après  lui,  le  calcul 

bien  simple  par  lequel  Grégoire  Fontana  prouvait  que  j  p  est  infinie, 
entre  les  iinûMs  sebco  et  ^sssi^ 

lâaS,  En  faisant  zoi— »,  «na   Tf^*» — /j.^  %;     remplaçant 
l(i-^a»)  par  son  développement,  on  obtient 

£l  posant  alors 


ûa  IroaTe  sans  pmoe  <}a« 

5.  65 
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5i4  CHAP.  VI.  RECHERCHE  DES  VALEURS 

>^=  I,  ^  (  Jl  1=  i i 

)  d'où  S  , 

elc.  j  [  etc.  (*). 

(*)  La  série  de  ces  valeurs  ne  présentant  pas  de  loi  bien  évidente,  il  n'est  peut-être 
pas  inutile  de  montrer  que  tous  ses  termes  sont  négatifs  et  renfermés  entre  des  limites 
qui  vont  toujours  en  se  resserrant,  ensorte  qu'elle  ne  peut  devenir  divergente.  Pour 
cela  je  considère  les  équations 

.    ^+5^+3^ +drr^+  ^  ^=°' 

P  +  iN  +  lM+lL +      1      B+^-A^o, 

placées  aux  n'  et  n  +  l' rangs  des  précédentes ,  et  dont  la  première  >  en  y  mettant  pour 
ji  sa  valeur,  donne 

-n  =  -  (^+>+-3^ +1^^)' 

d'où  '     =-     «    CiV4.1if+  »L +  — L_A 

Substituant  dans  la  seconde,  on  en  tire 

expression  qui  sera  négative  si  tous  les  termes  qui  précèdent  P  sont  négatifs ,  puisqu  iU 
y  sont  multipliés  par  des  quantités  positives  ;  et  comme  elle  est  équivalente  à 

n+i       \a       ^3      ^4  ^  n     /* 

on  voit  qu'abstraction  faite  du  signe ,  P  est  <  — r— •   ^ 

On  obtient  une  limite  plus  approchée ,  en  mettant  au  lieii  de  -iV,  sa  valeur  tirée 
de  la  première  équation.  Il  résulte  de  là 

''=-d^+i;+[a-0«+a-?)^-+  (siï-D*> 

et  comme  la  quantité  comprise  entre  les  crochets  quarrés  est  positive,  il  s'ensuit  qu'abs- 
traction faite  du  sîgn^ ,  P  est  <  — z—  —  —  ou  ■  "T^r   . ,  Éraclion  qui  décroît  à 

^  n  +  i       San       W(«+  *) 
mesure  que  n  augmente. 
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Cela  fait,  il  vient 


j^  a»  -^1»  -f. if«  +  i  C«»  +  f  Z>»»  4-  i  Ea*  +  etc.  +  cons'.; 


f 

ôr,  les  limites  de  z  étant  o  et  i ,  celles  de  eo  sonl.i  et  o;  et  pour  que 
la  série  précédeate  s'évanouisse  lorsque  a»  =  i  ,  il  faut  que 

const.  =  —  (5+*^  C+\D  +  ^E^  etc.) , 

expression  dont  la  limite  est  finie. 

En  effet ^  dans  la  supposition  de  â)±=i  ,  l'équation  ^ 

,4..,«  +  .;+.^  +  et3:==7  +  ^+^'>'  +  i^^'+^a,»  +  etc.; 
donnant 

on  en  conclut 

équation  dont  le  second  membre  se  réduit  au  premier  terme  ^,  qui  est 
l'unité,  puisque  le  dénominateur  du  deuxième  est  infini  (Int.  3o) ,  et  dont 
le  premier  membre  surpasse  évidemment  la  série  qui  exprime  la  constante^ 
à  cause  des  diviseurs  introduits  par  Ticilégralion  :  cette  constante  est 
donc  <  I . 

Si  Toti  met  sa  valeur  dans  celle  de  Tinlégrale  cherchée ,  on  formera 
l'expression 

au  moyen  de  laquelle^  tant  que  a»  >  o ,  il  est  possible  d  assigner  la 
valeur  de|  -r^,  qui  ne  devient  infinie  tjue  pour  a»  =  o,  c'est-à-dire 
a=i. 

Mascheroni  observe   ensuite  qu'on  peut  donner  cette  propriété  à  la 
série 


/ 


g  =  lU  +  !l  +  :  If  +  J  i^  +  .10.  +  cons..  (4%) , 


mais  pour  cela  il  faut  d'abord  changer  la  constante  en  flt  +  l( — i),  et 
joindre  1( — i)  à  Hz  afin  d  obtenir  1( — Iz),  terme  que  la  supposition 
de  z<i  ne  rend  plus  imaginaire.  Cela  posé,  substituant  i — û>  au  lieu 
de  z ,  et  —  (û)  +  j  a*  +  Y  a*  +  etc.) ,  au  lieu  de  l(i — (») ,  pn  trouvera 
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y  ^  =  «+ !(•  +  i  «•+>» -H  etc.) 

i  ^^a  i.a  ' 

4[ui;  par  le  développement  de  1  (^^  +  i  <»•  -f-  î  û^*  +  c^<î-)  >  Amimw 

j—  =A-4-l^  +  iû>  +  co»*  +  etc. , 

b,  Cy  etc.  étant  des  coefEciens  purenaenl  «lunérûpies.  Cette  expre$$Î0Q 
étant  ainsi  ramenée  .à  la  mém#  form#  que  la  précédeulei  par  rapport 
À  la  lettre  a»  ^  il  résulte  de  leur  comparaison 

•  «=  — (5  +  iC  +  i/?-f-iJSrnt.etc.) 

—  S  •+•  0:4  ^  3.fl.3.4  **"  4-a.3.4.5,6  '^  "^' 
Telle  est  la  valeur  de  la  constante  qui  rend  l'équation 

propre  adonner  la  valeur  de  Tintégrale  dépuis  z  =  o  jusqu'à  2  =  1. 

Parles  quatre  premiers  termes  del>xpreaaion  de  4^  an  obtient  Ojâ^i^v 
e4  en  y  ajoutant  le  cinquième  et  le  «iiùème  terme»  savoir > 

S.a.al4.5.6  ^  e.a.a.a.3.3.4-^.6.7  =  '''^'^' ^^' 

il  vient  0^568280  »  valeur  qui  n'est  pas  fort  éloignée  de  0^5772x6  » 
que  Mascheroni  trouve  de  deux  manières  différentes^  ainsi  qu'on  v» 
Je  voir. 

13^6.  Il  considère  d'abord  l'expression 

^^  =  llz-t--  +  5^^H.gi^  +  elc v.Ca) 

cil  a  =  e*,  en  sorte  que  les  valeurs  x  =—  i  et  x  infini  négativement 
correspondent  à  ft=3er-'età  ssitïo»  limites dan«  lesquelles  la  série  ci- 
dessus  a  des  termes  infinis  et  un  imaginaire.  Si  l'on  intègre  Ç—  par 
parties^  relativement  au  facteur  d^^  oq  obtiendra 


/*dg  g      I     /^i.adg 


etc.  ^ 


Digitized  by 


Google 


DES  INTÉGIUU»  I^imES.  S17 

4'Qà  Yon  conclora  i'éqiutioQ 

dont  le  second  membre  a  la  propriété  de  s'évanouir  lorsque   ;s  sp  0| 

et  se  réduit  à 

•— e""'{i  —  i  +  1.2  —  1.2.3  +  elc.}, 

lorsque  z=:e^'.  Cela  posé^  en  donnant  à  la  coustanle  qu'il  faut  ajou- 
ter à  la  série  (2)  la  forme  ^  +  1  —  1,  et  ea  ohserTaot  que 

!•— I -f-Uz  ï=l( — \z),  on  aura 

/ë=^+i(-u)+V'+;'rf+^é^+e,.; (4), 

et  comparant  cette 'série  avec  (3)^  en  supposant  dan^  Tune  et  dan» 
l'autre  z  =  e'^'^  ou  formera  Téquatioa 

-tf » =r+ etc. 

=i  — «^*{i  — 'X -+■  i.a -^  i-2,5  4-eic.}, 
de  laquelle  ça  Urera 

en  représentant  par  M  la  série  divergente 

i-^i.a+i.a.S  —  1,2.3.4  -f-  Glc, 

dont  la  liunite^  rapportée  n""  1224  est  0^^0^5265'j'^y  et  par  ^  la  «série 
convergente 

a  i.a    '    3  i.a.3  ' 

égale  à  0,796599599397;  on  aura  donc  -«rf  :î=  0,577216.  Les  séries  (5) 
et  (4)  élant  égales  pour  une  valeur  de  i5,  doivent  le  demeurer  tou- 
jours; ainsi  la  première  s'évanouissant  quand  jssso^  la  seconde  en 
doit  faire  autant.  L'expression 

l*-^à  partir  de  ztsso^  pour 
toutes  les  valeurs  négatives  de  U,  et  la  formule  correspondante 

celles  de  J  ^— ^,  à  partir  de  x  infini  négativement. 
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—  ,  nous  al- 
lons déterminer  de  nouveau  la  constante  <é^,  et  avedplus  d'exactitude 
que  ci-dessus.  Si  l'on  intègre  par  parties  I^  différentielle  —7-,  par  rap- 
port au  facteur  e'dr,  on  trouvera 


/e'àx '^\     r'e'dx 
30       '~   X   '^J        X"     \ 

X     ^  x^  x^^  ^J    1?"» 


e*dr €^    ,'   e*     ,    ae* .  1    a, 3g* 

1?^ 


',    3.3.4.,..  (/i-H-i)e*    I    ^   K    /  fe'àx 

H ^*— ^^T —  +  2.5.4 nj  ^^i 

développant  ensuite  e*  suivant  les  pyis^ance^  de  x,  on  aura 

/e'dx  /*dr  /     .,    ar    ,     X*     ,        x^       ,      .     \ 


—  ■'•  —  ZZ^i  "^ 


nx*         (n —  I  )x"'"*        a(/i  —  !i)x^'^ 

—       ;+^ 


a. 3 (»—»  i)x  ^^  a. 3. 

'a.3..'.C«+"ï)^'ââ.3...(n  +  33*^3a.^...(ii  +  3) 


en  désignant  par  ^„la  constante  arbitraire,  qui  peut  dépendre  de  l'ex- 
posant Tiy  et  en  observant  de  changer  le  terme  —  en ,  afin  d'évi- 
ter les  imaginaires  pour  le  cas  où  x  serait  négatif.  .La  substitutiop  de 
ce  développement  dans  celui  de  /  ^— ^,  obtenu  plus  haut,  conduit  k 

/e'àx f^    I.  £^    I, £ff  I. fl.5.4"»  '(n —  i)e*    • 

+    j        3.3...71          s.3....n                   'i     t    1  /         \ 
>^,  — r     '    ■        ■  -»-  ; ^n^i  .  ..  -: +  I{ x) 

^  Jh^  "^  ûC«+i)('i+^"*"  S(n+i)Cn+a)(;i+3j  +  ^^^ W* 

Ce  résultat  renferme  trois,  séries,  dont  les  deux  premières  sont  finies  ; 
le  nombre  de  leurs  termes  dépend  de  /^,  et  si  l'on  ^rend  n+i  au  lieu 
de  /z,  on  aura,  en  changeant  La  constante  arbitraire  ^.  en  ^m^xy 
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J     X  a:  "*"  a;**  •  •  '"T"  x"  "^        *"•*"' 

+-*•+> — («+i)x"+'  " — ^  +  K— *; 

Pour  comparer  ce  résultat  au  précédent ^  il  faut  développer  danslun 
le  terme  -^— 4if— ^  qui  ne  se  trouve  pas  dans  Fautre  et  qui  donne  la 


série 


a. 3.  >»»yt    I    a. 3 n  ,    i     ,        ^   .  , i jc  , 

effaçant  ensuite  les  termes  communs ,  et  rapprochant  de  la(  -constante  ^.^.i 
le  terme  invariable  — ; — ,  il  restera  seulement 

équation  qui  montre  ce  que  devient  la  constante'  lorsqti'on  introduit 
un  nouveau  terme  dans  )a  série 

-  +  ^  +  :^4-elc.,        ,.  ,. 

OU  que  Ton  passe;  du  développement  de  [ 

T+^ +  ^-5 Vî^i^» 

à  celai  de 

i+f. +  -5...(n+0/^. 

Maintenant,  il  est  visible  que  puisque  la  constante  A  répond  au  cas 
ou  Ton  développe  immédiatement  é^  suivant  les  puissances  de  Xy  la 
constante  A^  sera  celle  qu'il  faudra  substituer  à  A  quand  on  prendra 

^ -H  r — j-,  et  Ton  aura  ^.  =  ^— i;  lorsqu'on  emploiera 
il  viendra 


Digitized  by 


Google 


S!ïO  CHAR  VI.  R1ÈCHERCHE  DES  VALEURS 

Ea  continuaat  ainsi  de  proche  eb  proche^  on  obtiendri 

au  moyea  de  cetn^  Valeur  ^  réqiuiion  (N)  ne  dépendra  plus  qile  de  h 
constante  ^^  et  deviendra 

/e*dx     ,    .^  fi     r    1     ,    i.a  ,    1.2 (71 — 1)) 

304  n 

Si  l'on  fait  a:  =  —  n^  dans  les  diverses  séries  qui  composent  le  se- 
cond membre 'de  cette  équation,  et  qu'on  en  cherche  la  limileen  sup* 
posant  n  infinie^  on  verra  d'abord  que  la  première^  multipliée  par  fr\ 
doit  s'évanouir;  quant  aux  séries 

fl.3....n  fl.3 n  f >!-»!>»        ta 

elles  se  détruisent  réciproquemefnt/'sévdir^  >e4if«rf)ii«r  let^tt»^  dte  h  frrèw 
mière  avec  le  premier  de  la  seconde^  Tavant^-dernier  de  Tune  avec  le 
deuxième  de  l'autre^  et  akisi  de  suite ^ù  •cause-  qu^  4es  quantités 

•"  et     -A  ■  ■  ^  -  ^r~~  et     ,    , — V,  " ,   "x  %    eiCf  • 

n  71;+"  1  '     a^    .  ,      2*(»-h  OXî*  +.^) 


sont  égales  lorsqu'on  suppose  n  infinie  ;  on  aura  donc 

La  valeur  de  la  constante  A  ne  dépend  donc  que  de  celle  de  la  sérb 


i+-+5+^ +  «' 


dont  la  somme,  lorsque  n  est  très-grand ,  est  1  n  -f-  C  (1000) ,  C  repré- 
sentant le  nombre  0,577215664901 5328. 11  suit  de  là  qu'à  la  limite,  ou 
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lorsque  xss— ■»  =s —  infini,  on  a 

cl  qu'en  prenant  par  con/iéquent  cette  limite  pour  Torigine  de  riolé- 
grale,  oii  aura  ^  =  C,  ou  -^=0,5772  i566490i53a8,  résultat  beaucoup 
plus  exact  que  celui  du  numéro  précédent.    .. 

Mascheroniy  en  poussant  le  calcul  indiqué  dans  le  n*  looo^  jusqu*au 
centième  terme  de  la  série  1  -:l-  3  +1  +  etc.,  a  trouvé 

C  ou  ^sr:^^577ai5.66490|i  55a66o  6i8ixa  ogooSa.  5g. 

La  relation  qui  existe  entre  A  et  Af  (1226^^  savoir^  jrfaB3iy7f^'"'(ilf— i), 
donnant  M  =  e(-^—iV")  +  i  ,  le  conduit  à 

'  M  =z  'o,4o565i  637676  8qSq25  7. 

Cette  valeur  de  la  limite  de  la  série  divergente  ^ 

-.     j  —  Ï.2  +  I-3.3  —  i«2.3,4 +  etç,,        i, 

est  beaucoup  plus  approchée  que  celle  du  n*  ii34* 
Il   &ut  observer  que  tout  ce  qui  précède -reposa  sur  l^s  série» 

«     ,       «       ,      02      ,     a.3z      ,       ,  , 

qui  sont  divergentes  et  ne  peuvent  par  copséquent  donner  ioiniediale'* 

Y^  et  de  /  -^,    à    moins    qu'oii    ne  tiemiiQ 

compte  du  complément  (Int.  5) ,  lorsqu'on -s'arrélc  à  un  lèrme  parli^ 
culier;  c'est  ce  qu'on  a  fait  pour  la  seconde,  en  développant  Tinté- 

gvskle  r^^;  mais  quant  à  la  preiïiîère,  on- Pa  toujours  considérée  en 

entier  et  comme  un  développement  ^  suivant  la  remarque  dû  xi*  4  d^ 
l'Introduction.  ... 

1^28.  La  série  (2')  est  visiblement  celle  qu'il  faut  employer  lorsque 
s  est  peu  difTérent  de  l'unité ,  parce  qu*aIors  Iz  est  une  quantité  fort 
petite:  elle  devient  encore*  convergente.  9près;un  certain  n^omlfre;  de 
ternies,  m^me  quand  ïz  esl;  assez  grand;  mffis  la  série  (f2V^^)  etsinljl^rans- 
formée  comme  on  va  le  voir^  est  plus  commode  pour  ce  cas.  Si  l'on 
fait  /)8=:  — or+r^  r  désignant  une  petite  fraction^  soit  positive ,  soit 
3.  66 
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négative,  oa  aura 

et  fou  chatigefa  "par  ce  moyen  1*^qtuUwn  (iV)  •eh 

4.  ^_^,._^-.-_^.._^j-4.W---^^.~gj^,-eic. 


4^  „-^-  -*^  Wn+.Xn-fa)  ■»•  ^(>.>!<i;kn1-^^gH:^  "^  **^ 


:  »  i_:.ei^'î'<  v^T-y»-'»^  etc.-  : 


résultat  dans  lequel i^/a^^ea  fCïOplacep  U  série  7-  *  —  t  —  î — ^— etc., 
par  la  somme  obleoue  daus  le  n"  1000.  En  mettant  ensuite  I2  ^  au  liea 
de  or  >  il  viendra 

1     ,  ^.  ^3    ^    J?5  ^        r         r*  r'         *, 

an  ^^  20"    .     4a*  ^  Çi?  n        flft«        3»^        ^'^ 

^  n+i  **"  ^(S+OOÎ^)  

formule  dans  laquelle  JB', ,  jBj,  ^5,  etc. ,  représentent  4es  nombres  d^ 
BernôulK,  hsii:\*—{^-^^r)y  ei  dont  toirs  Ses  teiuuwsoaA  moiadres^pH& 

luniAé,  à  l^jioeption  id«  ^ ,  qui  est  égcS  k  jtîr;>'**  ^^^ 

-— ,  cpar  rapport 

aux  v^îeyf?  .n^liyeîj  de  .x  (1234):,  sje  Tienconb^  a^i^^si  dans  Je  déve- 
loppement desMnlégrales 

qtitfnd  ott  j  ^ub^ttle  les  esrpressiens  dé  CM^  et^fe^fixen  séries; 
)e  premier  terme -du  résultat  est  encore  lar:  HÉasi^heroni  a  1e^  eetfe 
diiriêùlté ,  ctfrhme  îà  préxreffétrtè ,  par  le*  cbiahgement  du  signe  ^  «r  «^wit 
l'intégration ,  ^t  par  ^a  détermination  de  la  constante  ai4>rtrak*e. 
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Relativement  au  premier  point,  il  pensait  que  l'on  doit  écrire 


/ 


^4=.l(=tx), 


lor$(|a^on  pari  de  la  différentielle  —,  et  qu'an  ignore  si  elle  vient  de 
ij^,  ou  de   ^^-^.iEti  admettant,  avec  Euler,  que  les  logarithmes  des 

nombres  négatifs  sont  imaginaires^  qyand  ceux  des  nombres  positifs  3ont 
réels,  il  prescrivait  de  prendre  le  signe  inférjejmr, .lorsque  x  était  négalifpar 
loi-même,  afin  de  tomber  sur  une  valeur  réelle,  quand  ce-  que  Ton 
cherche  est  possible,  comme,  par  exemple,  la  quadrature  de  Te^pace 
asjrmptolique  de  la  )>ranche. d'hyperbole  située  du  côté  des  abscisses 
négatives  (492).  î 

Il  me  semble  que,  sous  ce  point  de  vue,  Tinlégrale  ne  saurait  être 
regardée  comme  unique ,  mais  qu'elle  est  réellement  composée  ide  deux 
formules  distinctes ,  ainsi  que  le  sont  les  racines  d'une  équation  du 
second  degré ,  et  que  le  passage  de  Tune  à lautre  tient,  comme  on  la 
va  (517),  à  ce  que  le  saut  de  l'infini  positif  à  l'infini  négatif,  rompt 
ici  le  lien  de  la  continuité ,  quoiqu'il  ne  le  fasse  pas  dans  d'autres  cîr«» 
constances.  Le  cas  qui  nous  occupe  paraîtra  d'ailleurs  assez  semblable 
à  celui  de  l'hyperbole ,  par  la  discussion  des  courbes  qu'il  s'agit  de> 
quanrer. 

ia5o.  Considérons  d*abord  celle  qui  a  popr  équation 

jr  =  — ,  correspondant  à    f^—^* 

Cette  courbe,  représentée  par  JT'Jf'jP'irffJSr  dans  la  figure  10,  y  estncio: 

comparée  k  l'hypeibole  D'E'ED^  dont  l'éqvation  e6ty=:  J^^   et  dont 

les  branches  sont  ponctuées.  L^axe  AÉ^  des  abscisses  négatives  est 
Tasymptote  de  la  branche  HFK'y  qui  s'en  approche  beaucoup  plus  ra« 
pidement  que  ne  le  fait  la  branche  hyperbolique  iV^Z>',  puîsqu  en  posant 
ac'ss:— X,  on  a 

FM"  ^^y   -«  _    » 

rapport  qui  diminue  à  mesure  que  x  augmente,  et  peut  devenir  aussi 
petit  qu'on  voudra^ 

Il  n'en  est  pas  ainsi  des  branches  ifP  et  K'E^,  par  rapport  à  leur  . 
asymptote  commune  AO.  Lorsqu'on  fait  y  ==5—/,  il  vient 
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_=^,   dou   -^.5.  =  y  =-7,, 

rapport  qui  tend  sans  cesse  vers  lunîté,  lorsque  or  diminue  j  la  marcbe 
de  la  branche  MF  vers  1  asymplole  AC^  se  rapproche  donc  sans  cesse 
de  celle  que  suit  la  branche  hyperbolique  N^E^\  aussi  trou ve-l-o» que 
l'espace  asymplolique  B'K'MP'  est  fini,  Unfiis  que  P'M'FCA  tst 
infini. 

'  Du  côté  des  a:  positifs,  la  branche.  Filf JET/ extérieure  à  la  branche 
J?iVqui  lui  correspond  dans  ITiyperbole ,  forme  avec  l'asymptote -^C 
uu  espace  infini,  et  établit  un  passage  pareil  a  celui  qui  a  lieu  entre 
les  deux  branches  N^E'  et  NE  de  Thyperbole  :  c'es^  là  que  se  trouve 
celui  du  réel  à  l'imaginaire ,  ou  le  changement  de  formule  nécessaiFe 
pour  exprimer  successivement  les  deux  aires. 
L^  coefficient  différentiel 

s'évanouissant  lorsque  a;=si ,  montre  qu'au  pcKnt  H ^  oh  AGts±\  ,  fa 
tangente  est  parallèle  à  la  ligne  dès* abscisses  j  ce  point  est  un  minimum 
après  lequel  la  courbe  se  relève  et  s'étend  à  l'infini.  Les  segmens  rela- 
tifs à  cette  branche'  croissent  jusqu'à  l'infini,  ce  qai  s'accorde  avec  la 
marche  de  la  formule  (1)  du  n*  1224  (*). 

Si  l'on  passe  à  l'intégrale  /  p  i  l'équation  de  la  courbe  est  j^  =  — ; 

FIG  11.^^  forme  est  celle  que  montre  la  Isgure  it.  Au  point  A  y  où  z  =  o  , 
yz=zOy  la  courbe  commence  brusquement,  et  comme  plusieurs  autres 
courbes  transcendantes,  fait  exception  au  théorème  du  n""  175,  qui 
n'est  généralement  vrai  que  pour  les  courbes  algébriques.  L'espace  asymp- 
totique  .-^jP-fiT'G,  correspondant  à  l'intégrale  prise,  entre  les  limites 
2=0  et  2S=i  ,  est  infini,  ce  dont  on  trouvera  encore  k  raisoa,  en 
construisant  l'hyperbole  ordinaire  ^yant  pour  asynaptote  GH'y  et  pour 

équation  j^'  =  -73-  ;  car  si  l'on  fait/'  ==7 ,  et  qu'on  mette  le  signe —  à 


(^)  La  ac^tangeote  — ^^^  ayant  pour  limite  Tunîté^  tend  4  devenir  oonitânte^  ce 

qni  rapproche  la  courbe  d*ane  logarithmiqoe  (a43)  >  sans  cependant  qné  cette  dernière- 
soit  asymptote  de  l'autre^  car  .la  diiTérence  de  leun.  ordonnées  pour  lamSme  abscisse  > 
tend  à  devenir  infime, .     ;        ,  *  * 
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celle  ordonnée  ,  on  aura 

—I      » 

z=z  e    rîrri— •-+—?  —  elc. ,    z'  =:  i  —  -  ,  ?  =  i +  elc; 

y   ^  ay  ^  ^    «^ — *  ^y 

d'où  il  stiît  que  le  rapporl  des  distances  respectives  des  branches  BTF^  et 

N'E'  à  l'asymptote  GB',  tend  sans  cessp  vers  l'unité^  et  que  STF'  lomhe 

entre  JV^E'  el  GIT.  Pour  MF  et  JVE,  on  aurait  ^^i^  =  i  +  - +elc. ,  el 

enfin  ^  s=  ^~^  pour  M£l  el  iVi?,  ce  qoi-place  toutes  ces  branches  comme 
le  montre  la  figure. 

12S1.  Depuis  Mascheroni^  plusieurs  géomètres  se  sont  occupés  de  la 
fonction    f-Ay  dans  Fihtention  de  perfectionner  lèsr moyens  d'en  calculer 

la  valeur^  lorsque  z^  est  un  nombre  considérable.  Tel  parait  être  le  but  de 
récrit  que  M.  Soldner  a  publié  à  Munich  en  1809  ^  sous  le  titre  de 
Théorie  et  Tables  dune  nouvelle  transcendante ,  dont  je  ne  connais  que 
la  citation  qu'en  a  faite  M.  Bessel,  dans  les  jirchiyes  naturelles  et  ma^ 
thématiques  de  Kœnigsberg  (janvier  181 1)  (*),  où,  après  avoir  rapporté 
une  formule  de  M.  Soldoèr^  il  ireprend  le  sujet  d'une  manière  fort 
étendue  et  fort  élégante.  Ce  dernier  Mémoire  étant  écrit  en  allemand^ 
je  n'ai  pu  prendre  qu'une  légère  connaissance  des  calculs ,  parmi  les- 
quels j'ai  extrait  deux  séries  que  je  vais  rapporter ,  l'une  de  M.  Soldner^ 
et  l'autre  de  M.  Bessel. 
La  prejmière  est  un  développement  de  / 1/   i^  >  suivant  les  puissances 

dé  H  i4--\  et  peut  s'obtenir  comme  il  suit* 
En  posant  l^ï+j)^'^'*  ^^  a*  d  abord 

et  substitaant  cetre  Taleur,  oa  obtient 
mais  comme 

(*)  Konigsberger  jifùhîv  fur  Naturwissenschaft  und  Mathematik ,  jahrgang   i8n  , 
erstea  stiick*  "^ 
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on  a,  en  dernier  lieu, 

J  1(5+35     W 

Oo  trouve  sans  peine  une  loi  très-simple  pour  former  les  coefficîens 
de  la  série  ci*dessus;  car  si  Yoa  désigne  par 

J,jr  +  J^jr-  4-  J,jr^ +  J,r+  etc. 

le  prodait  des  polynômes  enjr  soumis  au  signe  /^  on  voit  que 

'^       ^  »  1 ^  _£_ 

•       ""  1.2.5...  Cn—i)[a  i.a.3...(n— »)Clay*'^  (la)-* 


1 


""^'  ~  i.s.3...7i]a  "~  i.a.3...(n— 1)^)-  ^  i.a.3..-(ii-*2)(lap ^  (la)-+*' 

d*oii  Ton  conclut  Téquation 

qui  &it  connaître  chaque  coefficient  pat  celui  qui  le  précède  (^). 
L'intégration  donne  ensuite 

Pour  déterminer  la  constante^  il  hxA  faire  xso^  d*oii  il  résulte /:=a, 

et  le  premier  membre  se  réduit  à  la  valeur  que  prend  la  fonction  J  ^  i 

quasd'  z^sza.  M.  Soldner,  ainsi  que  M.  Bessel,  donnent  en  général  à 
cette  fonction  le  nom  de  logarithme  intégral ,  et  la  représentent  par  lis; 
suivant  cette  notation ,  on  a  donc  const.  sslia  (^^). 

{*)  Cette  détermination  des  coefficiens,  qui  n*eat  pas  celle  de  M.  Soldner,  m*a  para 
la  pluB  directe  ;  on  pent  leur  donner  beaucoup  d*autres  fbrmea.  Si  »  par  exemple,  oa  faisait 

^a  = s — *  ^  .,,  Véquation  ci^dessos  deviendrait 

/?,+,  4.(«  + 1)  ^.  s=  (»+ 0  (!«)•. 

Paz 
(^^  Mascheroni  proposait  de  donner  à  la  fonction  /  -p  le  nom  Shyper^ogarithmet 

et  Caluso,  celui  de  logohgarithme,  en  considérant  que  f-r'  ^^   I  "7^  i^^'noires  de 
la  Société  italienne,  tome XII )« 
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i25i*  M.  Bessel  substitue  dans  y  p  ^  au  lieu  dé  Ix^  U  série 

/»((x«— 1)  — {(x'» — i)»4-|(ar«— i)»  — etc.), 
qu'on  peut^  à  volonté^  rendre  convergente  (//t/.  a5);  et  il  pose 


4.  :f  +  ±  (xm^  0  +  —  (^'»—  0'  + —  C^""—  I?  +  etc. 


11  n*esl|>a8  difficile  de  voii*  <)ue  les  coeificie«^  j^,  4\  A^\  etc.,  de  ce 
développement  jsont^  aux  signes  près,  ceux  qui  ont  été  désignés  par  B^ 

Cy  D^  etc.^  dans  le  n*  lasS^  puisque  rend  les  deux  fractions  iden- 

I 
tiques^  au  signe  près,  en  fiBÛsailt  û>=5S-»--(x^— r). 

Cela  posé,  on    aura 

f 

Le  développement  des  puissances  entières  et  posltiveii  de  <r^-— i  suffit 

pour  iatégner  tous  les  ieomep  de>qette  eupressiooj^jmriîr  du  troisième; 

•I 
quant  an  premier,  si  Ton  fait  x^'sz,  on  .trouve 

M rS -/{?ïr  +  ri.}^ 

a'oà 

/"l    àx'  '  •  »  ' 

puis  en  aflTectant  du  double  signe  db  la  qjuantité  soumise  à  la   carac- 
téristique 1  (1229),  on  obtient 
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6:j8          CHAP.  Vï.  recherche  DES  VALEURS,  elc. 
lia;  =  1  [±(j?»— . ï)]  4-  x»-!-!  x'»4-  i x" -+-  ~-  x  * 

,    j4x    ,    ^x/^  a?»  \    ,    J'xf  x™  2t"     .        \ 

>.    '  n»         /  Ni»  '  II»  • 


Observant  ensuite  que  les  quantités  comprises  dans  les  parenthèses  de 
la  deuxième  et  de  la  troisième  ligne  de  la  formule  ci-dessus^  ne  sonl 
autre  chose  que  les  différences  successives  des  termds  de  la  série 

1  2.  A  IL 

cx^  a:"*  x^  a?"* 

*»      ~7^^      T^*      "^"^^ ^~' 

m  m  m  m 

M.  Bessel  les  représente  par  A%  A',  A",  A'%  elcl  ^  et  écrit ,  pour  derJ 
nier  résultat^  ^ 

JL  JL  i  ^  m^t 

lior  =  co/i^f. +  l[=b(:r«— ï)]  +  jc«»  H-^o:^  +^a:'^. .  .^-^^i—x  -• 

+  ^  {^'A-  +  ^'A'  +  ^"A"  +  ^"'A'"  4-  etc.}. 
Pour  s'assurer  que   cette  suite  est  convergente^  Tauteur  fait  voir 

que  celle  des  quantités  A%  A',  A",  elc. ,  Test  tant  que  jc«  <  a. 

11  remarque   encore  que  lia:  étant  o  lorsque  jt=:o  (i225)^  ou  doit 

y  supprimer  la  constante  arbitraire. 

î 

Ensuite  y  x  étant  >  i,  mais  te}  que  x'" — i    soit  une  fraction  posi«- 

tive  dont  le  Jogaritfame  sera  négatif,  il  y  aura  une  valeur  de  x,  pour 

laquelle  lia:  sera   encore  nul;   et   M.   Bessel  Ta  trouvée  égale  à««.. 

1^4^136925495.  Mascfaeroni  avait  remarqué  la  même  circonstance,    en 

y-  =  z'i  et  il  avait  olt^eua 
3==  1,45x37,  lorsque  a';;=:o.  . 
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DES  INTÉGRALES  DÉFINflSS  APPLIQUÉES  AUX  ÉQUAT.  529 


CHAPITRE  Vn. 

Des  Intégrales  définies  cppliquées  à  la  résolution  des  équations 
différentielles  et  des  équations  aux  différences. 

ï  255.  Il  existe  probablement  des  fonctions  dont  les  coefficîens  différentiels  Uiag«da  inté- 
nepeuvents'exprimer  par  la  variable  indépendante  seulement,  ce  qui  rende»'^  a^niet, 
impossible  la  séparation  des  variables  dans  les  équations  différentielles  d'où  im^o^om*"' 
dépendent  ces  fonctions.  Quand  même  on  aurait  l'analyse  complète  des^'^'^'^f^'P^.^'^* 
transcendante»  explicites ,   c'est-k-dire  exprimées  par  des  intégrales  à^ndeU»! 
une  seule  variable,  ou  relatives  aux  quadratures,  on  tie  saurait  encore 
rien  sur  la  nature  de  celles  qui  sont  implicites  ^  ou  données  seulement 
par  des  équations  différentielles  dans  lesquelles  les  variables  sont  mêlées. 
La  difficulté  de  séparer  les  variables  dans  une  équation  différentielle, 
tient  sans  doute  quelquefois  à  la  manière  dont  elles  sont  liées,  même 
algébriquement,  dans  son  intégrale.  Si  cette  dernière  était,  par  rapport 
à  lune  et  à  Tautre,  d'un  degré  supérieur,  et  qu on  ne  sût  pas  la  résoudre 
généralement,  il  ne  serait  pas  étonnant  que  ne  pouvant  parvenir  à  l'ex- 
pression finie  de  la  fonction  par  Téqbation  primitive^  on  ne  put  pas 
non  plus  obtenir  une  semblable  expression  de  son  coefficient  différen- 
tiel; mais  outre  ce  cas,  dans  lequel  le  facteur  propre  à  rendre  l'équalion 
différentielle  intégrable,  doit  être,  susceptible  dune  forme  finie  ,*on  sent 
qu'il  peut  en  exister  d'autres  où  la  relation  primitive  entre  la  fonction 
et   I9   variable  indépendante,   ne    saurait  être    exprimée   algébriquer 
ment.    C'est  pour  ceux-^la,  que  Ton  rencontre  presque  toujours  lors- 
qu'on veut  appliquer  les  Mathejnaliques  à  la  Pbysique ,  qu^il  faut  se 
préparer  des  ressources  particulières!  Euler  a  encore   donné,  dans  ce 
genre,  une  nouvelle  preuve  de  la  fécondité  de  son  génie,  eh  indiquant  lè 
parti  qu'on  pouvait  tirer  des  intégrales  définies  :  voici  comme  il  pré- 
sente la  chose..  ,  ^ 

•    Soit  jrzszp^ixy   /^  étant  une  fonction  de  x  et  de  i/,  l'intégration 
de  devant  avoir  lieu  que  par  riq>porl*à  îapfettiière  de  ees  variables,  et 
se  terminant  à  a: =11;  de  cette  manière^  se  réduit  à  une  fonction  de 
5.  *  67 
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u  seuL  et  ses  coefficiens  diflerentiels  sont  :P^,  t^,  etc.  Il  est  visible  que 

....         du'  du"' .     ^ 

fa  variable  or,  quf  disparaît  après  rintégration ,  introduit  dans  l'expres- 
sion de  jr  une  généralité  beaucoup  plus  grande  que  celle  des  formes 
employées  jusqu'ici;  aussi  est-il  arHvQ^  cèmin^nous  le  verrons  bientôt, 
que  des  équations  différentielles  en  j'  et  u,  dont  on  n'avait  pu  obtenir 
l'intégrale  sous  une  forme  finie,  ont  eu  une  solution  de  celte  nature,  la 
tiximeendanee  de  la^  relation  entrer  et  u  éta»l  fejeléé  sur  Uk  ifi4i>aveUe 
variable  07.  Euler  n'est  d'abord  parvenu  qu'à  ioniaer  l'é^praVion  différen- 
tielle, par  le  moyen  de  l'intégrale,  ainsi  qu'il  suit* 
En  différentiant  complètement^,  on  a 

àr  «  rdx-^àuf^jx  (546) , 

l'intégrale  j^  àx  él^aot  pirise  entre  les  mêmes  Umites  que  /Fax.  La 

fonction  jr  resterait  encore  indéterminée^  si  Ton  ne  fixait  pas  en  même 
temps  Forigine  de  l'intégrale,  et  c'est  ce  qu'Eûler  fait  en  supposant 
^u^elle  s'évanouit  lorsque  :r=.o.  Maintenant,' si  Ilntégrale  fp^dx  de-^ 
vient  nulle  dans  cette  circonstance,  quel  que  soit  d'ailleurs  u,  il  en  ar- 

rivera  autant  k  ?^,  puisqu'on  ^J  +  djr=:j'  4- ^di<=o^  il  faudra  donc 

prendre  aussi  t  ^  dx^  depuis  x  =  o  jusqu'à  a:  =^. 

En  poussant  juâqi^Cau  s^^cond.  ordre  la  différentiation  sous  le  signe,  U 
en.  resulfceva  j^^  =  /  j-^ilr  ;  et  si  Ton  désigne  par  Ly  M  e\N^  des  fonc-* 
lions  quelconques  de  u^  il  viendra 

Lorsque  Vintégratîon  du  second  membre  pourra  s'effectuer^  et  qu'après 
la  sub^tilulion  de  j:=sà,  il  donnera  pour  résultat  une  fonction,  de  11, 
que  nous  représenterons  par  27,  la  valeur  j^=y*^dx  satisfera  évidemr 
ment  à  l'équation 

Qn  voit  que  la  diffîcullé  de  la  xpéthode  copsisteà  choisir  la  fonction  V^ 
de  manière  quQ  U  fonction  d^i?  {/i^  "^^  -*^  da  *^  lA^^j  soi*  inlégrabit 
relativement  à  or;  et  Euler  observe  qu'il  £iut  exclure  Celles  de  la  forme 
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«lies  coadairaiebt  a 

^=p/çdx,  t^ijQù:-  g=g,/??4x.„ .,,,, 

résultats  dans  jesqojels  riotégrale  y^^do:  a'entre  qpe  comme  uu  facteur 
constant.  -  .^     * 

ia54.  Prenons,  pour  premier  exemple,  f      :  î 

f^  .5=8  a?— •(!!•  4- ««X^^^^  «>^*>  î 
nous  aurons  • 

d'où  nous  tirerons, i!esj)ne;^n,, .:,  ;,i     ,1  .{,;[ 

.     •'■  t'.  -'—  .;    ■«/«•-  'ii;^'i^-u.t)Za*'4i'  offLif  -if*  ifa^  \ 

qu'il  £aiudra  rendre  tMégrable  p^tMJ^pùirt/àar.l'Euler  prend 

pour  la  fonction  primitive  dont  l'expression  pre6édetit6  èst'dérîtéëièt 
en  différentiant,  il  obtient  .     i  i  ' 

dë?eloppant  et  comparant  de  part,  et  d'autre,  ^es  termes  affectés  d'une 
même  puissance  de  ir,  il  trouve  *  ' 

iV  =  . —  «•^a()9  — i)  —  a(^-hi)  ==  —  /i — 2p  — 2(]. 

Si,  de  la  première  de  ces  équations  divisée  par  tt%  qn  retranche  1^  se* 
conde,  il  viendra  .  '*     .    • 
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et  mettant  poar  N.  sa  valeur  donnée  par  la  dernière ,  on  aura 

d'où  Ton  déduira 

apu  p 

L'intégrale  définie^  de  laquelle  nous  sommés  partis^  s'évanouira  d'elle-* 
même  lorsque  a:  =  o^  tant  que  /^>o;  faisant  donc  x=:a^  Téquation 
différentielle  cherchée  sera  . 

dp       du*  "•    l  •      apu  "^        p        j  3û 

et  sera  satisfaite  par  Féquatlon 

rîntégrale  indiquée  étant  prise  depuis  j?=o  jusqu^à  jr=a. 

En  Supposant  ^=^9  ce  qui  fait  évanouir  (c*— *a*)^>  lorsque  Texpo- 
s^nt  q  est  positif^  on  jaseolement 

-+•  2/?(/i-f-2/?-+-a^)i^dâ' =  o  j 

l'intégrale  définie  restant, la  même  qae  ci-dessus^  doit  être  prise   de« 
.puis  X  =2:0  jusqu'à  xz=,c. 

Si  l'on  fait  1 

11  +  2;?  —  I  =5«,  ii4-4/>-H2f  — I  =^, 

on  trouvera 

réquation  différentielle  et  l'expression  de  y  se  changeront  en 

(c»'+-w'>d*^  —  (du:*4.j8ii')dj^a  +  (rt-f-i— »)(i9— a+#i)ifrdlt*  fi=  O  , 

La  solution  ci-dessus  peut  aussi  convenir  à  l'équation  . 
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qvie  nous  avons  trahëe parles  séries  dans  le n* 665.  En  y  mettanl  d*abord 
z  pour^^  et  faisant  ensuite 

on  la  transformera  dans  cette  autre 

la  quantité  h  restant  arbitraire  ^  on  en  disposera  pour  faire  disparaître 
la  première  partie  du  coiefficieçt  du  dernier  terme^  afin  qu'il  devienne 
divisible  par  x  :  on  tirera  de  celte  condition , 

/+  ah  —  cA  +  àh^  =  o,     ou    ah^  -|-  {a — c)A  +  y  =  o  (^). 

Pour  achever  de  rendre  notre  transformée  identique  avec  Téquation  à 
laquelle  nous  voulons  la  comparer^  il  faut  y  faire  oc^  =  u^.  Ëuler  n'a 
point  poussé  le  calcul  phis  loin^  parce  qu*il  traite  la  même  équation  par 
tin  autre  moyen^  que  nous  ferons  connaitrè  plus  bas» 

1255.  Soit  encore  V^=sl  ^»*a?»(c— jc)^;  on  ;ire  de  là 

et  il  faut  rendre  intégrable,  par  rapport  à  x  ^  la  fonction 
c""'jc»djc(c  —  xy{ptLx^  +  mMx  -f-  -AT}. 

'  '  '  ■  n       I      II 

(*)  La  tranfifonnation  que  dous  indiquons  ici  se  déduit  de  la  deuxième  du  n**  609. 
£d  comparant  Féquation 

a-(a+  Ax») d>  +  j: (c  +  ex»)  dj^dx  +  (/+gx*)ydx*s=: o, 

à'eellede  cet  article,  on  a  * 

P__£+if!_ 
x(a  +  6x»)* 

et  ai  Ton  yeut  prendre  pour  A  une  fonction  telle ,  que  la  transformée  conserre  la  même 
fonne  que  la  proposée  >  il  faudra  supposer  K  =     T  ~_i_  a^Tn  >  /*  ®^  '  kKdjaX  indéterminés. 

♦  Jll  .... 

Développant  ensuite  la  fonction  -? — Y^  T^  +  PR  ^  <i\n  aura  pour  dénominateur  com«> 

mnn  (  a  +  hx^  )%  on  disposera  de  /<  et  depv  de  manière  à  réduire  ce  dénominateur  à 
a  +  bx^.  Ceci  suffit  pour  indiquer  la  marche  qu'il  fout  suivre  dans  ce  calcul. 
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Pour  y  parvenir^  on  supposa  qu'elle  correspond  à  la  foncUon  prioM- 
lîve  e""*ar"^'(c — ooy-^';  différentiant  celle  dernière^  et  comparant  le  rc- 
snllat  avec  la  précédente  ^  il  vient 

d'où  Ton  conclut  Téquation  différenlielle 

et  la  solution 

j  =s  fer^x'dx(c'^xy, 

rintégrale  étant  prise  depuis  x  =  o   jusqu'à  xssa. 

Lorsqu'on  &it  ;n  s=:  i  et  csr=«,  on  a  seulement    . 

uAy  —  (au  —  /i— '/i  —  a)djrâu  —  (/i -f.  i)ayda*  ss=  O  j. 
>=/c-'x-dj:(a  — jr)% 

en  supposant  d'aillenrs  p-^i>o  et  n^i">0f  pour  que  Tinlëj^rale 
ne  devienne  pas  infinie  quand  xssa  ei  quand  x:=:o. 

Si  Ton  suppose  jr  =  ef^  ou  zzss-^y  on  obtient  cette  transformée 
du  premier  ordre 

udz^uz^du — .tfttadii  +  (/i'4-;?^-2)zdiif— (/j-tHO^^"  =  ^f 
.  jt  laquelle  on  ft^tpgfaîf  ^n  prenant.. 

Euler  transforme  celte  expression  de  plusieurs  manières,  en  fUsant  suc- 
cessivement 

et  il  obtient 

^    wd^  +  ui^^du  H-  (n  H-;?  4-  a)vdu  —  J  a^uûu  —  ^  (/î  — /?)adtt  =  o  > 

ds  +  5*d/  —  4  a»w*-^«?*^d^  — ^  (/i  — /?^att'-^^»^-^»d/  ===  o; 
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enfin,  posant  — (n4-;?4-i)/=r,  5= — (H-;?4.i)^,  U  arme»  eaderttittr 
résultat ,  à  réquation 

«— aw—ap— 4  — aw — ap — 3  • 

dy4.^.dr 4(.n+p+!-h ^=*'' 

qui  se   tire  iniBéjiateiiient  àm  la  tranfiforoKe  en  z  etu,  en  y  faisant 

n-f-H-a 


Il  =  r"-^-/'+%        z=:ia'—  (n-i-p^  i)r"-^iH-iy, 

Il  transforme  aussi  Tëquation  du  second  ordre  entrej^  et  u,  etpar- 
yient  à  un  résultat  remarquable  par  sa  simplicité.  Après  avoir  mis  cette 
équation  sm»  la  £9rmf> 

^_fldtH"^2±Ji±^ir  — Çl±J^  =  o, 

du  ^     *  u  u  ' 

il  fail  u  =  i^,  d'où  d  ^  =  d  g-J^ ,  el  parvient  à  '^ 

en  pneniAt  ai  pour  dosAUnte»  Cette  dârmèare  équation  ravieot  à 

dy  ^  ^^ar-'djd/  +  (?^+?P+^?+Odydi  _  ^^.^^^  ,)ar»-*;-d^-  =?:  o; 

et  est  satisfaite  par  jr  =y^'^*a?'djr(a— ^r/: 
Pour  tniB«fûrnier  eeUe-cL,  Ëuks  prend 

z^e-/P^,     ou    ^  =  Pd<-t.^, 
ce  qni lai  donne 

d'a-f-aPdfda— A^«r-»dfd3H-(vn-H7?4-^i)  ~  -h  «dfdP 

+zdi*{P*-ft^fl/«-P-f.  ÇS:±ffi±S±l>^-  *y«(»4- ,>*»-}  =  o  ; 
et  poar  £»tre  disparaître  ks  termes  nraltipUés  par  dz,  il  £iii 

:iP^bqaf-^+Sl±M±l±}  =  o. 
La  Taleur  de  P  qui  résulte  de  cette  équation ,  le  conduit  à 
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dont  la  solution  est 


—  -  hatf 


Ces  formules  se  simplifient  par  la  supposition  de 

;i  =  /i,  ^•(3/i+i)*—i  =0,    ou     y  =  ^, 
et 

il  vient  alors 


**■  ^ 


d^z  —  a»«l^»»+«      d^s=o,     ou    d'z— aV'«d^'  =  o, 
et 

ou  *• 

If    /•— W    d:  — _     .  ^qp 

«  =  e    ^   ^/e^    x    >^    Mx(a—x)    ^     ^ 

ia56.  La  supposition  de  jr  =:  fôx(a*-^afy^^cosbu!'x  conduit  aussi 
Si  une  équation  différentielle  de  la  même  forme  que  celle  du  numéro 
précédent  :  on  en  déduit 

gj^  =  —  {h(9 — i)tt^""*siniii*x+**9'ii*^*arcositt»^}(a» — x^y^^'x; 

et  substituant  dans  Texpression  fdx  (^  j-;  +  -^  dû  ''"  ■^^)  >  on  a  la 
fonction 

/jj^^_^^y_,fiycosAii»jp — bqMu^-^^xsinbu^x — bq{4f^^j)Li^''*xs\nbi^x"i 
jQa\  /— I  ^bYla^-^x^cosbt^x  j' 

Si  laquelle  on  assignera  pour  intégrale  la  fonction  primitive 

(a^—<x:^ysinbWXy  qui  s'évanouit  lorsque  xs=zo  et  lorsque  jr=a.  La 
difierentiation  de  cette  dernière ,  et  la  comparaison  du  résultat  avec  la 
précédente ,   donneront 


Digitized  by 


Google 


APPLIQUÉES  AUX  ÉQUATIONS.  557 

Il  hvil  observer  que  l'équation  difTérenlielle 

se  rëdait  à 

lorsque  Tiatégrale  da'secood  membre  s'ëvanonit  à  la  limite  a;  ssa;  ainsi 
l'on  aura  seulement^  dans  l'exemple  qui  nous  occupe^^ 

et 

m 

Si  Ton  fait  *p  =:  ÎHi  et  i  =  i ,  on  tombe  sur  un  cas  particulier  très* 
remarquable^  savoir, 

pour  lequel  on  a 

^  s=!ycLr(a*— or*)  *i    cos-tt'x, 

rinlegrale  étant  prise  de  manière  à  s'évanouir  lorsque  a:=o.  On  amon* 
tré^  dans  le  n*  663^  que  cette  dernière  équation  différentielle  répon- 
dait à  celle  de  Riccati }  on  passe  de  l'une  à  l'autre  en  faisant  j;ssef'^  ^ 
d'où  il  résulte 

djs  +  «'da  +  a*i^^*du  =  o , 

y  du  -^7—» 

les  intégrations  relatives  à  x  s'effectueront  toutes  les  fois  que  -^^ 
sera  un  nombre  entier  positif.  En  posant  donc  ~^=;i,  on  aura.  • . 
^^■"57^7*  ^^  **  viendra 

d^  +  z*àu  +  a^u  ^'+'  dtf  =:  o , 

équation   qui  comprend  la  seconde  classe  des  cas  d'intégrabilité  que 
^  .68 
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nous  avons  trouvés  Ùaus  le  n*  565.  L'éqttalioa  du  secoad  ordre  «et   sa 

solution  sont 

dy  +  a^u  '^  -H"  ^da*=:  o  , 

— T 

y  s=;  fàa:{a* — ^x*)* cos [ —  (a*  +  i}a^*"+->x]. 

1^37.  Dans  ce  qui  précède^  nous  sommes  partis  de  l'intégrale /flcbr^ 
-poisr  vxhrzr  à  l'équaiioii  différentielle  ;  «naiB  celle  médiode  est  indirecte^ 
puisque  c'est  toujours  rëqostion  qui  «st  donnée  y  et  cfs'oa  cherobe  l'es- 
pression  de  la  fonction  qu'elle  détermine.  Euler^  en  conséquence  ^  re- 
tourne son  ppocédé;  il  suppose  ^qae  l'on  ak  le  développement  en  série 
de  la  fonction  cherchée  (65g  et  suiv.)^  et  il  tâche  d'obtenir  la  limite 
de  cette  série  j  au  moy^en  d'intégrales  définies ,  ea  s'aidant  des  procédés 
indiqués  dans  les  n^'  !i4o  et  suiv. 

-  Pour  faine  coonaUiie  Ja  suarcàe  ^'Ëdbr  ^  nous  commenceroos  avec  loi 
par  déterminer  la  somme  de  la  série 

udf  +  J9j+  C^*  + •-KJ!f«'-'  +  iV^y+etc. , 

dans  laquelle 

171+  k      '  û/H-  k       '  on-f-  «     '  in  +  k 

îî  e^t  visible  que  tetle  série  renirè  ilans  tréUe  i|ni  a  été  traitée  n*  1148; 
mais  comme  dans  l^quation  de  ccft  article  j  nous  n-^vons  point  dégage 
la  somme  de  l'équation  à  laquelle  nous  sommes  parvenus^  nous  repren- 
drons en  entier  ici  les  calcufis  d*ËuIer.  Soit  donc 

z  =  ^  +  JÎ5-Î-  Ç^  +  Ds^. j^Ms'-'+Ns^  +  etc.  ; 

nous  tirerons  de  là 

i^  =  iBs-^  2Cs^  +  Ws^ +  (1—  i)Ms'-'  +  iNs'  -f-  elcj 

jotudtipliafBt  celte  équation  .par  m^  la  ffûécAdAi^ke-fàt  h  y  «iMimiesant  les 
produits,  nous  aurons 

^+  hz  =  hJ+  (m+h)Bs  ^  {:im+h)Cs\ ....  .+[(i-[)m+h']Ms'T\ 

^(im+h)Ns^+cic.i 
nous  parv^ienarons  semUablement  a 
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-Km4-Ar)iV5'-f-  etc.  ; 


^  +  kzss  U  +  (n+it)5«+ (2/H-A)Ci* +[(i_-i)„4.A:]iir5'-« 


et  en  observant  que 

(n+k)B=zhJ,  (ii»+k}C=z(m+h)B,  ...(j«+A)iV=[(j--i>i+A],itf,  elc.^ 

nous  aurons 

-^+kz=kJ-\-hAs-i^(m+h)Bs*+  (snt^hyCs^-^  (Sm^-^yOs*  +  etc. 

Mais  d'après  l'une  des  ^nattons  ci-dessus,  la  partie  qt^  stfk  (e  ternie 

kyt,  dans  le  second  membre  de  celle>ci ,  est  égak  ^  ^T^-  +  ibzj^nouft 
pouvons  doae  former  l'équation 

ou 


dont  rinlégration  fera  connaître  z. 
On  a 

às(k 


j(ft  — Ais)  ^^  îids  j^  (mfe  —  nh)âs  ^ 
(tj  — mj)   *""    iw/*       n(ii— Tïw)     * 


R%— mA 


en  intégrant^  il  vient  s'^(n'^ms)  '»'»    pour  le  facteur  qui  rend  intégrable 
Téqnation  en  z  {5^0),  et  an  moyen  duquel  on  arrive  à 


nh^^mk  k  k  nh'  mk 


d'où  Ton  conclut 


rintégrale  étant  prise  de  manière  à  donner  z=:J  lorsque  s:=aù^ 

Enler  considère  en  particulier  les  cas  où  /7i=o  et  ns=o^  dans  les^ 
quels  la  valevr  générale  de  %  devieol  illusoire  ^  et  em  rernootant  à  l'éqjEN^* 
tion  diflFercntielle,  il  trouve  pour  le  premier 

.     Aj        k  ha  k 
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et  pour  le  second 

^,        h      h     h   h 

2   =  _  CL.  ^     nw^      m  femsgm       ^s. 
m  '' 

Il  remarque  encore  que  rintégration  indiquée  s'effectue  toutes  les  fois 
que  k  est  un  multiple  de  fi  dans  Tun^  et  de  m  dans  l'autre. 

1258.  Passons  à  la  série 

^A'  H-  BB^u  +  CCu^  +  DD'u? +  MM^u'-'  +  NN'u'  +  etc. , 

en  supposant  que 

Soit 

yz=:^AA*  +  BB^u-\^CCi^^+  DD'u? +  MiTuf-'  +  NN'uf  +  etc., 

et  considérons   la  série 

z  =  ^+  jBttx  +  Cu^x^  +  Z?z/^a^  H-  Eu^x^  +  etc. , 
en  y  faisant  uxzsisi  nous  aurons  alors ^  par  le  numéro  précédent^ 

A  mk'-^nh       k  nh — m       ^ 

Formons  ensuite  l'équation 

F  =  fPzàx  =  fPàx{J  +  ^tto:  +  <^"*JC*  +  />"^à:'  +  elc.)  , 

dans,  laquelle  nous  regarderons  la  quantité  u  comme  constante  ^  et  nous 
chercherons  à  déterminer  la  fonction  P^  de  manière  qu'en  effectuant 
les  intégrations  relatives  à  x^  on  obtienne  la  série  proposée.  Pour  cela^ 
il  faudra  qu'entre  les  limites  assignées  à  la  variable  x^  on  ait 

fPaiàx  —  ^JPàXy  fPx'àx  =  ~fPdx,  fPx»dx^:^^fPdx ,  etc.; 
car  il  en  résultera 

F  =  {JJ^+  BB'u  +  CCu-  +  DD'u^  +  elc. }  ^fPàx  , 
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d'où 

-.       ^  '^  fPdx  ~     fPdbf  \ 

les  intégrales  indiquées  étant  prises  entre  les  limites  convenables.  Mais 
si  Ton  conoipare  chacune  des  intégrales  fPxàx^  fPa^àx ,  etc. ,  à  celle  qui 
la  précède  y  on  aura  les  relations 

fPxdxzsz^fPdx,  fPx*àxz=i^fPxàx,  fPx^àx^^fPx'dx^eic.y 

d'où  Ton  conclura  ]     ' 

fPa^àxT=z^JPx'-^àx  g=^^7j;y*'  /P^-'darj 

or  9  en  observant  que  ces  relations  ne  doivent  avoir  lieu  qu'aux  limites 
des  intégrales,  on  verra  facilement  qu'on  peut  supposer  en  général 

pourvu  que  la  fonction  .r''Q  s'évanouisse  à  ces  limites.  Différentions 
cette  équation  et  divisons  ensuite  ses  deux  membres  par  a^^\  nous 
aurons  9  après  avoir  fait  disparaître  les  dénominateurs^ 

(^in!  +k')JPxàx  =  (/m'— m'+  h!)Pàx  +  xàQ  +  iQàx. 

Cette,  dernière  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  i  y  se  partage  nécessaire- 
ment en  deux  autres,  qui  sont 

n'Pxdx  =  m'Pdx  +  Qdx ,       k'Pxdx  ==  (A'—  m')Pdx  +  xdQ  i 

et  desquelles  on  tire 

i>da:=^^      et      Pdx  =  u      f^P      ,, , 

71 X —  m  kx  — (  A  -^  m  )  ^ 

divisant  Tuoe  des  valeurs  dt  Pdx  par  Tautre,  il  vieùt 

xàQ         k'x+m'—h'  dQ  _^  d^jk^x  +  m' ^h'). 

Qdx*™       j/x— TO      >       OU         Q    '^         xCn'x— m')        ' 

ce  qui  donne 

àQ   _  (h'^m')àx    .     (mT+mV— AV)dx 
Q    ~  .       rn'x  .       *^  m'(n'x-.7n0  » 

Ç  ;=  jcV    '(n'x-^m')    '«'"'  k  co/2^/.  ; 
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faisant  la  constante  égale  à  ( —  i)    ^'^'      ^,  et  substituant  la  valeur  de  Q 
dans  celle  de  Pàx^  nous  aurons 

Nous  déduirons  de  là 

(m'  +  k!)fP:x^Ax  =  [(i  —  i)nJ  +  K^fPa^-'àx 

mais  comme  Ta  pariie  intégrée  deil  s'évanouir  aux  d!eux  limites  de 
rintégrale  ^   il   £Eiudra  prendre   cette  intégrale   depuis   a:  =  o   jusqu  a 

a*  =  ^.  On  aura  alors 
pourvu  que 

et  avec  ces  condilioss^  il  vieni! 

_  A'fPzAx  _  jffx"^'     \àx{m'—n'x)     '"'"'^ 

en  observant  que 

h  hm — hn       k  hn—hn 

z  =  ^ks    '^(n-^ms)  ""»   fs^     ds(n—ms)  '^  .        : 

cette  dernière  intégrale  dqit  être  prise  de  manière  k  donner  z=z  A 
lorsque  ^=  o;  et  il  faut  cbanger  dans  sa  v^eur  s  en  ux^  puis  regar- 
der u  comme  constant  dans  l'intégration  relative  à  x. 

Il  est  viable  que  Ton  peutécbanger^  dan§  les  résultats  ci-dessus  ^  les 
coefficiens^y  B ^  C^  etc.,  avec  les  coefficiens  A' y  B\  C\  e te. ^  parce 
que  ceux  de  la  première  suite  sont  de  la  même  forme  que  ceux  de  la 
seconde.  Il  suit  de  là  que  Tan  peut  .obtenir  deux  expressions  de  la 
somme  jr^  en  y  changeant  m,  w,  A,  A:  en  m\  n\  h\  kfj  et  récipro- 
quement. 

On  doit  remarquer  que  la  fonction  Q  n^est  introduite  dans  le   calcul 
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xpxt  pcmr  donner  les  limites  des  intégrales  fPdx,  et  qae  les  conditions 

»  +  -;— i>0,       —-7-; hT>0, 

n'étant  pas  remplies  lorsque  /ti'zso^  on  n^  =  o^  il  faut  détermîntii' Q 
d'une  manière  spéciale  pour  chacun  de  ces  cas.  Les  deux  valeurs  de 
Pdx  se  réduisent^  dans  le  premier^  -à 

nx  '  kx  —  A  ' 

on  en  tire 

on  a  9  dans  le  second  cas, 

— w"  ftx+m — A' 

12Zq.  Nous  allons  appliquer  ce  qui  précède  à  Téquation 

x*{a  +  bx')dy  +  j:(c  +  ea^)djrdx  *f-  (/+.goc')j'àx^  =  0, 
d'après  laquelle  on  peut  développer  f  dans  une  série  de  la  forme 

a  étant  donné  par  l'équation  du  second  degré 

a(a  —  i)a  +  oc  +  /  =  o  (665). 

Si  l'on  Élit,  pour  abréger,  a(a^^i)b  +  ae+g=:h,  on  aura 
r*  —  — a'fe  —  (^*^*^  ^^"^ — ^ — ^fî 

^  _  — (/— ly^^fe— (î  — i)(Q#— Qyift  — (t  — Qne^Aj^ 
iii[]*na  +.(a<i—  4)a  +  cj 

Les  Ëicteurs  du  dénominateur  de  ces  expressions  sont  de  la  forme  de 
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ceux  de  la  série  du  numéro  précédenl  ;  et  le  numérateur,  étau^  no^  fonc- 
tion du  second  degré,  se  décompose  en  deux  facteurs  du  premier,  par 
la  résolution  de  l'équation 

(i  —  i)*/i»i  4.  (aa  — 1)(/  —  i)nb  +  (i  —  i)ne  +  A  =  o  , 

•      ■ 

qui.  donne 

ce  qu'on  réduit  à 

en  vertu  de  l'équation  d'où  dépende.  Si,  pour  abréger,  on  fait.... 
\/(b — e)*  — 4*g*  =  7  >  îï  viendra 

d'où  il  résultera  .  . 

Soit  à  présent  j:"=:«,   et 
nous  aurons ,  dans  cette  forme , 

valeurs  dont  la  comparaison  avec  celles  du  numéro  précédent^    nous 
montre  qu'il  faut  y  changer 

m  en  nb  y  h  en  Kaa— i)i +  ^e— j^f, 

n  en  -^nb  ^  A:  en  o, 

m'en  rib y  A' en  \{2ct — i)i^ie-f-iy^ 

tJ  en  na  y  A:' en  (ace  —  i)^^-}-^?. 

Nous  chercherons,  d'après  ces  dernières  dénominations,  Texpressioa 
de  J5,  et  pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  y  écrirons  i  au  lieu  de  a:  ; 
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nous  aurons  ^  =35  w/ 5=  jt;"^,  et 

Nous  conserverons  dans  Texpression  de  j^  les  lettres  m\  »',  A'  et  A', 
maïs  nous  changerons  u  en  a*;  et  faisant  attention  que  ^  esj  divisé 
par  a:*,  nous  obtiendrons 

V  '  Vm'-^  h'n'  ;  ^ 

f  =* F3  Vw^-gy        > 

Ties  intégrales  étant  nulles  lorsque  <=o,  et  terminées  à  /s==^  =  - , 
en  observant  d  ailleurs  les,  conditions   . 

i+iL  — 1>0,         '■     .  .       +ï>Ot 

dont  la  première  se  réduit  à 

âi   cause  que  la  plus  petite  valeur  de  i  est  l'unité^  et  la  secondé  devient 

(a«  —  i)a&-t-2ic  — ce  — a^    ,    .  ^.^  ^ 

— 5;^— — +i>o. 

11  est  facile  de  voir  aussi  que  l'intégrale  déGnie  ft^'^dt(m''^n't\    «'«^ 
T>eut  être  remplacée  par  une  constante  arbitraire ,  et  que  l'on  aura  enfin 

Le  coefficient  Jf  qui  entre  dans  la  valeur  de  Zy  étant  arbitraire^  la 
dernière  expression  de^  est  une  intégrale  complète^  puisqu'elle  ren- 
ferme les  deux  constantes  ^  et  C 

La  possibilité  d'échanger  entr'elles  les  quantités  n  et  »',  k  et  A/,  en 
prenant 

na  pour  n,    —ni  pour  tî^    (ace— i)a+c  pour  A,     çt    o  pour  k\ 

conduit  à  une  seconde  solution,  dans  laquelle  on  a 

3.  6g 
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ceux  de  la  serre  du  numéro  précédent  ;  et  le  numérateur,  étau^  nviA  fonc- 
tion du  second  degré,  se  décompose  en  deux  facteurs  du  premier,  par 
la  résolution  de  Téquation 

(«'—  i)*/i*i  ^-  (2a  —  i)(i  —  i)nb  4-  (i  —  i)ne  -|-  A  =  o , 

qui.  donne 

ce  qu*on  réduit  à 

en  vertu  de  l'équation  d'où  dépende.  Si,  pour  abréger,  on  fait.... 
\/(b — «)•  — 4*g*  ==  9  f  il  viendra 

d'où  il  résultera  . 

jy_~(('-0'*^+Ka'«-t)fr->-ic-W}f(>-0«»-f-i(°«-06+-U+i<7}jy 

Soit  à  présent  a:"==a,  et 

^  =s  JJ'-^  BB'u  +  CCu^ +  MMi^'+NIfiài     . 

nous  aurons,  dans  cette  forme, 

valeurs  dont  la  comparaison  avec  celles  du  numéro  précédent^   nous 
montre  qu'il  faut  y  changer 

m  en  nb  ,       h  en  i(3a— i)A  4-ye— ^9, 
n  en  ^^nby  A:  en  o, 
m'en  nb^      A' en  \\2ct — i)*^-!^^.^^^ 
n^  en  na  y       V  en  (ace  — i)^i+£?. 

Nous  chercherons,  d'après  ces  dernières  dénominations,  l'expression 
de  a,  et  pour  éviter  toute  ambiguïté,  nous  y  écrirons  i  au  lieu  de  x  ; 
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nous  aurons  3:=siut:s=ix''t,  et 

z  =  AÇi  +  s)        ^"^         =  ^i  +a:-0        ^* 

Nous  conserverons  dans  ^expriessîo^  dej^  les  lettres  m\  »',  A'  et  k\ 
mais  nous  changerons  u  en  a*;  et  faisant  attention ,  que  y  esj  divisé 
par  x%  nous  obtiendrons 

les  intégrales  étant  nulles  lorsque  (=o,  et  terminées  à  /  =  ^  =  -, 
en  observant  d'ailleurs  les.  conditions   , 

dont  la  première  se  réduit  à        • 

à  cause  que  la  plus  petite  valeur  de  i  est  l'unité^  et  la  secondé  devient 

(a«  —  i)aft-t-aic  —  ce  — ag    ,    .  *^  ^ 

Il  est  facile  de  voir  aussi  que  l'intégrale  déflnie  ft'«^'^di(m''^nft\    «'«^ 
peut  être  remplacée  par  une  constante  arbitraire ,  et  que  l'on  aura  enfin 


^  _  A'm'— AV 


Le  coefficient  ^^  qui  entre  dans  la  valeur  de  z,  étant  arbitraire^  la 
dernière  expression  de^  est  une  intégrale  complète ,  puisqu'elle  ren- 
ferme les  deux  constantes  A  ei  C. 

La  possibilité  d'échanger  entr'elles  les  quantités  n  et  »',  k  et  A/,  en 
prenant 

na  pour  n,     —ni  pour  /i'/    (a*— Oo+c  pour  A,     çt    o  pour  k\ 

conduit  à  une  seconde  solution,  dans  laquelle  on  a 

ft  Am— A»       k  ^  An— mA  ^^ 

3.  ^ 
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la  fonction  z  devant  être  égale  à  J ,  lorsque  i=:o,  cft 


hf^  ^  h'm'-^hW 


rintégvalù  relatire  à  t  dtraiA  s^ttàn&oiv   lorsque  ^sao,   et  lorsque 

t  =:-T^  Les  conditions  de  cette  expression  sont —7  ^o.^l  J—  —  >o, 
n  *  JH    ,  m  ^ 

à  cause  que  A'  =  o.  La  relation  entre  zet  s,  délivrée  du  signe  d'inté- 
gration, est 

^    _  Âh—%Çk  —  hs) 
as    """        s(n  —  ms) 

«2^0.  Euler  donne  encore  deux  solutions  de  Téquation  difiërenlielle 
proposée;  il  les  tire  dé  la  série  désCetiÔante 

j  =  x^{J  +  Bx-'  -f-  hr— «  +  !Ox^*»  +  etc.)  , 
pour  laquelle  a  est  déterminé  par  Téquation 

Faisant  a(et  —  j)a  +  etc  +  f  z=z  h ,  il  trouve 

AT  -P^  ~(tr^ y/l'a  +  (21»  —  i)(t  —  Oaa  +  (t  —  Qyic ~ h  ^ 
i/iL/n^  —  (2«— 1)6  —  ej 

L'expression  de  N  se  décompose  ainsi  : 

en  posant  V(«*-^)***^4^^=P^  Pa^  cette  opération,  le  développement 
de  ^  peut  être'  mis  sous  la  forme 

X  —  JJd'  +BB^u  +  CCu\ ... . .'.+  MMu^-'  +  N'NW^  etc. , 

en  y  changeant*  te""  ^ti  w,  et  prenant      * 

—  ma  ' 
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comparant  ces  v^cars.  avec  celles  dain^'iaSS,  nous  vercons  quû  1^1 
lettres  /w,  A,  n  et  A:,   doivent  être  remplacées  par 


et  les  lettres  /n',  A',  n!  et  *',' par 

l      il 


na. 


ly      — ï(a* — i)tf— ïC+i;?,      nb      et.    rrf(«fl^~  l)Ar-4-  ; 

En  disant  f  ss  u^  =;r";"^,  nous  aurons  , 

?  -' 

_*  A  ; 

les  limites  dç  rintégr^le  relative  à  ^étant  déterminées'  par  k  condition 
qn*à  Tune  et  à  l'autre  on  ait 

Si  l'pn  permajle;£ntr'6lles  les/lettses  analogues,  en  prenant  , 

nb  pour  tt,       »  — /îa  pour  n\ 

—  i(aA— i)a — i^+i/^  pour  A,       — ^(2*— i)^ — ^c — {p  pour  /iK, 
— (:Mt-^i}i  —  e  pour  A,     et      o  pour  ^'j 

l'expression  dû  zse  déduira  de  Téquation  différentidia  ' 

âz  _^  -^ft — ^0^  —  A-s) 

et  Ton  raura 

A  Âm — An       A:  hn-^'km 

en  observant  qu'aux  deux  limite^  de  Tintégrâle  relative  à  ty 

h'  Vm'-^Kn'  ^ 

1241*  Ëclaircissons  ce  qui  précède  en  l'appliquant  à  Téquation  par* 
ticolièrè  - 

x\ i— ir*)d*/  -^  jc(x-+ar')djcd;^  -f-  jp^dr*  t=  Oé 
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En  la  comparant  avec  celle  da  n*  i^Sg,  nous,  aurons 

az=iy     i=— I,     c  =  —  i,     as=— I,   /=o,    §^=1,     ns=2, 
flt(flt — i)— asao,    d'où    ac=±:o,     01  =  3     et  .y=db3. 

Avec  ces  données ^  et  en  ayant  égard  aux  deux  valeurs  dont  «t  est 
susceptible  y  nous  obtiendrons^  par  les  formules  du  numéro  cité^  les 
quatre  résultats!  sùirans  : 

î  =  (i  .+ or-ffs  }■=■  C/(*>-'id((i  +-<f'~' (i), 

»  =  {i  +  x-t)'"^',     f=  Cx'fi'h^y+  ffî (j), 

fe  =  ~'lo  +  ')-'     /=C/'*^-«"(-  H-^-^ (5), 

fe  =  '^-^♦+^7-M,    ^  =  C>^*U<.  +  ■,)-'< (4). 

Les  valeurs  de  a  relatives  k  k  série  descendante  du  n*  ia4^9  étant 
-f-i  et  — .1  y  conduisetiot  de  même  à  ces  quatre^ autres  résultats  : 


.=ti-.    .,,      ,.    ..-.:Fi 


,  =  (i  +  l)-*»,      ;r  =  |/*W-f-0'^' (6), 


fe  ^  -  °f^ +^^^^ '^ ,       r  -  Cr/<'~'zd<i  +0*' (7), 


r  *  ._,_« 


dz  _  a^-<a+<a±i)o  £rrhdt(i '+>r'*>" .(8). 

Pour  répandre  sur  le  sujet  qui  nous  occupe  toute  la  clarté  qu'on  y 
peut  désirer,  il  nous  reste  à  montrer  coparaent  les  valeurs  de  ^satis- 
font à  l'équalion  proposée,  La  chose  est  très-facile  à  Tégard  de  celles  qui 
sont  comprises  dans  la  formule 


rfcî-i 


en  prenant  le  signe  inférieur,  par  exemple,  il  vient 

d* ^ ^ fy  r^ ^'<Jf 


> 
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d'où  il  rësoUe 

et  rintëgrale  du  secoad  membre  étant 


s'évanouit  lorsque  «s=o  et   lorsque  t  est  infini  :  c'est  donc  entre  ces 
limites  que  doit  être  prise  celle  qui  exprime  la  valeur  de  j. 

Venons  à  l'une  des  formules  où  z  n'est  donné  que  par  une  équalioa 
différentielle;  prenons  la  quatrième  :  en  n'ayant  égard  qu'au  signe  in- 
férieur, nous  aurons  à  traiter  l'équation  • 

En  la  multipliant  par  s\/i  +  Sy  et  l'intégrant,  nous  en  tirerons 

et  en  observant  qu'on  doit  avoir  z  =2^,  lorsque  s  c=o  ,  nous  trouve- 
rons jB  =  —  2j4y  d'où 

d«*  ii£  —  6.^(a+5tx*+4f  xQ . 

SnbsUtnaiit  ces  valeurs  dans  les  suivantes, 

et  les  résnllats dans  l'équation  proposée,  nous  obUendrons 


> 
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le  second  membre  de  celle-ci  a  pour  intégrale  Texpression 

qui  «devient  nulle  lorsque  <=— i,  et  lorsque  i=so  ('^);  c'est  donc 
entre  ces  limites  qu'il  faut  prendre  Fintégrale  qui  exprime j^.  En  y  rem- 
plaçant js  par  sa  valeur  ^  elle  prendra  la  forme 

Si  Ton  écrit  —  «,  aa  lieu  à&ty  et  /?  V(— >  *u  M©»  d*  ^  >  on  .aura 

les  limites  de  Tintégrale  ét^nt   ^  =  o  et  ^=i. 

12^2.  M.  Laplace  a  montré  le  premier ,  que  la  sommation  des  séries 
par  les  intégrales  définies  y  conduisait  aussi  à  l'intégrale  de  Téquatioa 
différentielle  partielle 

'''  +^l  +  Q^+iJf«^o (J), 


uàv    "^      du        ^  dw 


dans  quelques-uns  des  cas  où  elle  i^ôhâppë  k  la  méthode  dU  il*    766  : 
c'est  ce  que  nous  allons  faire  voir^  en  suivant,  à  pieu  de  chose  près, 
la  marche  qu'il  a  tenue. 
Il  est  visible  que  la  série 


(*)  ÎPojir  »'en  convaincre  datas  le  d^emier  cas,  il  Fufift  de  développer  .  \    \  sui- 

(1  +  /X)» 

vant  les  pubsances  de  I.  ^  .   * 
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4-  B,i{x>)  +  C,A/{v)  H- "P.4"(f)  -f-  etc. , 

prise   dans  le  n"  784  pour  la  valeur  de  z,  peut  être  reinplace'e   par 
celle-ci  ; 

•Jf^wpiu)  +  Sfdu/nuç(u)  -f-  C/àufdufàu^ru)   -t-  etc. 
+  ^./dt^C»')  H-^./di/d.'4  W  H-  A/d»/d./di'4(i')  +  etc. 

En  réduisant  les  intégrales  doubles  ,  triples,  etc.,  en  intégrales  simples, 
au  moyen  des  formules  du  n"  4^4»  ^'^  chaiigera  la  première  partie  en 

J/dit^u) 
+   -—  {ufdu(p(u)  r-fuduf(u)} 

+  ■—   {u'fdup(u)^2ufuàu(p{u)+fu'du(p(u)) 

+  —^  ■{v?fdu(p[u)—Zu'fuduip(ti)-\'^ufiâdu^{u)'~fiMu!p{u)} 
+  etc.; 

maintenant,  afin  de  distinguer  les  acteurs  où  la  variable  u  se  trouve 
hors  du  signe  intégral,  de  ceux  où  elle  en  est  affectée,  on  écrira  dans 
les  derniers  f  à  la  place  de  w,  on  pourra  pprès  cela  passer  les  autres 
sous  le  signe  /,  en  observant  de  les  regarder  alors  comme  constans, 
et  on  aura  par  ce  moyen 

=  flUTt{t), 

T  désignant  la  somme  de  la  série  renfermée  entre  les  accolades ,  et  «les 
intégrales  étant  prises  depuis  f  =  o  jusqu'à  t^=:u.On  trouvera  deqfiéme^ 
que  Ja  seconde  partie  de  la  série  proposée  revient  à 

/d,4co{^,  +  ?±f&+9^jy+^=f +..0,} 

en  observant  que  les  limites  de  l'intégrale  sont  ici  ^=:o  et  tzzzç)  on 
aura  doue 

Pour  déterminer  les  fonctions  T  et  7\,  il  faut  connaître  d'abord  les 
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relations  que  les  coefficieos  jà^  By  C,  eic.^  Jxy  B^^  C|,  etc.,  ontentr'euz, 
et  qui  s'obliennenl  en  substituant  dans  1  équation  proposée,  au  lieu 
de  Zy  la  série 

Afàu(p{u)  +  Bfàufàju^{u)  +  Cfdufdufdu^(u)  +  etc. 
H-  ^./d(^4(^)  +  ^,/di;/di;4(i^)  +  CJdi^fd^fdi^^{i^)  4-  etc.  : 

on  aura^  relativement  à  la  fonction  (p,  les  équations  suivantes 

etc.  ; 

et  l'on  en  trouverait  de  semblables  entre  A^j  B^^C^y  etc.  Si  Ton  pouvait 
tirer  de  ces  équations  les  valeurs  des  coefficiens ,  la  question  serait  ra- 
menée à  sommer  les  séries 

124^'  Appliquons  ces  idées  générales  à  différons  cas  particuliers,  afin  de 
faire  mieux  connaître  le  parti  qu'on  en  peut  tirer.  Soit  l'équation 

d*2      ,        da    ,        dz    ,  ,  . 

di^d-.+^dii  +  ^d;;^'^^^^ W> 

dans  laquelle  py  q^  m,  désignent  des  constantes.  En  traitant  cette  équa- 
tion par  la  méthode  du  n""  766,  on  retrouve  à  chaque  transformation 
la  condition  pq  —  msso,  et  il  est  par  conséquent  impossible  d'obte- 
nir par  ce  moyen  l'intégrale  de  la  proposée  sous  une  forme  finie ,  lors* 
que  cette  condition  n'est  pas  remplie;  mais  les  équations 

—  +pA=:o, 

dC     ,       ^   ,     d*^      ,         di?     ,         d^     ,         D 

d;  +;^^+  d^.  +  ^  d«  +  ^  d7  -^^B^o, 

etc.  9 
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qu  on  obtient  par  la  méthode  précédente,  conduisent  facilement  a  une 
série.  En  effet,  la  première  donne ^  par  l'intégration ,  A  ^sie^^ct^  a  étant 
une  fonction  arbitraire  de  u;  ei  en  la  différentiant  par  ra'][>port  à  li,  on 
en  tire  *  '  •  . 

ce  qui  réduit  la  suivante  à 

Pour  satisfaire  à  celle-ci,  on  fera  J?=:a""'''/3,  j8  étant  une  fonction  in* 
connue  de  (^  et  de  u.  La  substitution  des  yaleiKS  de  J?  «t.dç  ^  donnera^ 
après  des  réductions  évidentes  ^ 

*-(„_«.).  =  .;' 

e«  se  bornant  a  satisfaire  à  cette  équatioi^,  ou  aura  seulement 

et  l'on  déduira.de  là  '     . 

37  =*  —  er-r^eip^pq  —  pi)t»  4-  tr^<t{pq  —  w)  , 

valeurs  qui  changeront  Téquation  d'où  dépend  Cy  en  '.^ 

Faisons  d'abord  C=:€r^yi  l'équation  précédente  deviendra  divisible 
par  e'^^y  et  nous  aurons 

^  +  (A'y— '")  (d^  + ''.^)  ~  (^^~'")*'^  ~  ^^  ^ 
il  ne  fs^udra  plus*,  pour  ramener  celte  éqtiaiion  à  la  forn\e  des  autres, 
que    supposer   ^-<(-(0&^=:6j,Qe  qui  déterminera  la  fonction  arbUraireo, 
en  donnant  «  =  e"^";  puis  il  viendra 

^^^{pq^myM  =  o^  - 
5.  7« 
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L'équation  en  2>  étant 

se  réduirai t,  au  moyen  des  valeurs  de  C^  de  â^,  et  en  supposant  • . . 

T-  —  a  ^^-2— — i—  =  O  ; 
dv  i.a  :  ' 

l'on  aurait  par  eonséqttenf' 

i.a.3        '  i.a.o 

Il  suit  des  calculs  ci-dessus ,  qu'on  emploierait  aussi  à  la  recherche 
des  coeflSciens  ^.,  B,y  (7,,  etc.,  que 


,  ;  i.a.3       '1  1        *  i.a.3      ' 

/    .    etc.  J     •    (  etc.  >  ' 

et  que  les  séries  qu'il  faut  sommer  sont 

l      '       i. i        *      i.a.i.»      '    i.a.3-.}.3.3    *  J' 

*  .  l      •        1.».        '       i.ft.i^a.     "^  i.a,3.i.8i,3  '  *^  J* 

lorsqu'on  fait^y  — m  =  ». 

Si  nous  désignons  par ^  la  somme  de  l'une  quelconque  des  séries  corn*- 
prises  enlre  les  accolades,^  sera  une  fonction  de  v{u^^t\  pour  la  pre- 
mière série 9  et  de  f^((^-^f}  pour  la  seconde^  mais  dç  la  même  forme 
dans  l'un  et  Taûtre  cas;  et  la  fonction  e'^^^'^y  sera  une  Valeur  particulière 
de  z.  En  faisant,  pour  abréger^  i^u*^t):s=x^y  nous  aurons 
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mais  comme  ^  =  i^,  g-  =  i^  — ^,  il  viendra 

La  substihition  de  ces  valeurs  dans  Téquation  proposée ,  la  changera  en 

les  denx  constantes  qui  entrent  "dans  la  valeur  complète  de^  ae  de^- 
terminent  par  la  oondùjoa  que  y^sat  et  ^  =ssj^q  <***-iir^  lora^e  4  as  b, 

condition  qui  résulte  des  deux  premiers  Aermes  de  la  série  dont  /est 
la  somme.  La  somme  de  la  seconde  série  se  tirera  de  l'expression  àejr^ 
en  y  supposant  6=w(^'*—^);  et  prenant  j^i  pour  représenter  ;;^'  dans  ce 
nouvel  étal^  la  valeur  complet^  de  z  sera 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  tz=zo  jusqu'à  tzszu^  et  la  se-* 
conde  depuis  ^=530  jusqu'à  trssa^. 

Si  l'on  voulait  s'assurer  que  ce  résultat  satisfait  à  l'équation  proposée^ 
il  faudrait  observer  qu'en  général  ^  lorsqu'une  intégrale  fTàt  doit  être 
prise  depuis  f  2s  o  jusqu'à  î^si^h^  t  doit  être  consi^ïéré  eomme  «ne  fonc- 
tion  implicite  de  Uy  et  que  Ton  doit  avoir  par  conséquent  (11) 

d(/TdQ  _  d./7^t    .    à.  fTàt    d/ 
"^LT      ~     du      "*"      At      'Si^ 
or 

lorsque  fsu;  ainsi  en  représentant  par  V  ce  Que  devient  alors  Ty 
on  aurait 

.    1344*  ^'  Laplace  applique  encore  sa  méthode  à  l'équation 

d*g    j^     p       d«  ^,        g     d£    .         m       ^  -^  ^  }^\ 

iuAv  "**  »  +  V  as  "*"  u  +  V  di/  "^  (u  + v)î  *  ="  ^ W> 
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doDt  nous  nous  sommes  occupés  dans  le  n"  766;  on  satis&it  aux  équa- 
tions qui  déterminent  les  coefBciens  Ay  B,  C,  etc. ,  en  supposant 

C  =  /35(U+  f)-%      •  C,  f=r^,B\{tt+^^, 

f^c,,  .     ,  etc.,     ,  .; 

«,  /S,  etc.,  «,,  ;0,,  etc.,  étant  des  constantes  telles  que 

2^  =  (^+  0.(?-:9)+."»>  f -a^«.s=  (?-b  1X2— ;>)  +  w, 
3>  =  (;;  +  3X3  — 7)-l-/M,  j   5>.  i=' (9 +'aX5— />)  +  «, 

Les  termes  cEe  pe8«oit«s,  cort«spondans:à>rindice  quelconque!,  isaroBt 
.  et  l'on  aura  .  , 

On  fera  r  =  (tt  +  (;)-%   en  cansîdmntjr  comme  «né  fonction  de  la 
qnanirié  ^^  (jne  ron  repre'senlera  par  fl,  et  Ton  oblîendra  réqualioa 

en  jTy  comme  dans  le^  numéro  précédent^  par  la  8Ub$(kutiôD  dbs  fonc- 
tions .  .         .  :. 

rp     AT      dT       à^T  V        -i       '    Az  '    àzà'z 

■i  m   -j— ,    -jf-  >    TT"  9  ^u  lieu  de  Zi  -r- ,   -r-  •  T-T-  • 

'     da  '     dv  '    dudv'  *  du*    di/^dudi'* 

qui  donnera 

Pour  former  T,,  il  suffira   de  changer  dans   telle  équation  p  en  a 
y  en  p  et/  en  j.  ;  l'on  aura  T,  =(«+  p)-.^, .  les  constantes  des  ex- 


pressions de  r  et  dey,  6e-:ëctermineronti    comme  précédemment,  par 
le  moyen  des  deux    premiers   termes  des  séries  T'  et  T.-  enfin  ««" 

oblienura  -  •'  .   •  i      . 
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L'une  des  fo.nc lions  j"  et  j-,  peut  aussi  se  déduire  immédialemenl  de 
l'autre;  car  l'équation  (4),  transforrne'e  d'après Xîe  qui  a  été  dit  plus  hau^ 
se  change  en 

et  redevient  {b)  lorsqu'on  faîl^,  =(1  —  fl)''""[7'.  La  détermination  des 
constantes  arbitraires  de^  ne  change  point  cette  relation,  car  lorsque 
6  =  0,  on  doit  avoir 

et  les  deux  deroières  de  ces  valeurs  résultent  aussi  de  Téqualion. . .. 
j-^  =(i — fl/"!;'>  quand  on  la  combine  avec  les  premières.  Maintenant^ 

puisque   (i^ô/"'  =(«  —  ^^J  \  on  aura 

3;i45.Jl  est  bon  de  remarquer  que  Ton  peut  changer  les  limites  des 
intégrales.  Si  à  ^  l'on  substitue  ut  dans  la  première,  et  vi  dans  lase*- 
conde,  et  que  l'on  désigne  par  y  et  ^",  ce  que  devient  alors  j,  on  aura 

les  intégrales  devant  être  prisés  toutes  deux  entre  les  limites  tczo  et 
/  =  I. 

Si  l'on  représente  par  K  et  A",  les  valeurs  des  intégrales  fyàt(p(t) 
et  fjiài'\(jL)y  prises  depuis  tzszo  jusqu'à  Hnfîni,  les  quantités 

K^fjàtp(t)    et    Jî:.— /7,d/4(0, 

seront  les  valeurs  des  mêmes  intégrales,  à  partir  de  /  infini;  mettant 
au  lieu  de  t,  d|ps  la  première,  u-^t^  et  dans  la  seconde,  ^  +  t\  puis 
désignant  par  JT  et  par  JT,,  ce  que  deviennent  /  et^*, ,  on  aura 

fjrdt(p(t)  +  /r.dr4(0 
:=K  +  K,  -  frdt'ç{u^o  -  /r.d/'4(^+o- 

Les  limites  des  intégrales  du  second  membre  seront  visiblement  t'  in« 
fini  et  /'=o,  lorsque  celles  du  premier  seront  t:=zo  et  ^=:u,  ^=0 
et  t=itif'y  puis  comprenant  la  quantité  constante  K-)rK^  dans  les  fonc- 
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lions  arbitraires^  et  changeant  le  signe  des  intégrales^  on  pourra,  à 

une  expression  de  la  forme  " 

dans  laquelle  les  intégrales  sont  prises,  l'une  emtre  ^=o  et  t=ss«,  et 
Taulre  entre  ^  =  o  et  ^ssf^,  substituer  celle-ci: 

z  =  /rd/'(p(a+  0  +/^i<î^'4(^+ Oi 

dont  les  intégrales  seront  prises  depuis  t'  infini  jusqu'à  t':=io. 

1 246.  Ce  qui  précède  renferme  la  substance  de  ce  que  contient  le 
Mémoire  de  M.  Laplace,  relativement  à  Tintégration  des  équations 
dilTérentielles  partielles  par  des  intégrales  définies ,  et  se  lie  parfaitement 
avec  les  travaux  d'Euler  sur  les  équations  différentielles  à  deux  va<* 
riableSy  surtout  lorsqu'on  rapproche  les  n^  78^  et  i238.  En  Élisant 
dépendre  de  Téquation  {b)  la  sommation  des  séries  T  eiT^y  et  ré« 
duisant  par  la  l'intégration  de  Téquation  différentielle  partielle  (a),  à 
celle  d'une  équation  différentielle  à  deux  variables,  M.  Laplace  a  réel- 
lement ramené  rinlégrale  de  la  premiène  à  ne  dépendre  uniquement 
que  des  intégrales  définies,  toutes  les  fois  que  la  seconde  ^era  suscep- 
tible d'être  traitée  par  la  méthode  d'Euler,  ou  que  les  séries  T  et  7^, 
seront  analogues  à  celles  du  n""  i238. 

La  médiode  par  laquelle  M.  t^arseval  somme  la  suite  . 

AA'  -f.  BB'  +  ce  +  etc.  (ii5a) , 
conduit  aussi  à  un  résultat  semblable  ;   car  il  est  visible  que  la  série 

'         1.1         *       i.fl.i.fl       *    1.12.3.1. a. 3 .  *  ' 

à  laquelle  nous  sommes  parvenus  dans  le  n*  1^43,  étant  mise   sous  la 
forme 

iH.-^H î- h- — 1^ ç  -H  «•*, 

•    1.1    '    i.a.1.2    '    1. a. 3. 1.12.3  ^^ 


en  faisant  nu(u — ^)=a*,  résulte  des  deux  séries 
1        *    i.a         *    i.a.3 


i  +  7X+f-a:'-|-7-^x»4-  etc.  ==  e«', 


,    «  1     ,     *'    1    .      *^      1     ,       .  «- 

iH zi-^ 5  15  +  etc.  =  e  ' 

•    IX    •     i.a  a:*        i.a.3  ar*    '  .  ' 

multipliées  terme  a  terme;  et  on  en  trouvera  par  conséquent  la  somme 
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en  substituant  successivement  cobs  -f-V— iwn^  c*  cosj  —  V^— *isia^, 
à  la  place  de  x  dans  la  fonction 


on  aura  par  là 


^i  «fx  +  n 

g»  co»  <*"Hut  V/~cas<sm  « 


^    \     '   Jc/    r^;   é»         co«  *+•!.'  — -isiaj 


<i\  oticoêt* — a<tV^ — ICI 


8ins         • 


multipliant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  Texposant^  dans  la 
première  formule  par  coa^  •*-  V— i  sin  ^  ^  #t  dans  la  seconde  par 
cos^  +  V^ — isîn^,  on  verra  facilement  qu'elles  se  réduisent  toutes 
deux  k  e^*c<»%  d'oii  Ton  conclura  que  la  série 

riatégrale  étant  prise  depuis  ^=^o  jusqu'à  szzz'^^éi  Ton,  passeiva  à 
T:=z  ic^p^^-^»/e»«co»*d5.  Cette  expression  deviendra  celle  de  T^,  lors- 
qu'on y  supposera  nu(v  -— ^)  =:  a*  ;  et  on  aura  enfin 

H-//«^«<-^V^^î^^F=ôd^d4(0}. 
M.  Parseval  avait  aussi  appliqué  li  méthode  précédente  à  l'équation 

qui  exprime  les  conditions  du  son ,  lorsqu'on  donne  deux  dimensions 
à  l'air;  mais  il  a  repris  ce  sujet  avec  plus  d'étendue  et  dune  autre  ma- 
nière^ dans  le  tome  premier  des  Mémoires  présentés  à  SInstitM  par 
divers  sauans  (p.  Syg),  et  tious  y  renverrons  le  lecteur. 

1247*  Les  intégrales  en  séries  de  l'équation 

d'z  ^  àz 
dx*         d^  * 

traitée  dans  le  n"*  781,  peuvent  être  sommées  par  des  intégrales  dé- 
finies, ainsi  que  M.  Laplace  l'a  fait  voir  dans  le  XV*  cahier  du  Journal 
de  t École  Polytechnique. 
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La  série 

z  =  <p(x)  +-^  (p"(^)  +  ^  rX^)  +  ^-g  r'(^)  +  etc. , 

dans  laquelle  ^*'y  ^'%^^'9  ^^<^9  désignent  les  coefficiens  différenliels 
des  ordres  pairs  de  la  fonction  ^ ,  résulte  de 

en  y  développant  ^  (  -r  +  aï  \/j)  suivant  les  puissances  de  /,  par  le 
théorème  de  Taylor;  car  il  vient 

et  en  observant   qu'entre  lesMimites  /.=  — îufinî,  /=-{- infini , 

on  retombé  sur  la  série  rapportée  plus  haut  :'  on  a  par  conséquent. . . 
j5  s=5 /e— ''d/^(a:+a^v/7'),  en  comprenant  dans  la  fonction  arbitraire  ^ 
le  diviseur  y/w.      .     . 

La  difTérentiation  vérifie  aisément  cette  nouvelle  intégrale:  on  a  d  abord 

^^^±^^fe--tdt^X^+2lK/J) 

en  intégrant  par  parties,  par  rapport  au  facfteur<^'~'*^d/>et  si  Too  suppose 
la  fonction  ^\x  +  ^t^/jr)  telle,  que  son  produit  par  e--^^  demeure  nul 

lorsque  <  =  infini,  j-  prendra  la  même  valeur  que  ^. 

M.  Laptace  montre  encore   que    Texpression  de   z   avec  deux  fonc- 
tions arbitraires  ^  et  %[/  (781)  revient  à 

z  =  fe-^'dt{Y{x^2t\/})+U{x+2ty/f))^ 

en  distinguant  T  et  II  par  la  condition  que  Tune  renferme  seulement 
des  puissances  paires  de  la  quantité  qu'elle  affecte,  et  l'autre  des  puis- 
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sances  impaires ^  ce  qui  revient,  au  fond,  à  rintégrale  exprimée €Î- des- 
sus par  la  fonction  (p,  ^ 

ia48.  On  a  vu,  dans  le  n""  7781  qu'£uler  avait  satisfait  à  des  équations 
différentielles  partielles,  par  des  séries  d'exponentielles  en  partie  arbi- 
traires et  multipliées  par  des  coefiiciens  constans  et  arbitraires;  on  peut 
remplacer  ces  séries  par  des  intégrales  dont  les  limites  soient  arbitraires. 

Si,  dans  l'équatioa  du  numéro  cité, 

on  fait  2  =  fe'"'*'^y^(n)dn ,  on  la  changé  en 

•r 

fe'^'^^y^{n)àn[np — d\  =  o  ,         d'où        ^  =  -  , 

et  par  conséquent 

,  z  ^=s  je        '*(p(n)dn , 

la  fonction  9  demeurant  entièrement  arbitraire,  ainsi  que  les  limites 
de  la  variable  n. 

Cette  forme  n'est  qu'une  dérivation  très-simple  de  la  série  trouvée 
par  Euler;  car,  en  regardant  une  intégrale  comme  la  somme  des  dif<- 
férentielles,  on  a 

z  Œ5  a  *     '*^f{nj)dn  -f-  e  '     »»^(»,)dii  ^-p  etc. , .    . 

ce  qui  n'est  autre  cbose  que  la  somme  d'une  infinité  de  valeurs  parti- 
culières de  z,  multipliées  par  des  coefilciens  constans  infiniment 
petits. 

II  est  visible  que  le  même  procédé  peut  s'appliquer  a  toutes  les  équa- 
tions du  premier  degré,  de  quelqu'ordre  qu'elles  soient,  pourvu  qu'elles 
n'aient  point  de  termes  indépendans  de  Z  ou  de  ses^côeffîciens  différen- 
tiels. Une  modification  bien  facile  à  trouver,  suAit  pour  le  rendre  ap- 
plicable aux  équations  du  même  gQore  qui  contiennent  plus  de  trois 
variables. 

Nous  prendrons  pour  exemple  l'équatioa 

à^z  .  /d»«     ,    à*z\  .       • 

.  d?  —  ^  ^  +  3^0  =  ^*      - 
et  nous  y  satisferons  au  moyen  de  V^xpression 

3.  71 
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qui  coaduit  à 

d'où  m^^P^a^n^-^p^)^  cl  par  conséqueol 

+  j7è-«'  V^^*+«^/'r^(/| ,  p)ànùp. 

ia49-  Les  valeurs 

z  =  er^Vcosqx  ,         z  =  c--^!rsînyx, 

satisfaisant  h  rëquation 

.    djc*  ~  dy  ' 

quelle  que  soit  la  quantité  y>  on  «n  conclut,  d'après  ce  qui  précède , 

z  =  fer^*xdqÇ(ff)cosqx  -f-  /a"^'^dy4(y)^^'^y^* 

Cette  expression  a,  sur  les  séries  d*exponcnlielles  multipliées  par  de$ 
coefficiens  constuns,  Tavaul^ge  de  U  coAtiauilé», qui  permet  de  dé- 
terviiaor  les  fouciious  arbitraires  ç(q)  9t4C?)i  ^^  manière  que,  pour 
un  état  initial ,  répondant  kjr=zo^  z  devienne  F(j:),  F  désignant  une 
fonction  donnée.  Telle  est  rimportanle  question  que  M.  Fourier  s*est 
proposée ,  et  qu'il  a  résot^^  compiètenMmt  d^s  son  premier  Mémoire 
sur  la  prop9Ç9lian  d^  la  çh^Iew,  présenté  k  rinstitutle  31  décembre  1807» 
et  mentionné  dans  le  Bulletia  des  Sciences,  par  la  Société  Philomatiquej^ 
mars  1808,  p.  11 3.  Ses  recherches,  qui  doivent  paraître  bientôt,  dans  la 
Pièce  qc^  l'Institut  a  çoqrQnn,ée  en  1810,^  Tout  conduit  k  un  théorème 
trè^ -i  rem^rqu^blç  <]|ue  je  vais  iqdiquer,  d'après  unç  note  c^uil  a  eu  I4 
complaisance  de  m^e  donner* 
La  s^pposil^Qn  de^spo  réduit  re^jHressîQa  4ç  ^  ^ 

dans  laquelle  il  faut  observer  qu«  U  pfyemter  leemir  demeidmvt  le  mAne, 
lorsqu'on  y  change  a;  en  — •  j:,  ne  peut  représenter  qu'une  fonction  de  x 
ayant  ce  caractère,  tautlis  que  le  secood' terme,  qui  change  alors  de 
signe,  en  donnera  une  du  caractère  contraire.  Or^  unjç  fonction  quel- 
conque de  X  peut  toujours-  se  décomposer  en  deux  autres  qui  rem- 
plissent séparément  ce*  i^ondjtîqDs;  car  si  Vça  désigne  par  P(x)  et  Q(jr) 
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des  fonctions  telles  que 

I>(-.x)  =  P(ar),  Q(-x)  =  -  Q(*), 

et  qu^ensuite  on  pose 

-  F(— or)  =  P(jc)  ^  Q(x) ,  j  IQ(^)  «  iF(x)  —  ^F(— x)  : 

on  aara  doue 

F(x)  =  fàq^{q)  cos yjr  4-  fàq'^{(f)  sinçx^ 
si  Ton  peut  délernoiner  ^  et  4  ^^  sorte  que 

fdç(p(q)  cos  y^r  =  P(x),         f^HÇç)  àa  qx  =  Q(^)  ; 
et  c'est  à  quoi  Fon  parYiendra  en  prenant 

^(y)  =5  ^/daP(a)cos^ay  .     4C^)  »  j/^fltQCflOsinya, 

9r  désignant  lé  rapport  de  la  cireonference  au  diamètre^  eè  lesJikittes 
de  a  étant  o»  et  TlnfinL 

Voilà  le  théorème  annoncé  ci-dessii9.  E»  mettjEiat  dans  V{pcr)  et  dana 
Q(x)  les  valeurs  de  9(7)  et  de  4C7)>  ^"^  ^'^  conclut  aussi 

P(a:)  =  i  fdçcosifxfdxP(a)cosqct,  Q(x)  =  -/d9sin7a:/d«Q(a)^in^«^ 

Ce  théorème  établit  entre  les  fonctions  P  et  f ,  Q  et  ^/^  une  liaison  que» 
'dansle  J?£i^^m  des  SciencêSjpar  laSociété  Philomatifue(atïn.i8ij^p.  121), 
M.  Cauchy  a  nonimée  loi  de  réciprocité.  Dans  le  même  Journal  (an- 
née i8i5^  p.  165)9  et  dans  les  Mémoires  <&  PJcadémie  des  Sciences^ 
pour  l'année  1816^  M.  Poisson  réspul  la  même  question,  par  deis  for- 
mules analogues  aux  précédentes/ 

Cette  transformation ,  à  laquelle  on  doit  déjà  des  résultats  importans 
dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  daiM-  celle  des  ondes  ^  parraît  aussi 
devoir  enrichir  celle  des  intégrales  définies,  de  déterminations  nouvelles; 
et,  ce  qui  e^  sur^lqul  digne  de  remarque,  c'est  qu'elle, transporte  à 
une  fonction  quelconque  F(jr),  au  moyen  des  fonctions  V{x)  et  C^(x\  les 
prap«iété^  des  fonetibns  «péci^ies  et  éléroeataires  cw^  et  sin^'o;  par 
lesqiieUes,  iK>a  - squtement  Id  première,  nais  ses  diflerenfeieUes,  %ts 
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différences,  ses  intégrales,  soit  aux  différentielles ,  soit  aax  différence», 

^^,      /^djc«F(x),      A-FCx)      et      2"F(ar), 

I 

sont  très-simplement  exprimées. 

.  11  £siut  obscrvey  anssi  q,ae  par  celte  même  transformation  y  on  obtient 
séparéipent  la  partie  réelle  et  la  partie  imagidair€,  résultantes  de  U 
substitution  de  ju  +  y  \/^^  au  lieu  de  x,  dans  F(jc),  puisqu'il  suffit 
de  la  faire  dans  les  facteurs  cosy.r  et  sin^jc,  ce  qui  s'effectue  aisé- 
ment par  le  n*"  4^  ^^  Tlntroduction. 
Enfin  ^  l'intégrale  de  Féquation 

^:  *.      da;»  V"  4y'  ""       ■ 

qui,  par  la  méthode  du  n*  755,  se  pt^ésente  sous  la  forme 

peut  être  tr2n>s£brth«e  sur^-le-champ  8it  ternoles  réiels  et  finis.  Il  est  done- 
à  désirer  que  M.  Fourîer  fasse  bientôt  connaître  la  démoostraiion  du 
théorème  sut*  lequisl  repose  une  Uransformatioa  aussi  utile.  * 

i25o.  L'équation  j- = -j-;  (124?)  >  quand  on   y  met  iwjr  au    lîcii 
de  J'y  m  désignant  une  constante^  devient 

âz  d^  ^—     é!? 

et .  dérivant  alors  de  son  mtégrale  celle  de   Téquation   à  quatre  yli- 
riables  .., 

àz  /dV    ,    à*z\  ,  V 

s-^'^i^dr^  +  d/l- ^'J' 

M.  Poisso»  j  vient  d'en  déduire  l'intégrale  de  l'équatioii'  . 

contenant  les  conditions  suivant  lesquelles  vibrent  les  surj&ces  ëfastiques^. 
(^Bulletin  des  Sciences j  par  h  Société  Philomatique^  année  ï8id,  p.  i25-} 
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En  changeant  j^  en  mjr  ei  t  en  a^  dans  Texpression  de  2  obtenue  pour 
la  prenàière  de  ces  équations  ^  on  a 

Fintégrale  prise  entre  les  limites  ass:  -~  infini  et  «=  +  infini  ;  Tanalogie 
indique  pour  une  variable  de  plus,  la  forme 

qui,  en  eflfet,  vérifiée  Péqualion  (i). 

Cela  p5sé,  si  Ton  difierentie  Téquation  (i)  par  rapport  à   ^,  on 
obtiendra 


r  -^^  Vd?di  "*"  ày-àt)  —  ^  VT^ï"  ^  "dp"y  > 


d'où  chassant  —,  parle  moyen  de  l'équation  (i),  il  en  résultera 

à»a  ^rà^z    ,  d^z        ,    d^\ 


d»a .  /d*2^    ^^        d»z     -,    d*2\ 


qui  deviendra  réquation  (2),  si  Ton  pose  m*=: — a*. 
Substituant  donc  successivement  chacune  des  valeurs 


m 


=  a  V —  \  3      ''?  =  —  ^  V^" 


dans  l'expression  de  z  indiquée  plus  haut ,  on  en  déduira  deux  autres 
qui  satisferont  à  Téquation  (a);  et  comme  elle  est  du  premier  degré, 

on  y  satisfera  encore  avec  leur  somme,  en  sorte  que 


_fl/V^:Z7)dadi8j 


sera  rinlégçale  de  Féqualion  (2)  avec    deux   fonctions  arbitraires,  et 
par  conséquent  générale,  suivant  la  remarque'  du  n*"  781. 

M.  Poisson  détermine,  ensuite  les  fonctions  arbitraires  ^  et  4/ ,  par 
les  conditions  qu'à  /  =  o  réponde 

quels  que  soient  x  e\j.  La  première  lui  doaa« 
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«[a -f-i  (e-"-*.i)-f-c  (e— — :i)»-fctc.]  J 

-  etc.  ) 

Dans  le  second  cas,  oo  fera  j-.sïE/u^t^,  «•=«;  on   aura,  par 
conséquent, 

Lj,  =  /*(« — I  )cd«  y         A^^  =  /*(«  —  i)*t'da  ,        etc. , 
\x\if^u-^,        [a:îii«==tt«2!l,       etc., 

!a[a  +i  («_-i)-j-c  (tt— i)»+eic.] 
+  «  3S  E«.4-*.(«— O+'^.C"— i)'+««c] 
-}-«•  j^.  [«.+6.(«~0+'^.(«-0*H-e»c.] 
+  etc. 

Ce  résultat  et  lé  précédent  sont  compris  dans  la  formule 

X=/.d«{itf«4-iv'^„  +  i'^.+  çg  +  clc.}, 

M^  N^  Pf  Q^  etc. ,  ëlanl  des  fonctions  de  u  seul.  Comme  ce  n'est  que 
dans  «  que  se  trouve  la  variable  a:,  on  peut  la  faire  sortir  entièrement 
du  signe  /,  en  inXégrant  par  parties  (Sg^)  ^  et  Ton  aura 

H-  cens,.  +       ^{lf,-^  +  %P-  .,c.} 

+  etc. 

Maintenant^  puisque  la  fonclion  if  est  indépendante  de  a:,  il  ^utque 
la,  partie  soumis^  an  signe  d'intégration ,  dans  l'équation  ci ^dessos,  soit 
nulle  par  elle-même ,  ce  qui  fournit  l'équation 

^'-T  +  ^'-^'+e.c.=. W. 
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pour  déterminer  là  fonctiôi»  py  et  il 'restera  ensuite  à  satisfaire  k 
réqnation 

+  è{^''-T  +  «'}  > (?) 

+  etc. , 
qui  fera  connaître  les  limites  de  Tintëgrale  fetifdu. 

Il  est  à  remarquer  que  Téquation  (2)  est  précisément  celle  qui  exprime 
les  conditions  d'intégrabilité  de  la  fonction  différentielle 

i^  peut  donc  être  regardé  comme  le  facteur  qui  rend  intégrable  réqualiou 

du  même  ordre  que  Téquation  (3);  et  il  est  facile  de  voir  que  cet 
ordre  dépend  du  degré  où  montent  les  puissances  de  x  dans  les  coeffi'^ 
ciens  de  la  proposée  (i). 

Pour  montrer  comment  on  doit  employer  Téquation  (5) ,  nous  suppo- 
serons d'abord  que  Tonait  JiTsso;  et  supprimant  la  constante,  il  faudra 
que  ce  qui  reste  de  l'équation  s'évanouisse ,  lorsqu'on  y  substitue  pour  u 
les  deux  valeurs  relatives  aux  limites  de  l'intégrale  fa^àu.  On  remplit  une 
de  ces  conditions ,  en  donnant  à  u  une  valeur  qui  fasse  évanouir  en 
même  temps  les  quantités 

du  d'il 

*>  di'  dl?>  ^^^-^ 

savoir^  u  infini ^  lorsqu'on  prend  asae"""*,  et  «=o,  quand  a^stifi 
mais  c'est  w  moyen  des  constantes  arbitr^iires  qui  entrent  dans  l'ex- 
pression de  Vy  que  l'on  obtient  la  seconde  limite  ^  en  déterminant  ces 
constantes  de  manière  que  chaque  ligne  de  Téquation  (3)  s'évanouisse 
d'eUe«-œéme  :  on  obtient  ainsi  un  nombre  d'équations 

Qv  —  etc.  =  o , 
etc. , 
5.  73 
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égal  à  celui  des  eonsla^Ua.  OaéUmia^rt  toutes  ce^^  c^dstn^jt?^,'  k¥et* 
ception  d'une  seule;  les  valeurs  de  u^  tirées  de  l'équation  finale  ^  seront 
autant  de  limites  de  Tintégrale  fâivàu  :  on  les  introduira  dans  les  ex-^ 
pressions  des  autres  constantes ,  et  on  en  déduira  uh  pareil  nombre  de 
valeur^  de  v^  que  nous  représenterons  pan  /,  \^'y  v^'\^\c.  Par  ce  moyen, 
on  aura  successivement  les  expressions 

f  =  /w'dw,        y'=z  fw^'àu  ,    V'  =  f<*'^"'àuy    etc. , 

qui  satisferont  à  la  proposée;  et  comme  elle  es^  du  premier  degré  ^ 
par  rappprl  à  la.  fonction  j  et  h  ses  coefHciens  différentiels^  on  pourra 
faire  ' 

j  =:J^fai^'du  4-  J''jfcii^"du  +  A'^fau^^àxi  +  etc. 

ji'y  A^'y  A'" y  etc.,  étant  des  constantes  arbitraires ,  et  toutes  les  inté- 
grales ayant  pour  une  de  leurs  limitas  la  valeur  qui  rend  et  et  ses  coeffi- 
ciens  différentiels  nuls,  et  pour  l'autre  les  diverses  valeurs  de  u  déter- 
minées d'après  ce  qui  procède. 

On  sent  qu'il  y  aurait  lieu  à  des  discussions  délicates  et  nécessaires  sur 
la  possibilité  de  déterminer  Uy  aitisi  que  sur  le  nombre  et  1»  nature 
de  ses  valeurs ,  circonstances  desquelles  dépend  le  succès  de  la  méthode 
et  la  généralité  des  résultais;  mais  on  ne  peut  ici  que  tes  indiquer 
comme  objets  de  recherches. 

Lorsque  X  n'est  pas  nn),  il  faut  premièrement  que  cette  foncfioa 
puisse  être  ramenée  à  la  fonne  que  prend  le  second  membre  de  t^ëqnsr 
lion  (5)  après  la  subslitotion  de  l'expression  complète  de  v ,  afin  qfi'ea 
comparant  de  part  et.  d  autre  les  ternies  semblables  par  rapport  à  jp, 
on  puisse  obtenir  des  équations  qui  ne  renfernient  que  u  et  les  coeislaBtes 
arbitraires  introduites  par  l'expression  de  9.  C'est  par  ces  équations  qn'on 
déterminera  comme  ci-dessus  les  limites  de  l'intégrale  fa^fdu;  mais 
or»  lie  pourra.pas^  dans'te  cas  Itetùel,  multiplier  chacune  àe  ses  va- 
leurs par  une  constante  arbitraire  ;  car  c'est  leur  somme,  et  non  pals  cha- 
cune en  particulier^  qui  vérifie  l'équation  Ci).  M.  Liapkce  propose,  en  con* 
séquence,  d'ajouter  à  cette  somme  l'expression  de^^  dans  le  cas  oà  X=sô; 
ce  qui  satisfait  évidiemmeni  k  l'equatton  proposée,  puisque  eetle partie 
fait  évanouir  par  lui-même  le  second  membre  de  Téquation  (3). 

Il  est  visible  que  l'esprit  de  cette  méthode  consiste  à  donner  à  Vex* 
pression  de  j^  une  forme  telle  qoe.  l'on  puisse^  après  la  substitution 
dans  réquation  proposée,  rendre  entièrement  indépendante  de  aria  par- 
tie qui  demeure  soumise  au  signe  d^intégratiou.  Elle  peut  s'appliquer  à 
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un  système  il'dqtialioM  do  premier  degi^4«k  dîfierence^,  ecrtre  mi  tiombre  - 
quelconque  de  variables ,  et  en  ramène  rintégration  à  celle  d'un  système 
d'équations  différentielles  du  praniie^  degré;  mais  ceita  dernière  est  le 
plus  souvent  sujette  à  des  difficultés  aussi  grandes  que  celle  du  système 
proposé. 

1352.  Lorsqu'on  lï'a  qu'une  seule  équation   du  premier  degré    aux. 
différences^  Tordre  de   l'équation   (2)  .dépendant  du  plus  haut  expo- 
sant  dé  la  variable  <r  ^  il  en  résulte  qu'on  ne  peut  guère  résoudre  géné- 
ralement que  celles  où  cette  variable  ne  passe  pas  le  premier  degré  ^  et 
que  Ton  peut  représenter  par 

V  ^i  T  étant  des  fonctions  du  premier  degré  de  jr,  et  de  ses  diffé- 
rences. La  supposition  àejrz=i  fai^  cofuh»ll  alors  à  d|es  t^sultAts.  de 
la  forme 

Mv ^j^  =  o  ,         consL  -H  aNv  c=  o  ; 

le  premier  donne  s^z=z  —  eJ  ^  **,  A'  étant  une  constante  arbitraire,  et 

le  second  conduit  aux  limites  de  Tintégralls, 

Prenons  pour  exemple  l'équation  du  premier  ordre 

^,^,  — (x-l- Oj,  =  o. 

En  y  supposaut /^  S9 /«^('dtf ,  ou  ass^tt'y  on  obtiendra 

/  X        d(uv) 


wr"^*  =5  o 


% 


d'où  Ton  déduira  f =^'6""%  puis  Ton  aura -^'ii''*"e'""=;=o,  ce  quîpeui 
arriver  de  deux  manières,  I^  lorsque  1^=0^  a*,  lorsque  a  est  infini;  . 
on  aura  donc  j^«c=s^^~^"2^di^,   l'iniegrale  étant  prise,  depuis   u:=io 
jusqu'à  u  infini. 

Nous  sommes  retombés  ici  sur  un  des  résultats  du  n*  1 2o5  j  car  l'in- 
tégrale dé  i'équalion  j,^,  —  (jc  +  i)/*  «^  o   est 

^,  =  ^[iC]  (io58). 
1253.  La  méthode  qua  nous  venons  d'exposer  convient  aussi  aux 
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équations  difiereotielles  :  M.  Laplace  le  montre  sur  l'éqaation 


+  (a'"+b'"x)  ^  +  etc. 


I" 


La  supposition  de  j^gss  fàvàu  et  de  ce =e*~P*  conduit,  dans  ce  cas,  à 
(«(a— a'a +  «"«•— a'V  +  etc.)) 

et  rintégratiOD  par  parties  fournit  les  deux  équations 

v[a  -«-  o'ii  -f-  o'V  —  a'^V  +  etc. }  -h  — ^ r- ^=0, 

e-»*i,(b^B'u  +  b''u^  ^  etc.)  =  o, 

dont  la  preûiière ,  étant  de  la  forme 


donne 


•^   ,  d.vN  Mâu   ,    iWi;+i/dA^ 


L'équation  des  limites  revient  à  e'^'^viNsa  o  :  elle  est  satisfaite  lorsque  u 
est  infiai,  et  par  toutes  les  valeurs  de  u  qui  font  évanouir  la  fonction  JV^ 
ou  qui  sont  les  racines  de  l'équation 

b  —  b^uJ^  *V  —  etc.  =  O} 

et  ces.  valeurs  étant  désignées  par  m\  ni'^  etc.,  on  aura 

j  »  J'fùL^àu  4-  J'rfoLuAu  +  jyùLv^du  +  etc. , 

en  observant  de  prendre  la  première  intégrale  y  depuis  u  =  m' jusqu'à 
u  infini;  la  seconde,  depuis  u=zni'  jusqu^à  u  iafîni,  et  ainsi  de  suite. 

1254«  Si  Ton  représente  par 
XLue  équation  dans  laquelle  S,  T,  V^  soient  des  fonctions  du  premipr 
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degré  par  rapport  à  2«^^  et  à  ses  différences  parlielles^  ou  à  ses  diffëren- 
tielles  partielles,  et  qa'oo  y  fasse  z^^y  =  ft'U^ifàly  on  obtiendra  un  ré- 
sultat de  la  forme 

My  JVy  Py  ne  contenant  qne  les  variables  t  et  u.  Pour  lui  donner  la 
forme  fi^àt  [M'a^N*  g-j ,  il  fant  regarder  a  et  i'  comme  des  fonc- 
tions de  t^  et  observer  que 

faisant  alors  fi^^ss^ct^  et  posant 

t^^  Ni         t  ^^  uàt^ 
c  est-a-dire  75;  =  ^  >  d  ou  il  suit  —  =:  -^ ,  on  aura 

En  intégrant  par  parties,   on  obtiendra 

L'expression  de  c^,  tirée  de  la  première  de  ces  équations,  ne  con- 
tenant point  de  fonction  arbitraire ,  ne  donnera  qu'une  valeur  parti- 
culière de  la  fonction  z;  mais  on  peut  y  introduire  une  fonction  ar- 
bitraire de  la  constante  que  doit  renfermer  Texpression  de  u  tirée  de 

l'équation  différentielle  -^  =  -^ ,  et  pour  cela  il  faudra,  en  désignant 

celte  constante  par  a,  supposer  z,^y=ijjï*u^i^p(6û)dtàcà.  U  est  facile  de 
s'assurer  que  cette  formule  satisfera  aussi  à  l'équation  proposée;  les  li- 
mites de  l'intégration  relative  à  œ  n'étant  assujéties  qu'à  la  seule  con- 
dition d'être  indépendantes  des  variables  x  et  j.  Celles  de  l'intégra- 
tion relative  à  t  doivent  se  déduire  de  l'équation  iV/i^at  =  0,  et  chacune 
des  valeurs  de  t  en^u  donnera,  pour  l'expression  de  2,  un  terme  dans 
lequel  on  pourra  mettre  une  fonction  arbitraire  distincte  de  -celles  qui 
entrent  dans  les  autres. 

1255.  On  obtiendra  aussi  par  des  intégrales  définies  les  différences; 
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les  dîfTërentielIes  et  les  inlégrales  de  toute  fonction  qui  dépendra  d'équa- 
tiens ,  soit  aux  différences^  ^çit  différentielles ,  intégrables  par  les  mé« 
thodes  précédentes;  car  cette  fonction  étant  exprimée  par  des  iermes 

de  la  forme 

Afifvàu^      on       ^'/^-«'('dw, 
on  aura 

ou  bien 

^^  =s  (— O'^'/e-^iiVdtt,     A%c=^7e-«'i;di/(e-«— i)-j 

les  intégrales  fy^àaf  et  2y,,  ise  déduiront  de  ces  formules^  en  ren- 
dant  négatif  l'exposant  n. 

Nous  prendrons  pour  exemple  la  fonction  —,  qui  est  Hnlégrale  de 

réqualion 

Cette  équation  étant  traitée  comme  celle  du  n^  ia53,  on  en   tire 


à.  vu 

d'où 


^^  •^  -rr  ==  O  ,         cLUu  : 


et  les  limites  de  l'intégrale  seront  u  r=  o  et  u  infini.  La  constante  de- 
vant être  telle ,  que  la  fonction  se  réduise  ai,  lorsque  a:  ;=  i  ;  et  l'in- 
tégrale définie  devenant  alors  /^"•"^'""•'dtt,  il  en  résulte 

L'expression  que  nous  venons  d  obtenir  peut  être  employée  à  trouver. 
^      les  différences ,  les  différentielles  et  les  intégrales  à  indices  fraction^ 

naires  de  la  fonction  —  (1062);  on    en  tire 

x"'  "^  /u"*~'e'"**da 

en  y  changeant  le  signe  de  w,  'on  aura  A".x".  M.  Laplace  s'est  parti- 
culièrement attaché  à  déterminer  ces  fonctions  par  des  séries  conver^ 
gentes,  et  il  a  donné  sur  cela  des  détails  où  l'on  ne  saurait  entrer  ici. 
Il  faut  consulter  à  ce  sujet  sa  Théorie  analytique  des  Probabilités ^  et 
les  Exercices  de  Calcul  intégral,   par  M.  Legendre,  tôm.  II,  p.  i3i. 
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CHAPITRE  VIIL 

Des  Equations  aux  différences  mêlées. 

ia56.  lious  avons  montré  suf&sanlinent ,  dans  ce  qui  précède,  que      Théorie 
le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  auiÈ  àitSèrentes  pouvaient  s'appli>er  "jS^  ^J* 
l'un  h  Taùtre;  mats^nous  n'avQn&  cot>sidévé  qu'isolément  les  questions  ou  différences  .mé- 
i\  s'agit  de  déUrminer  ime  foncûon  par  la  connaissance  de  ses  relations  ^^' 
avec  se9  eoeffiiciens  diiTéreatieU  j  ou  avec  ses  différences.  Pour  com- 
j>léler  le  tableao  des  divers  pointe  de  vue  sous  le^uels  on  peut  être 
conduit  à  la  recherche  d'uue  fonction,  au  oioyen  des  circonsUnces  que 
présentent  les  changemens  dont  elle  est  susceptible,  il  uous  reste  à  exar< 
miner  le  cas  où  la  condition  qui  doit  la  déterminer  mène  à  une  é<{ua« 
tion  contenant  en  même  temps  des  coeOiciens  différentiels  et*  des  diffé- 
rences, et  que  nous  appellerons  équation  axix  diffet^ences   mêlées.  Ce 
genre  d'équations ,  dont  Condorcet  et  M.  Laplace  se  sont  occupés  les 
premiers ,  n'est  pas  une  simple  combinaison  de   formules  analytiques  ; 
il  répond,  dans  la  théorie  des  cotirbes  >  à  ées  questions^  aussi  difficiles 
que  variées,  et   quelques-unes  de   ces  questions  s'étaient. déjà  offertes 
aux  .géomètres,  dès  l'origine  du  Calcul  difierentîel  et  du  Calcul  intégral. 
L'équation 


a 


^ 
d^ 


+  bù.jr  +  ^  =  o 


est  une  des  plus  simples  de  celles  qu'on  peut  se  proposer  entre  les 
coefficiens  différentiels  et  les  différences;  elle  n'est  que  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre,  tant  par  rapport  an  coeffK^ieal  différentiel, 
qu'à  l'égard  de  la  fonction  et  de  sa  différence.  Si  l'on  suppose  A^=i, 
on  y  pourra  faire ^  =  <7e"^  :  elle  se  changera  en  am-{-é(€^ — i)-|-c=:o; 
et  toute  détermination  de  m  qui  satisfera  à  cette  dernière  équation^  don- 
nera une  valeur  de j^  renfermant  une  conjstante  arbitraire. 
On  satisferait  encore^  par  la  supposition  de^=  Ce"",  à  Téqualioa 
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qui  dîflere  de  la  précédente  par  le  terme  a  -^  ^  dans  lequel  les  caraC' 

téristiques  d  et  A  sont  appliquées  Tune  sur  l'autre  3  on  aurait^  dans  Vhj^ 
pothèse  établie  9 

et  pour  déterminer  m  j  on  trouverait  Téquation 

tfm(e"— i)  +  Am  +  c(c*— i)  ^fz=s  o. 

A  ne  considérer  que  les  équations  qui  déterminent  m  y  on  ne  soup- 
çonnerait pas  que  les  deux  équations  aux  différences  mêlées^  que 
nous  venons  de  rapporter^  pussent  ne  pas  admettre  deux  intégrales 
de  la  même  généralité;  mais  si  Ton  fait  attention  que  la  seconde  con- 
tient des  termes  affectés  en  même  temps  des  deux  caractéristiques  d 
et  Â ,  il  sera  facile  de  reconnaître  que  .  tandis  que  la  première  peut  être 
envisagée  comme  le  résultat  de  Télimination  de  deux  constantes  arbi« 
traires  entre  trois  équations  de  la  forme 

r=zo,        àF  :=o,        Ar=3éO (i); 

la  seconde  en  suppose  quatre  de  la  forme 

Fz=zQ,        dr=zùy        AF=zo,        àliF^o (2), 

entre  lesquelles  on  peut  éliminer  trois  quantités. 

Le  dernier  système  d'équations  offre  aussi  la  possibilité  d'éliminer^ 
entre  les  équations  ^=0  et  A/^^o  y  une  fonction  arbitraire  du  genre 
de  celles  qui  complètent  les  intégrales  des  équations  aux  différences 
(1066);  nommant  /^  =  o  le  résultat^  on  aura  encore  à  éliminer  une 
constante  entre  les  équations 

f^'  =  o,        d^'  =  o (3). 

Les  équations  qui  sont  le  produit  de  celte  dernière  génération ,  sont 
toujours  telles,  qu'en  y  regardant  ^jr  comme  une  nouvelle  variable 
elles  satisfont  aux  conditions  relatives  à  l'intégrabilité  des  équations 
différentielles  à  trois  variables  ,  et  se  distinguent  par  là  de  celles  qui 
résultent  des  équations  (i)  ou  des  équations  (2).  En  considérant  les 
équations 

d^  =  o      et       Ad/^  =  o (4), 
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dans  lesquelles  d/^  représente  une  fonction  différentielle  quelconque 
du  premier  ordre  et  a  deux  variables^  on  obtiendrait  des  équations  aux 
différences  oiélées  ,  qui  pourraient  être  mises  sous  la  forme  d'équations 

aux  différences  contenant  les  trois  variables  x^y  et  ^.  M.Biot^dans 

un  Mémoire  qu!il  a  présenté  à  llnstitut  (  Voy«  le  tom.  I  des  Mémoires 
présentés  à  t Institut  par  divers  Savans,.  p.  296.),  et  dont  nous  avOn^ 
tiré  une  grande  partie  de  ce  chapitre,  désigne  sous  le  nom  ^équa- 
tions aux  différences  successives,  celles  que  donnent  les  systèmes  (3) 
^^  (4))  parce  qu'elles  résultent  immédiatement  ou  d'une  différen- 
tiation  effectuée  sur  une  .différence^  ou  d'une  différence  succédant  à 
une  différentiation. 

1257.  Toute  équation  aux  différences  successives  doit  être  suscep^ 
tible  de  deux  intégrations  distinctes,  l'une  par  rapport  à  la  caractéris- 
tique A,  et  l'autre  par  rapport  à  la  caractéristique  d;  mais  l'étendue 
du  résultat  dépend  de  Tordre  dans  lequel  s'effectue  chacune  de  ces  in- 
tégrations. Lorsque  celle  des  différentielles  peut  s'effectuer  la  première, 
le  résultat  que  l'on  obtient  d'abord  contient  une  constante  arbitraire  , 
et  rintégration  aux  différences  introduit  ensuite  une.  fonction  strhîtraire  ; 
nais  si  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  aux  différences,  on  sera  sou- 
vent obligé  de  particulariser  la  fonction  arbitraire ,  pour  effectuer  l'in- 
tégration aux  différentielles. 

Soit  pour  exemple 

Celte  équation,  ne  renfermant  que  les  variables  a:  et  A;^  que  nous 
représenterons  par  z,  peut  être  mise  sous  la  forme 

qui  en  fait  une  équation  différentielle  à  deux  variables  ^  de  la  classe 
de  celles  qui  s'intègrent  après  une  différentiation  (  587  ).  On  en  tire 
par  ce  moyen 

(1  àz\  d*a  j,    ,  d'as  àz  '  i     ^ 

puis  en  mettant  pourz  sa  valeur,  il  vient 

Ajr=:ax  —  ^ a*,    /  =  2(aX'^'^  a*)  •{-  ^(sin  2'7fXy  cos a^x) , 
3.  .75 
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et  par  conséquent 

résultat  délivré  de  toyt  signe  d*intégralion. 

Le  facteur  x  —  ç^  =  o,  qui  conduit  à  la  solution  particulière  'de 
l'équation  différentielle  en  z,  donne 

«  =  4;-  =rs  a:*,    d'oii    ^=  3"-~"^*+g-^  +  ^(sinaTTXj^  cosa^or). 

C'est  par  l'intégration  aux  différences  qu'on   doit   commencer^  sur 
Téquation 

parce  qu'en  faisant  S!  — .  ^  ^  elle  devient 

et  pour  l'inlegrer  il  faut  d  abord  en  prendre  la  différence  (1077),  qui 
se  réduit  à 

o  ^  \X'\^  I  ^^.(aA/?.-hA»]A> 

Le  second  facteur^  donnant  Apz=a^  conduit  à 

p  '=z  ax  —  \o.\    . 

équation  différentielle  dont  l'intégrale  est 

jr  ^=i  \  ax^  —  ^  a^x  +  i  , 

quand  on  prend  pour  a  une  simple  constante  ,  et  qui,   devenant 

jr  =  /xda:^(sîna7ra',  cos  a^rjc)  —  ^  /dj:^(sin  27Cx ,  cos  a'Tfx)*, 

quand  On  y  met  pour  a  sa  valeur  générale  ,  demeure  affectée  du  signe/! 
11  est  à  propos  de  remarquer  que  le  facteur 

est  relatif  à  Tintégrale  indirecte  de  Téquatïon  aux  différences  (1077). 

ia58.  Comme  les  équations  aux  différences,  celles  qui  sont  aux  dif- 
férences  mêlées  peuvent  être  changées  en  équations  différentielles  d'ua 
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ordre  infini,  par  la  substllution  des  valeurs  de  A;',  A  ^,elc.,  qui  sont 
les  séries 

Ëy  ^  4.  ^  il  4.  fX  JL.  -i.  elc 

elc.  ; 

il  restera  ensuite  à  satisfaire ,  de  la  manière  la  plus  générale ,  aux  trans- 
formées ,  ce  qui  sera  souvent  très-difficile  (xoôy). 

On  peut  encore  faire  l'inverse  de  ce  qu'on  vient  d'indiquer,  changer 
en  équations  aux  différences  pures  y  le»  équations  aux  différences  me-* 
lées,  en  y  remplaçant  les  coefficiens  différentiels  parleurs  développe- 
mens  tirés  de  la  formule  du  n*  937  ;  mais  alors  ^  comme  l'observa 
M.  PoissoQ  (Journal  de  f École  Polytechnique ,  iS^ cahier,  p.  128),  il 
ne  faut  pas,  dans  l'intégrale  de  la  transformée  ,  considérer  les  constantes 
comme  des  fonctions  arbitraires  périodiques  dont  la  différence  est  malle. 

Si  Ton  avait  9  par  exemple  ^  l'équation 

.        S  =  4r,    . 

dont  la  transformée  serait 

i  A  *^  —  ^  A^/ + 1  Atr  —  e  t c .  =  e , 

on  satisferait  à  cçlje«ci  en  posant  A-^sso,  do^t  Tkilégrale  serait 

jr  =  oc<p(fimTfrXy  QOsti'TCx)  -+-  '^(fiiïïXftx^  cobM'x)} 

mais  cette  intégrale  a  besoin  dfétre  particularisée,  pour  vérifier  l'équa- 
tion  d'où  l'on  est  parti,  puisqu'elle  donne 

4r  =  »,     Ë  =  »  +  -Ë  +  Ë. 


expressions  qui  ne  sont 'pas  égales  dans  tout   éfat. 
On  voit  aussi  la  même   chose  par  l'examen  du  développement  de 

^  y  qui  devient  o  lorsque  j  est  une  fonction  périodique  à  différences 

nulles^  quoiqu'alors  ce  coefficient  différentiel  ne  soit  pas  nul. 


1:259.  ^^  ^^^  encore  bien  peu  avancé  sur  Tintégration  des  équations 
aux  différences  mêlées^  bt  ce  qu'on  connaît  de  plus  général  est  Tappli- 
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cation  de  la  mëihode  da  n"*  766  à,  ce  genre  d'équations,   faite  par 
M.  Poisson^   dans  le  Mémoire  cité  au  numéro  précédent. 

Pour  plus  de  simplicité,  il  transforme  les  différences  en  valeurs  suc- 
cessives (io36);  ainsi,  ao  lieu  de  Téquation 

il  prend 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

è+^.Ë+^'+^^==^ (')' 

en  changeant  P — i  en  P  et  iV— Q  en  N. 

On  suppose  ici  Ax:=si ,  parce  qu'il  est  toujours  possible  de  rame- 
ner les  choses  à  cet  état,  par  la  transformation  du  n^  io56. 

Gela  posé ,  si  l'on  fait 

,, , .,  .    j^.  +  Pr=/ ^ w, 

o  ou  il  suit 

la  proposée  devient 


àx 
et  s'il  arrivait  que 


^+Qy=:M  +  (g  +  />Q-J>r)^; 


^  +  PQ-.i\r=o (c), 


on  obtiendrait  pour  transformée  l'équation  différentielle    du  premier 
ordre  et  du  premier  degré 

%-^Qy=^M.. (3), 

dont  rintégralion,  donnant  ^' en  ;r  (562),  conduirait  à  la  valeur  dejr 
par  rintégration  de  l'équalion  (a),  qui  est  aux  différences  et  aussi    du 
premier  degré  et  du  premier  ordre  (loSti). 
Si  la  condition  (c)  n'est  pas  remplie,  on  fera 
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et  )  au  lieu  de  l'équation  (5) ,  on  aura 

g  +  Qy  =  Af +  «r (4), 

pour  éliminer  y  de  (a)  et  oblenir  une  transformée  en  y\  qui  sera  alors 
aux  diflërences  ntiélées,  et  susceptible  de  la  même  forme  que  la  propo- 
sée (i).  En  effet  ^  on  aura 


^  =  — -^ — ,   J.  = 


«1 


9 


valeurs  au  moyen  desquelles  on  changera  Téquation  (a), en 
si  Ion  fait 

Posant  ensuite^  dans  (i% 

y. +  i>y=y (^o, 

on  obtiendra  la  nouvelle  équation 

l?+<?.r".=^+«y. (4'),    > 

dans  laquelle 

*'  =  ^  +  ^'<?«-^'> 

et^si  Ton  avait  a's:o^  l'équation  (40  >  réduite  à 

g-l-Q.y'  =  ijf (5'), 

ferai!  trouver^",  qui  servirait  à  obtenir^,  par  l'équation  (2'),  et  l'équa- 
tion (4)  donnerait^  par  une  simple  différentiation.  Si  <»!  n'était  pas  nul^ 
on  passerait  à  une  troisième  transformation  absolument  pareille  aux 
précédentes^   et  que^  par  cette  raison,  il  est  inutile  de  développer. 

Quanta  la  forme  de  l'expression  de^,  il  est  déjà  fort  aisé  de  la 
prévoir  y  puisqu'à  quelque  point  que  s  arrête  la  série  des  quantités  tt^ 
o!^  cf!'^  etc.^  on  naura  jamais  à  intégrer  qu'une  dernière  équation  dif^ 
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ferenlielle^  qui  sera  de  la  même  forme  que  (5),  puis  un«  équation  aux 

diffërepces  semblable  a  (2). 

La  première  opération  introduit  une  simple  constante  arbitraire  ;  la 
seconde,  une  fonction  périodique  dont  la  différence  est  nulle;  et  comme 
on  remonte  ensuite^  par  des  différentia lions,  jusqu'à  la  variable  primitive  j^, 
son  expression  contiendra  en  outre  un  certain  nombre  des  coefBcieus 
différentiels  de  la  fonction  périodique,  en  sorte  que  $1  1*00  désigne 
cette  fonction  par  (p,  et  la  constante  arbitraire  parc^  on  aura 

jr  :=  J    ^  Bc    •+•  Op,  quand  a    =  o, 

jr  =  ^'  +  5'c  +  c<p  +  />'g,  a'  =  o, 

/   =  ^"  +   ^V   +    C>   +    />"3^  +   E'f^.y  *"   =   O, 

etc. , 
Jl j  By  Cy  A\  etc.,  désignant  des  fonctions  données  en  x. 

1 360.  Les  transformations  indiquées  dans  le  numéro  précédent  peuvent 
s'encbalner.  dans  un  ordr«  inverse,  en  commençant  par  poser 

|  +  <?-.^=y (^), 

d'où  il  résulte 

t^T'-Q-^r    et    1^ -f.  <?^.  =y., 

ce  qui  change  l'équation  (i)  en 

et  si  l'on  avait 

PQ^.  --iV  =  o (c), 

il  resterait  seulement  l'équatidn^  aux  différence^ 

j\  +  Pf  =zM ....(3), 

qui  est  du  premier  degré  et  du  premier  ordre,   et  qui,  étant  intégrée, 
'donnerait  la  valeur  dej^',  au  mo^en   de  laquelle  on  obtiendrait^  par 
i'équalîon  (2). 
•    Quand  l'équation  (c)  n'a  pas  lieu,  on  fait 

ce  qui  donne  l'équalion 

y,  H-  py  B=  i«f  +  «r ..••••(4), 
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d'où  l'on  tire  les  valeurs  de  y  et  de  -p.,  pour  les  substitaer  dans  (a). 


et  on  arrive  ainsi  à  la  transformée 

'^•¥P%-¥q'j\+N'y'^M (..'), 

encore  semblable    à  la    proposée^  et   susceptible  par  conséquent  des 
opérations  précédentes. 
Posant  donc 

%^Q'-^y^f •••-(^% 

i>Ç'^,   —  iV'  =  a\ 
on  aura 

f\  +  pf  =^M'  +  cty...  .(40, 

équation  qui  deviendra  semblable  à  (3),  si  a'  =  o;  et  dans  ce  cas ,  l'in- 
tégration successive  des  équations  (4')  et  (2')  faisant  connaître  y  ^^yp 
on  dura^  par  l'équation  (4}. 

Ici  la  fonction  périodique  à  différences  nulles  se  présentant  la  pre« 
inière,  passera  sous  le  signe  /dans  Tintégrale  de  (2')^  ^^  ^^  poussant 
plus  loin  ces  considérations ,  on  s'assurera  sans  peine  que  les  valeurs 
seront  de  la  forme 

.7=-^  +Bc  +CfR^àx ,  •  quand  a  =0  , 

jc=^'  +B'cr\-CfB!^àx  +D'fR\<pdx ,  dt'=o  ,  *  • 

etc. , 

j4 y  By  Çy  Bj  A\  etc.  y  désignant  des  fonctions  données  enXyC  une 
constante  arbitraire^  et  f  la  fonction  périodique  à  différences  null^i. 

1261.  Pour  appliquer  cette  méthode ,  M.  Poisson'  prend  d^abord 
l'équation 

dans  laquelle  a  et  i  désignent  des  constantes.  En  suivant  l'ordre  établi 
dans  le  n"  laSg,  on  feit 

y  y  +  «r  =/,    et  il  vient    ^  +  *r'  =  o  > 
d'où 
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Par  le  n*  1260^  on  a  les  équations 

qui  conduisent  à 

Quoique  celte  seconde  intégrale  paraisse  différer  de  la  première  » 
M.  Poisson  la  transforme  dans  celle-ci^  en  substituant  à  ^  une  suite  iufînie de 
termes  de  la  forme  u^e^^^'V^— ',  A  désignant  un  coefficient  constant  et 
arbitraire^  n  un  nombre  entier  quelconque,  et  ^r  le  rapport  delà  cir- 
conférence au  diamètre.  II  est  en  effet  bien  évident  qu'une  pareille 
^  fonction  a  ses  différences  nulles,  lorsque  x  varie  de  Tunité,  puisque 

— :  ^e^w* V'^(cos  irm  -f-  \/ —  i  sin  'irm  —  1)  =  o 

Par  cette  substitution ,  le  développement  de  /«*'(—  «)*^dar  sera  coin- 
posé  dé  termes  de  la  forme 

flnirV^— 1  4.  6+  1  (—a) 

le  résultat  final  sera  donc  égal  au  produit  de  6^'(-— a)',  par  une  suite 
de  termes  de  la  forme  A^e'^'^^^V^—^^  ce  qui  revient  à  e*'( — a)'Ç ,  et 
change  la  seconde  valeur  de^  dans  la  première. 

M.  Poisson  passe  ensuite  à  d autres  exemples,  où  il  faut  opérer  plu- 
sieurs transformations  successives ,  et.  pour  lesquels .  je  renvoie  à  sou 
Mémoire )  en  me  bornant. à  indiquer  Téquation  plus  générale  qu'il  eu  a 
conclue^  savoir , 

55~*Ë  +  ('^='='*)-^-«^==^» 

cil  n  est  un  nombre  entier  positif  quelconque,  et  qui  s'intégrera  après 
71+  I  transformations,  qu'il  faudra  effectuer  dans  Tordre  du  n*  i^Sg, 
ou  dans  celui  du  n*  1260^  selon  qu'on  prendra  le  signe  supérieur  ou 
le  signe  inférieur. 

i!;t63.  La  détermination  de  l'étendue  des  intégrales  des  diverses  es- 
pèces d'équations  aux  différences  mêlées^  est  susceptible  de  discussions 


Digitized  by 


Google 


AUX  DIFFÉRENCES  MÊLÉES.  585  ' 

très-épineuses,  eorfime  celle  de  l'étendue  des  intégrales  dès  équations 
difTéreaiielles  partielles ,  par  rapport  aux  fonctions  arbitraires  qui  peuvenl 
y  entrer  (791);  et  l'on  y  appliquerait  les  considérations  employées  dans 
les  n«-  78,  79,  792. 

On  prouverait  y  parles  considérations  développées  dans  les  n^*  107^ 
et  suivans ,  que  les  équations  aux  différences  mêlées  ont  aussi  leurs  inté- 
grales indirectes j  qui  se  déduisent  également  de  l'intégrale  directe,  par 
la  variation  des  constantes  arbitraires  qu'elle  contient^  evr  assujétissant 
la  fonction  donnée  par  cette  intégrale  à  satisfaire  encore ,  dans  ce  nou- 
vel état,  à  l'équation  aux  différences  mêlées.  Cette  condition  établit  entre 
les  arbitraires  des  relations  qui  sont  exprimées  par  une  nouvelle  équa- 
tion aux  différences  mêlées.  Lorsqu'on  détermine  les  arbitraires  par 
son  moyen,  on  obtient  une  seconde  équation  primitive  qui,  satisfaisant 
à  réquation  proposée,  représente  des  courbes  ayant  à  chaque  point 
même  tangente  que  quelqu'une  de  celles  qui  sont  comprises  dans  l'in- 
tégrale proposée,  et  même  sécante  pour  deux  points  dont  les  ordonnées 
sont  éloignées  d  une  quantité  égale  à  la  différence  de  l'abscisse.  Voilà 
ce  qui  arrive  lorsque-  Téquation  proposée  ne  renferme  point  les  carac- 
téristiques A  et  d  appliquées  l'une  sur  l'autre  :  si  le  contraire  avait  Heu, 
l'intégrale  directe  et  l'intégrale  indirecte  devraient  s'accorder  non-seu« 

lement  dans  les  valeurs  de^,  ^,  Ay,    mais  encore  dans  celles   de 

A^  ;  et  alors,  en  déterminant  convenablement  la  constante  arbitraire, 

on  pourrait  faire  passer  par  deux  points  doet  les  ordonnées  seraient 
éloignées  d'une  quantité  égale  à  la  différence  de  l'abscisse,  deux  courbes 
données,  l'une  par  l'intégrale  directe,  l'autre  par  l'intégrale  indirecte, 
qui  auraient  a  chacun  des  points  dont  il  s'agit,  même  tangente,  et  entre 
ces  deux  points,  même  sécante.  Ces  résultats  étant  très-analogues  à  ceux 
qu'on  trouve  dans  les  numéros  cités,  il  n'a  pas  paru  nécessaire  de  les 
exposer  en  détail. 

1263.  C'est  principalement  par  la  nature  des  questions  géométriques    Application 
qu'elles  peuvent  exprimer,  que  les  équations  aux  différences  mêlées**^'  ,^"*^'°"^ 
doivent  intéresser  ceux  qui  cultivent  les  Mathématiques.  La  première  méices,  à  dci 
de   ces  questions  est  le  problème  des  trajectoires  réciproques,    qui   a*^'***?'^"*  ^^ 
beaucoup  occupé  Jean  Bernoulli  et  Euler,  et  qu'ils  ont  résolu  par  des 
moyens  fort  ingénieux  et  fort  élégans,  mais  indirects,  quand  on  les  com« 

■  3.  74 
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pare  à  celui  qui  résulte  de  leinj^oi  des  diflëreoces  mêlées.  Void  Véuooté 
de  ce  problèiye» 
WG.  la.  Tmuver  une  courbe  M'CM,  fig.  la,  telle  (ju' en  la  faisant  tourner  sur 
un  de  ses  points  y  autour  à! un  axe  donné  AC ,  pour  la  placer  dans  une 
situation  contraire  à  la  première ^  comme  on  le  voit  en  N'CN  ,  et  lafai-^ 
sont  mouvoir  ensuite  parallèlement  à  elle-même  le  long  de  cet  axe,  elle 
coupe  partout  la  première  M'CM  sous  un  angle  donné. 

Si  le  point  C  désigne  celui  sur  lequel  la  courbe  BFCM  a  tourné 
autour  de  Taxe  AC  y  pour  passer  à  une  situation  rnverse  N'CN ^  l'angle 
MCN  sera  double  de  Tangle  MCA ^  et  sera  d'aîHeurs  égal  par  Fhypo- 
thèse  à  l'angle  M  MO  (*).  Maintenant ,  menons  par  le  point  M  Tordon- 
née  MP  perpendiculaire  à  l'axe  AB)  l'angle  OMP  sera  égal  à  QNP^  li 
cause  du  parallélisme  supposé  dans  Iç  mouvement  de  la  courbe  N*CNi 
et  parce  que  cette  courbe  est  place^'e  dans  une  situation  contraire  à 
celle  de  M' CM,  l'angle  QNP  doit  être  le  même  que  l'angle  Q'M'P', 
formé  par  celte  dernière  et  l'ordonnée  P'M',  prise  de  l'autre  c6té  de 
ACy  à  une  distance  AP^  égale  à  AP.  II  suit  delà  que  l'angle  M'ilf(>, com- 
posé de  CMP  et  de  OMP  ou  de  QNP,  est  égal  à  CMP  +  Q'M'P^: 
telle  est,  en  dernière  analyse,  la  condition  du  problème^  et  c'est  ainsi 
que  Tenvisageoit  Jean  Bernoulli* 

En  faisant  AP=x,PM=:jr,  AP'^==x\  P'ilf '=/,  Pangle  MCN^^c^ 
#a  aura 

tangCylfi>=:^f,      tangQ'itfT'=^'; 
et  posant ,  peur  abréger, 

il  tiendra 

angl.  (tang  =  ^)  H-  angl  (lang  =  57)  =  2c, 

jc'  +  JC  =  o. 

Voilà  les  équations  delà  question  écrites  en  différences   mêlées, 
faut  bien  remarquer   que  la  dernière    exprime  la  loi  dé  la  variation 
de  ^  ^  et  que  chacune  de  ces  équations  ne    doit  pas  avoir  lieu  par  elle- 
même,  mais  seulement  que  Tune  étant  posée,  Tautre  en  est  une  suite 
nécessaire. 


(*)  Il  faut  se  rappeler  qne  les  aogles  formés  par  les  courbes ,  sont  le»  mêmes  qm 
ceux  de  leurs  tangentes» 
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Cef  ^qnalioBS  sont  feciles  à  intégrer  :  en  effectuant  d'abord,  suivant  le 
procédé  da  n*  io56,  l'intégration  relative  aux  différences,  on  trouvera 

angl.  (lang  =  i)  =:  c  -f-  B{-~  i)', 

B  (^b  étant  des  fonctions  arbitraires  de  sin  mm  et  de  eps  yjrt,  La  va- 
riable  z  s'élimine  facilement;  en  faisant  y  =  C,  il  vient 

angle(tangs=l)=;c4-Cic^    ou    ^  =  lang{^4- Cjc}, 

d'où  Ton  conclut 

^^^ 1 1  **tangctang  Cx 

^        taDg(c-j-  Cx)         tangc-f-'tâng  Cr"* 

On  peut  mettre  celte  valeur  sous  la  forme 

_^     1  +  cos  flc  —  sin  20  taug  Cr 
'    ""^  ainûc  -f.  (i  -f.  cosac)  tangCr 


I  —  — \ tang  Cri 

sin  flc  °       (  ^ 

,    1  4- cos  ac^       in  l  * 


cosac  , 

flin  ac       sinac 


et  en  observant  que  la  constante  C  doit  être  regardée  comme  nne  fonc« 
tion  arbitraire >  qui  ne  change  point  lorsque  Ton  y  met  —-a:  au  lieu 

de  a: ,  on  fera  —        .^^^  ^  tang  Cx  =3  Xx ,    en  désignant  par  X  une 

fonction  quelconque  de  x  assujétie  seulement  à  demeurer  constante 
quand  on  passe  de  +«r  à  — -or  :  on  aura  ainsi 

f^  '    smac  11  —  Xx}  ' 

résultat  semblable  à  celui  qu'a  trouvé  Euler^  par  une  voie  tres^dif^; 

Sérente. 

^    Si  Ton  y  remet  ^>  au  lieu  de/i,  on  en  tirera 

Lorsqu^on  prend  T=o    on  trouve  d'abord  la  ligne  droite;  qui  doit 
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en  effet  satisfaire  à  la  question  proposée  ;  posant  ensuite  X  =  x^^  il 

Tient 

'-'  sin  flc  l       *       J  x"^*—  \)  ' 

expression  qui  ne  dépend  que  de  l'intégration   de  la  fraction  ration- 
nelle -7;xî . 

BernouUi  et  Euler  ne  se  sont  pas  bornés  a  résoudre  généralement 
le  problème  des  trajectoires  réciproques  ;  ils  ont  eu  spécialement  pour 
but  de  chercher  parmi  ces  courbes  celles  qui  pouvaient  être  algébriques, 
et  sous  ce  point  de  vue  tous  leursi  trayaux  rentrent  dans  le  Calcul  in- 
tégral indéterminé  (534  ^^  suiv.), 

1264.  Parmi  le  nombre  assez  grand  de  questions  qu'Euler  a  réso- 
lues sur^ce  sujet ,  nous  choisirons  encore  la  suivante ,  qui  est  peu  connue. 
Trouver   toutes  les  courbes  telles  qu'en    menant  par  chacun  de  leurs 
nG.  i3. points  deux  droites  AM,   MM',  fig.   i5,  faisant  le  même  angle  a^ec 
la  tangente  TM^   la  première  étant  dirigée  à  un  point  fixe  A,  la  seconde 
terminée  à  la  courbe  en  M!,  la  ligne  M/AJasse  ai^ec  la  tangente  M't  le 
'    même  angle  que  MM'  (*). 

laQ^  conditions  de  ce  problème  sont  contenues  dans  les  deux  équations 

angle  JMT  =  angle  M^Mt ,      angle  AMt'  =  angle  MM'T, 
dont  une  doit  donner  la  loi  des  variations  de  x.  Soit 

AP=x,  PM^y,  JP'^x>,  P'M'^y,  %;=^,  g=;,',  ^=P} 

en  menant  M^Q^  parallèle  à  Taxe  AB  des  Xy  et  prolongeant  MP  jus- 
qu'au point  Qj  on  aura 

. g=-P.. 

^    en  n^ayant  point  égard  au  signe  àie^f  y  qu'on  peut  supposer  négatif  dans 

(''')  Suivant  les  loix  de  la  réflexion  de  la  lumière  ^  le  rayon  parti  du  point  A ,  dans 
la  direction  AM ^  serait  réfléchi  deux  fois  par  la  courbe  cherchée,  la  première  de  Hil 
en  M\  la  seconde  de  -M  en  A  y  et  rjetoumerait  par  conséquent  au  point  d'où  il  est 
émané.  Ce  problème  a  été  proposé  dans  les  Acia  Eruditorum ,  septembre  174^» 
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la  Ogure  citée.  Cela  posé,  si  l'on  observe  que  les  angles  MM'Q,  MOT^ 
MOT  y  sont  égaux,  et  que  l'on  considère  les  angles  extérieurs .  des 
triangles  OMT;  ÂMTj  on  trouvera 

tang  M  Ml  ==  tang  (iTM  +  MM'Q)  ^  f^ , 

.      .    .  y^p       ^    .  . 

tang^Mr=  tnng(P^M-PTM)  =  -^  =HSî  • 
ainsi  la  première  condition  à  remplir  donnera  l'équation 

^^=e^....' (,). 

La  relation  des  angles  des  triangles  OMT'  et  AMT'  conduit  de  même  à 
tang  MMT  =  —  tang  (P'TM'+MM'Q)  =  —  ^^^  , 

tang  JMt'  =      t!ing{P'JMl\-P'rM)=.  -^-A  =  -  fe^ , 
d'où  Ton  conclut ,  pour  la  seconde  condition  , 

y^pw      p'-p  ..  . 

Tirons  maintenant  des  équations  (i)  et  (a),  les  Valears  de  i^;  non» 
obtiendrons 

p^X-^-P^ (5),       . 


«'^'       «'a-/ 


ce  qui  noua  doniaera  réqaaUon 

dé  laqneHe  il  ré^solte  que  la  fonction  XlI?Ef^IlE3L  ne  cbange  point  lor«^ 
que  a:  devient  x^.  Telle  est  l'hypothèse  dans  laquelle  ii  faut  intégrer 
Téquation  (3)^  qui  répond  alors  ^  ^^  =  consU^  et  donn^ 
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^  ss:  a?  X  consL  +  ^  (const.)  ; 
nous  aurons  donc 

La  caractéristique  ^  désignant  une  fonction  arbitraire^  donne  à  ce  ré^ 
siiltat  une  très*grande  généralité;  mais  aussi  on  ne  saurait,  dans  cet  état| 
rinlégrer  par  rapport  aux  différentielles. 

Il  est  intéressant  de  connaître  ce  qu'exprime  la  fonction 

»^—  ~^7  c'est  à  quoi  on  parvient  en  la  mettant  sous  la  forme 


et  en  observant  que 

Elle  se  change  alors  en  —  tang  {AMT — PTM) ,  et  montre  que  la  dif- 
férence des  angles  AMT xX  PTM  ne  doit  pas  varier  dans  le  passage 
du  point  M  au  point  M\  ce  dont  il  est  encore  facile  de  s'assurer  im- 
médiatement par  les  considérations  géométriques. 

M.  Biot^  dont  nous  suivons  ici  le  Mémoire^  donne  à  la  fonction  f 
j^sienrs  fctrrties,  desquelles  il  ré^ultis  sdcdessivem^t  nn  cercle,  li- 
mite d'une  infinité  d'ellipses,  et  l'assemblage  de  deux  droites^  limite 
d'une  infinité  d'hypçfboles  ;  .nous  ne  rapporterons^  point  les  calculs  qui 
mènent  à  ces  résultats,  et  dans  lesquels  il  ne  s'agit  que  d'intégrer  une 
équation  difiërentielle  du  premier*  crrdre  ;  nous  dirons  seulement  qu'on 

aie  cercle^  quand  ^  P~^^~^'^)='=9>  ^^^llip&y  pu  l'hyperbole^  -quand 

Si  l'on  prend  les  limites  des  équations  (S)  et  (5)  ^ns  la  supposition 
oùa:  devient  infini,^,  f  etP,  demeiiranj  fiais,  ce  qui  place  le  pointa 
S  tïtie  distance  ihfibîe  delà  courbe  (*^),  on'ôbliôndi'à 


f^)  Dans  ce  cas  du  problème ,  le  rayon  lumineux  vient  parallèlement  à  Taxe  AB. 
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.9 

F' 


d'où  Ton  conclura 

En  faisant.^ ^-^jj^^  3c?.o,  Ofa  aura  seulement  ...  ^ 

ce  qui  revient  à 

Cette  dernière  équation  appartient  à  une  parabole* 

L'équatien  -7^*-  -^  -^^spo  nov»  aipptènd  que  toutes  leêcoviAës^ 

qui  résolvent  ce  cas  de  la  question  proposée,  ont'^  aux  points  ^et  itfV 
des  tangentes  parallèles  ou  perpendiculaires.  Ea  effet ^  en  réduisant  ses 
deux  membres  au  même  dénominaCèiir>  et  passant  tous  les  termes  dans 
un  seul^  on  lui  donnera  la  forme 

et  l'on  en  tinera  jpsct  conséquent 

PP'+^  —  o,       p'—'p^^o.. 

1265.  Voici  encore  un  pcobième  traité  d'abord  par  Euler^  considéré 
ensuite  par  M.  Biot  comme  appartenant  aux  dîi(erence$  inélées:^  slur 
réquatîon  duquel  il  n'a  effectué ,  comme  dans  le  précédent^  que  Tinté-» 
gralion  aux  différences,  .mais  dont  M*  Poisson  a  donné  une  solution 
plus  complète,  que  je  vais  exposer. 

Il  s'agit  de  trouver  une  courbe   DE  y  fig.  x  4,  telle  que  si  ^  par  leflG-tk^ 
pied  R  d'une  normale  quelconque  .MR^   on  élève  une  ordonnée  iVjR, 
le  quarré  de  cette  normale  surpasse  celui  de  l'ordonnée  dune  <{aeuatité 
constante  ^^  c'est-à-dira  que 

MRzxz  m'-^a.    .        -.    -  - 
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Ëa  représentant  AP  par  or,  PM  par/-,  et  posant /=f(j:),  on  a 

ei  par  conséquent 

V[-  +^^.]  =Cf(«+^]'+..;........(0. 

La  différence  de  x  eet  égale  ii  PR  =^  :  pour  laTamener  \  ranité, 
on  prendra 

a:  =s  ^(z)    et    a:  •+»'^  =  ^(a*|- 1)  (io56) {pL)  ; 

faisant  ensuite  ' 

f(x)  =  f  [4>(2)]  ;;=  4(z)  ,    d'où    f(x  +g)  =  4(2  + 1) , 

et  n'écritant  que  les  caractéristiques  des  fonctions^  afin  d'abréger^  on 
changera  les  équations  (i)  et  (2)  en 

4-+^  =.4-.  +  « .(O, 

♦  H-^  =f M- 

Ces  équations  renfermant  implicitement  trois  variables  ^  savoir ,  2,  9 
et  4>  il  faut  tacher  d'en  éliminer  une^  ce  qui  peut  se  £ûre  delama* 
uière  suivante. 

L'équation  (2')  donne 

valeur  qui  change  (i')  en 

4*+  (^«  — ^)'  =  4*i-+a,.  ou  (ip.— ?)•  ==  4*«— ^'^^^ 

dont  la  différentielle 

(^,-.  <p)(d^.— d(p)  =  4,d4.  —  4d4 , 

se  réduit  k 

lorsqu'on  y  met  pour  4<^4  ^l^.  4i<^4i  ^^^^  valeurs^  tirées  de  (2'),  et 
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se  décompose  dans  les  facteurs 

d^^  =  o    et    (f^  —  2^,  4-  ç  =  o ,    ou    A*^  S5  o. 

Le  premier  conduit  à  ^^  ou  ^^=:consLy  valeur  comprise  dans  lé  se« 
cond  ;  celui-*ci  est  le  seul  dont  il  faille  s'occuper.  Son  intégrale  est 

^  :==:  Jz  +  B , 

A  et  B  désignant  des  fonctions  de  cos  a^rz  et  de  sin  2^2(1066).  Il  suit 
de  là  que 

au  moyen  de  quoi  l'équation  (i')  donne 

^•,  —  4»  =  ^•— .  tf,    ou    A .  4'  Bs  A*-— a     et     4"  ==  ^4*—  <*)2  +  C* 

C  étant  encore  une  fonction  périodiqae,  mais  qui  n'est  pas  indépen- 
dante des  deux  autres ,  'puisque  les  expressions  de  ^  et  de  4  doivent  en 
outre  satisfaire  à  l'équation  (a').  Or,  en  différentiant  4*  @t  ^y  on  obtient 


valeurs  dont  la  substitution  dans  (2^)  conduit  à 
d*oii  Ton  thre 


-^  +  S  =  -'*+^^ar> 


en  représentant  par  B^  et  O  les  coefficiens  différentiels  des  fonctions 
B  et  C^  Mettant  enfin  cette  valeur  dans  celles  de  (p  et  de  •4/%  et  rem- 
plaçant ces  fonctions  par  les  variables  x  ei  jr  qu'elles  représentent  ^ 
on  aura 

a:  =  2?  +  2(-  5'  •\-\/B''+C-^a) (5), 

^«  =  <7  H-  a(aiî'*+C— ao— xB'  v/^'«H-C'—  a). . . .  (4) , 

où  il  ne  restera  plus  qu'à  éliminer  z,  ce  qui  ne  pourra  se  faire  qu'au- 
tant qu'on  aura  assigné  des  formes  particulières  aux  fonctions  B  et  C, 
5.  75 
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En  les  supposant  constantes,  fl  \îeat    . 

et  par  conséquent 


équation  à  la  parabole,  qui  n^est  réelle  qu'en  faisant  a  négatif. 

1:166.  M.  PoisMa  àjonte  à  ce  qui  pTécède  les  remarques  suivantes. 
1*.  La  sounormale  de  la  courbe  cherchée  est  une  fonction  périodique 
à  différences  nulles ,  puisque ,  d'après  la  valeur  trouvée  pour  ^ ,  on  a 

^  =  (p(^i)— (p(z)  =  ^B'  +  s/B'^^O  —a  ; 

mais  il  ne  s'ensuit  pas  que  celte  sounormale  puisse  être  une  constante 
absolue;  car  si  on  la  représentait  paré,  on  formerait  l'équation 

i  =î=  —  B'+  s/.B'^^C  ^,ay 
d^  laquelle,  en  y  faisant  disparaître  1^  radical,  on  déduirait 

2*  ^  +  i*  =^  — tf,     et    2*5  +  (*••+- û)%  +  consU  =  C: 

le  premier  membre  Je  la  defnière  n'étant  paâ  une  fonction  périodique, 
tant  que  h^-^a  n'est  pas  nul^  ne.  saurait  alors  être  égal  au  secood. 
Ainsi  la  sounormale  ne  peut  être  constante  que  lorsqû'eUe  est  égale 

^•.  Le  système  des  Valeurs  de  x  et  de  y^  peut  être  remplacé  par 
un  système  d*équations  dont  lune  soit  la  différentielle  de  Fautre,  pi^t 
rapport  à  z  seul;  il  èuHTt  pour  cela  de  imirtiplier  f  équation  (5)  parai?', 
€^  d^a^uter  le  résultat  à  l'équation  (4),  ce  qui  donnera 

j^^  ^  aJB'jc  3=  e^ttBB'  4-  2<C'--:  ^a) .(*); 

faisant  disparaître  ensuite   le  radical  dans  l'équation  (3) ,  on  aura 

x^  —  2Bx  +  aB'zx  ~  :iBB'z  +  £'.=  s'(C'—  a), 
qui,  retranchée  de  le  précédente  multipliée  par  z ,  donneiia 
jr*z—x^+2Bx  =  Cz  +  B^^az'^ ; , .  .(jS); 

êl  maintenant  il  est  facile  de  voir  que 
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LVqnalioa  (fi)  appartient  k  no^  «uite  d'ellipseiB  ou  dliyperboles  qm  ont 
leur  axe  sur  celai  des  abscisses ,  et  forment ,  par  leurs  intersectious  co»-' 
sécDtives^  la  courbe,  demandée. 

5*.  La  solution  précédente  devient  incomplète  lorsque  fl=o,  auqad 
cas  il  est  visible  que  le  cercle  rei^plil  la  condition  demandée^  puisque 
toutes  les  normales 9  passant  par  son  centre,  sont  égales  au  rayon,  et 
cependant  il  ne  résulte  pas  d«  équations  (fi)  et  (ap).  Cela  tient  à  e« 
que  la  supposilion  d^ 

a:r=(p(z)— :^P,    et  de    ar  +  -^  =  ^(3^4-1)  =  ^iî, 

exige  que  les  lignes  ^P  et  u4R  ne  soient  pas  indépendantes;  mais  si 
la  seconde  est  constante ,  en  a 

X  '^jr  -^  =^,    d'où    x^  -4-^»  =5  abx  +  c, 

c  étant  la  constante  arbitraire. . 
Or^  d'après  cette   équation  ^  qui  donne 

MR  =  \/F+T  =  NR, 

la  conditron  du  problème  ne  peut  plus  être  rempUe  qu'en  sppposant 
a  :=  o  ;  le  cercle  trouvé  est  donc  une  nouvelle  solution  qu^il  £aut  joindre 
à  celles  que  donnent  ^  pour  ce  cas^  les  équations  (et)  et  (fi). 

En  terminant  cet  article^  notis  observerons  que  lé  dernier  cas  de  la 
question,  celui  oii  Ton  pose  a=o^  a  été  résolu  p^r  M.Charles  Babbage, 
d«»i)S  la  seconde  partie  des  Transactions  philosophiques  pour  18 16 
(p.  ;i53),  par  un  procédé  qu'il  nomme  calcul  des  fonctions,  sur  lequel 
il  a  déjà  donné  trois  Mémoires.  Ce  calcul  a^ant  pour  biit  de  détermi- 
ner les  fonelions^par  les  relations  que  donnent,  eiître  leurs  valeurs,  les 
relations  établies  entre  les  ^pleurs  des  verpaUes  dtwt'  eUi^s  dépendent , 
doit  rentrer  souvent  dans  celui  des  différences,  lorsqu'on  y  considère 
toutes  les  différences  comnie  variables^  et  aussi  quelquefois  dans  ceux 
des  différentielles  partielles  et  des  différences  mêlées» 

1^267.  Lee  deux  questions  cpie  now  venons  de  répondre  se  rapportent 
é«K  différences  sn;eces«(?es;  qq  voici  une  trè^^mple^  qui  mène  aune 
équetipn  aux  difieneioces  mêlées  proprement  dile^. 
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FIG.  5.  Trouver  les  courbes  dans  lesquelles  la  soutangenie  AT,  fig.  5,  soit  J 
la  sousécante  AS,  dans  un  rapport  constant j  en  supposant  que  la  je- 
conde  ordonnée  A'B'  soit  éloignée  de  la  première  AB  dune  quantité  AA' 
égale  à  h. 

II  est  facile  de  voir  que  ce  problème  conduit  a  une  équation  de  la 
ifbrme 

%='t   ■ 

Si  Ton  met  dans  cette  équation,  à  la  place  de  A;^,  son  développement 
en  série,  on  aura  Téquation  difierentielle  d*un  ordre  infini 

à  laquelle  on  satisfait  en  prenant  y  =  A^^^  pourvu  que  m  soit  déter- 
miné par  Téqûation 

(a  — i;/?i  +  ^ }r  a — =  +  etc.  =  o, 

d'où  Ton   conclut  d'abord  /n  =  o ,  puis 

a        *     a      '     fl.3         a. 5.4     ' 

Si  Ton  désigne  par  m',  /»",  wi'",  etc.,  les  valeurs  données  par  celle 
dernière,  il  viendra 

^  =  ^  4^  >r'e""  +  jà'^é^*  +  etc,  ^      ■ 

expression  dans  laquelle  on  pourra  faire  entrer  autant  de  termes  qu'on 
aura  trouvé  de  valeurs  distinctes  pour  m.  On  s'assurera,  par  le  retour 
des  suites,  qu'il  en  existe  au  moins  une  réelle,  dont  on  peut  obtenir 

le  développement  ordonné  suivant  les  puissances  de  ~  ,  et  Ton  au- 
ra,  pour  résoudre  là  question  proposée,  l'équatiOn 

renfermant  deux  constantes  arbitraires. 

Feu  Charles  (de  l'Académie  des  Sciences)  a  transformé  l'équation 
aux  différences  nnèlées  qui  nous  occupe,  en  une  autre  où  la  variable 
entre  comme  exposant  de  différentiation  ou  d'intégration.  Poury  par* 
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Tenir,  nous  ferons -^&,  ce  qui  changera  Téqualion  proposée  en 

nous  en  tirerons  saccessirement 

etc. 
H  est  facile  de  conclure  de  là ,  et  même  de  s  assurer^  a  priori ,  que 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  multiplié  et  divisé  par  e^^ 

X 

son  numérateur  deviendra  le  développement  de %^%  ^^  l'o>^  ^^ra 

par  conséquent 

Si  l'on  avait  cherché  les  valeurs  antécédentes  àj*,  ou  correspondante» 
à  des  indices  négatifs ,  on  aurait  eu 

X 


r-M  =  -^  ["(^xàx". 


X 


Ces  résultats  ne  paraissent  pas  propres  à  faire  connaître  FéquatioK 
primitive  de  la  courbe  cherchée,  mais  ils  conduisent  à  une  construc- 
tion discontinue,  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée  dans  le 
n*  107 1 ,  pour  les  équations  au*  différences.  En  effet,  on  y  peut  sup* 
poser  jr  ='^(ar)  ,  ^  désignant  une  fonction  arbitraire,  et  déduire  de  cette 
fonction^  d'après  la  loi  établie,  les  valeurs  des  ordonnées  Jx^Jt^y 
73,  etc.,  correspondantes  aux  abscisses  jc-+-A,  or-f-aA,  x+3A,  etc. 
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11  est  évident  que  cela  revient  à  prendre  sur  la  courbe  represenlée 
par  leqnalion  7  =  ^(jc),  une  portion  BB\  dans  laquelle  le  rapport 
de  AT  avec  AS  soit  conforme  aux  données  de  la  question ,  et  à  se  ser* 
vir  des  points  intermédiaires  pour  obtenir  des  portions  de  courbe  an- 
térieures et  postérieures  à  la  partie  BB\  en  calculant  les  ordonnées  de 
ces  portions  par  le  moyen  de  leurs  différences  avec  celles  de  la  por- 
tion BB\  ainsi  qu'on  l'a  indiqué  dans  le  numéro  cité.  Si  Ton  voulait 
rapporter  les  ordonnées  j*.  et^_.  à  leurs  abscisses  ^  il  faudrait  prendre 
pour  première  abscisse  ar  — «A  et  a:^nhi  on  aurait  alors 


^  i". 


e 


Desc'qnAtions      1268.  Le  Galcul  aux  différences    n>ê]ées  trouve  aussi  son  applica- 
aux  diffcrence*  iJqj,  j^^g  ^j^g  rccherches  purement  analytiques:  la  détermination  des 

Ti\éUt%  fit  par-  -  .  1  •        .  •  11  "^       .\  --s.  ,  •  , 

tieiicf.  fonctions  arbitraires  qui  entrent   dune  manière  transcendante  dans  les 

intégrales  des  équations  différentielles  partielles^  dépend  d'une  éqaalioa 
aux  différences  mêlées  (1061)  ;  et  Français  de  Colmar  a  montré^  des  Tan  5 
(1797)^  l'usage  qu'on  peut  en  Êiire,  Pp^^  arrivera  l'expression  ipimé* 
diate  d'une  transformée  quelconque  de  l'équation  différentielle  partielle 


traitée  par  la  méthode  du  n*  767  (♦).  En  effet ,  il  doit  ci^g^r  dans  l'expres- 
sion des  coefficiens  P„,  Ç.,  Af,,  des  différences  ou  des  valeurs  succes- 
sives par  rapport  a  l'indice  n^  avec  des  différentielles  prises  relativement 
aux  variables  xe\.  j  ;  mais  les  équations  qu'il*faut  traiter  renferment  pias 
de  deux  variables,  et  les  différences  y  sont  partielles  aussi  bien  que  les 
différentielles. 

Ne  voulant  que  faire  connaître  ce  genre  d'équations^  dont  M.  Paoli  s'est 
spécialement  occupé  dans  le  troisièprie  volume  de  ses  Elementi  (T^l^ 
gebraj  opuscûlo  III ,  je  me  bornerai  à  l'exemple  qu'il  en  a  donné  à  la 
page  199,  sur  une  équation  qui  revient  à 

^»    ■    ^   ■■  t  I  1  »l^B*W.Wi»        I    I    ■   III    ■     ■  I    I    >■»    M  II  wm    *  ■  .1.    ...         fM I     ■  .         ..  ■■  ** 

(*)  Le  Mémoire  où  at  trouvent  ces  recherches  j;»*a  été  envoyé  le  i5  niyosc  an  YI  (1798), 
et  il  étajit  connu  d'Arbogast  avant  ce  temps.  Il  en  avait  eu  des  essais  que  j*ai  tqs  entre  ses 
mains  en  Tan  II  (i794).  M.  Parseval  a  fait  de  son  côté  des  recherches  semblables., 
qui  sont  imprimées  dans  le  tome  I  des  Mémoires  présentés  (i  f  Institut ,  par  divers  Savons, 
pag.  478.     • 
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Pm;^  étant  une  fonction  donnée  àtx  ^\j.  Si  Ton  y  pose 

on  trouve 

intégrant  ensuite,  par  rapport  aux  différences,  en  ajoutant  une  fonc- 
tion arbitraire  f  Q  ) ,  on  arrive  à 

Le  second  terme  de  2;,,^,  où  les  caractérîstiqnes  d,  2  et /,  sont  com- 
binées^ écfuivaut  à  une  intégrale  définie  anx  diilfrences  ;  car 

et  paT  coneéquent 

ce  qni  revient  \  JT^^^»   ponrvn  qu'on  renferme   cette  inl^ale 

entre  les  limites  r  =  o   et>=:x  —  i, 

M.'  Paoli  traite  aussi  l'équation  du  premier  degré. 

Ci  M.  Laplace  avait  intégré  la  suivante 

dans  son  Mémoire  de  1779^  sur  les  fondions  génératrices  (Voy.  aussi  la 
Théorie  analytique  des  Prohabilités,  pr65).  Je  ferai  observer  que  pour  sa-  . 
tisfaire  à  la  première  de  ces  équations ,  quand  P,,,  =  0,  et  à  la  seconde, 
il  suffit  de  poser  z^y^^zou^e^f^  <et  qu^alors  une  des  deux  quantités  a,  j3 
reste  indéterminée ^^  ce  qui  donne  lieu  a  des  considérations  analogues 
à  celles  du  n*  io85. 
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1269.  ^^  terminerai  ici  la  longue  tâche  que  je  me  suis  imposée  ^  en  oI)« 
servant  que  la  durée  de  l'impression  a  été  asses^  considérable  pour  qae 
la  science  ait  fait  pendant  cet  intervalle  des  progrès  que  j*ignore^  et 
que  même  l'abondance  des  matières  m'a  forcé  de  laisser  de  côté  des 
recherches  très-estimables  ^  Sur  des  intégrations  particulières  et  sur  les 
séries^  dont  je  n'aurais  pu  présenter  l'extrait  sans  donner  à  cet  Oa« 
vrage  une  étendue  démesurée.  De  ce  nombre  sont  celles  que  M.  P£aff 
a  publiées  dans  la  première  partie  de  ses  Disquisitiones  anafyticœ,  sur 
Féqualion  différentielle 

sur  la  sommation  des  suites  d'arcs  dé  cercle  dont  les  tangentes  forment 
des  progressions  données  et  sur  Iç  retour  des  suites;  mais  la  table  des  som- 
maires suppléera  en  partie  à  ces  omissions^  en  indiquant  avec  exactitude  le 
titre  et  la  place  des  ëtrits  qui  contiennent  ces  recherches.  J'avais  eu 
aussi  le  dessein  de  traiter  à  part  la  Théorie  algébrique  des  séries  récurrentes; 
mais  ayant  publié  9  depuis  ^  les  principes  de  celte  mégie  théorie ,  dans  le 
Complément  des  Élémens  d'Algèbre  à  Vusage  de  V École  centrale  des  Quatre' 
Nations j  j'ai  cru  pouvoir  la  supprimer  ici,  puisqu'on  y  suppléera  par&ile- 
raent,  en  ajoutant  à  ce  que  j'ai  dit  dans  l'ouvrage  cité,  ce  qu'on 
trouve  dans  celui  *  ci ,  sur  la  décomposition  des  fractions  rationnelles 
en  fractions  simples^  n^*  372  -~  38i ,  et  ce  que  contiennent  les 
n®»  1118  —  liai. 


FIN  DE  LA  TROISI£A(£  PARTIE, 
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CORRECTIONS  ET  ADDITIONS. 

Obschvatioit.  Les  simples  fautes  ^impression  sont  relevées  dans  un 
Supplément  à  TErrata  de  chaque  volume ,  et  le  Supplément  à  la  Table 
des  sommaires  et  des  citations  des  deux  premiers  volumes  j  est  placé  à 
la  suite  de  celle  du  présent  volume. 

PREMIER  VOLUME* 

PRÉFACE. 

Page  viij^  ligne  4  ^n  remontant^  après  le  mot  différentiel^  ajoutez  en  note  : 

Cest  le  V?  LXyi  du  Commercium  epistolicum,  cité  à  la  page  ix.  Newton,  en  lyao^ 
a  fait  réimprimer  ce  livre  avec  des  additions ,  sous  le  titre  de  Commercium  epistolicum  de 
varia  re  Mathematica,  inter  celeberrimos  prœsentis  scBculi  Mathematicos.  Cette  édition 
ayant  été  la  seule  mise  dans  le  commerce ,  est  celle  qu  on  rencontre  le  plus  fréquem- 
ment;  elle  est  du  format  in-8^.  La  première^  qui  ne  fut  distribuée  qu* en  prései^t, 

est  îu-4*' 

Ibid.^  ligne  dernière,  ajoutez  en  note  : 

Yojez  aussi  le  tom.  III  de  ses  Œuvres,  p.  167. 

Page  i%j  ligne  dernière ,  ajoutez  en  note  : 

On  trouve  dans  la  Préface  dn  Recueil  de  diverses  pièces  sur  la  Philosophie,  par 
MM.  Leibnitz,  Clarke ,  Newton  y  etc, ,  publié  par  Desmaizeaux,  3*  édition,  un  ex- 
posé très-complet  de  la  dispute  sur  la  propriété  de  la  découverte  dn  Calcul  différen- 
tiel s  et  où  les  passages  des  écrits  originaux  sont  bien  classés  *,  mais  Tauteur  a  laissé 
d'ailleurs  la  question  indécise.  Il  rapporte ,  dans  son  second  volume ,  des  pièces  très- 
Intéressantes  ,  qu'on  peut  voir  aussi  dans  le  tome  III  des  CEuvres  de  Leibnitz.  D* Alembert 
a  donné  son  avis  sur  ce  sujet,  à  la  £n  de  l'article  différentiel  de  V Encyclopédie. 

Pagexj  ligne  i5j  après  le  mot  diff*érentiel ^  ajoutez  en  note  : 

Jacques  Bernoulli,  en  1691,  disait,  en  parlant  de  l'un  et  de  l'autre....  nisi  forte 
in  dijferentialium  notatione,  et  operationis  aliquo  compendio,  ab  eo  non  differi 
(Opéra,  tom.  I,  p.  43i — Jp^y. 

C'était  d'abord  bien  peu  de  chose  en  apparence  ,  que  cette  différence  de  not^tjon  dea 
différentielles  et  cette  abréviation  de  calcul ,  mais  les  conséquences  ont  prouvé  que  c'était 
beaucoup  ',  car  on  n'y  serait  point  arrivé  en  laissant  aux  açcroissemens  les  dénomli|^Hon« 
indépendantes  que  leur  appliquait  Barrow.  En  se  fondant  sur  de  pareilles  analogies,  oc  4 
voulu ^  de  nos  jours  ^  faire  remonter  jusqu'à  Fermât,  l'origine  du  Calcul  différentiel. 

.5.  76 
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Sans  doute  que  Fermât^  par  le  mécanisme  du  calcul  qu'il  emploie  pour  la  détenn!- 
nation  des  maximums  et  des  aiinitaiums  (sa:ns  e&dosmer  d^aiUeors  avoua  primcipe)  et  que 
Barrow,  par  la  considération  du  triangle  formé  par  les  accroissemens  de  rordonnée 
et  de  Tabscisse ,  touchèrent  de  bien  près  au  Calcul  différentiel  ;  mais  quoiqu'on  soit 
finppé  aujourd'hui  de  la  ressemUanoe  de  ces  dhrersés  méthodes,  il  ne  faut  pas  croire 
qu6  les  contemporains  jugeassent  comme  nous  de  cette  ressemblance.  Nous  lisons  àaja 
leurs  formules  ce  qu'ils  n'y  voyaient  pas  eux-mêmes ,  parce  que  nous  les  rapportons 
à  un  ensemble  qui  nous  est  familier  et  dont  fls  n'avaient  aucune  idée.  Tant  qne  des 
notions  conservent  l'espèce  d'étraogeté  qbi  les  accompagne  presque  torujoiin  lon- 
qu'elles  se  présentent  pour  la  première  fois,  elles  tiennent  pour  ainsi  dire  trop  déplace 
dans  Tesprit,  pour  qu'il  puisse  aperoevoîr  d'abord  leurs  conséquences,,  ou  leur  asso- 
cier .des  notions  accessoires  ;  c'est  ainsi  que  de  simples  rapprochemens ,  de  légères 
modifications,  qui  nous  paraissent  aujourd'hui  implicitement  comprises  dans  les  ou- 
vrages de  nos  devanciers ,  leur  ont  entièrement  échappé.  On  en  voit  un  exemple 
frappant  dans  la  combinaison  faîte  par  Oharpk,  de  deux  méthodes  trouvées  par  La^aste 
(740).  Aussi  la  jstricte  justice  demande  qu'on  n'attribue  les  inventitms,  surtout  lorsqu'il 
s'agit  de  diéories  naissantes ,  qu'à  celui  qui  les  a  complètement  énoncées.    * 

Pagexj  ligne  ^de  la  note^  après  le  mot  sdiolie^  ajoutez  : 

De  la  proposition  VH  du  second  livre. 

Page  \\],  ligne  &  en  remontant,  à  la  fin  de  V alinéa,  ajoutez  en  note: 

Le  premier  essai  de  Calcul  intégral;  suivant  la  notation  actuelle,  paraît  avoir  été 
donné  par  Leibnitz,  dans  les  Actes  de  Leipsick,  en  1G86.  (Voyez  dans  ses  Œuvres, 
tom.  III,  p.  188). 

Page  XV  j^  ligne  26,  à  la  fin  de  t alinéa  y  ajoutez  en  note  : 

Voici  ce  qtfe  pensait  d'Alembert  sur  la  considération  des  fluxions,  u  Introduire  ici 
D  le  mouveitient ,  c'^t  y  introduire  une  idée  étrangère ,  et  qui  n'est  point  nécessaire 
T?  à  la  démonstration  :  d'ailleurs  on  n*a  pas  d'idée  bien  nette  de  ce  que  c'est  que  la 
»  vitesse  d'un  corps  à  chaque  instant,  lorsque  cette  vitesse  est  variable....  n  Cest 
lin  «  rapport  dont  on  ne  peut  donner  d'idée  nette  que  par  celle  des  limites.  » 
(  Encydapédie  ,  art.  FLVXI014). 

Ibid.^  ligne  5  en  remaniant,  apnks  lem^tlimiits^  njcutez  en  note: 

Newton  lui-même  avait  senti  i'ôbjeodon,  6t  pour  la  lever,  il  avait  eu  recours* au 
mot  limite;  car  il  suffit  de  donner  un  nom  à  ce  qui  n'en  a  pas ,  i  pour  éclaircir  les 
difficultés  qui  viennent  des  changemens  d'acception  qu'éprouvent  les  mots,  et  celle 
l]ui  nous  occupe  est  entièrement  de  ce  genre.  Voici  comme  NeiR^on  s'exprime  a  ce 
sujet,  dans  le  scholie  qui  termine  la  première  section  du  livre I  des  Principes:  Vltimm 
taîiomBs  illœ  quibuscum  quantHates  evmnescmntj  rêvera  non  suml  rationes  ^uantitatiun 
ultimarum ,  sed  limites  ûd  quos  quantitatum  sine.timite  tkcreâcemtium  rationes  sempef 
vppropinquani;  tt  quas  propius  assequi  possunt  qwpn  pro^  data  quavis  djffkrentia,  nua* 
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guamvero  transgr^i,  nequA  prius  attingere  quain  quantitates  diminuunturininfinitum. 
Res  clarius  inteltigitwr  in  infinité  magnis.  Si  quantitatts  duœ  quorum  data  est  dif^ 
ferentia  àugeantur  in  infiniium,  dahitur  harum  utùma  ratio ,  nimirum  ratio  œqua^ 
litaiis,  nec  tamen  idm,  dahuntur  quantitatts  ultimœ  s^  maximw  quorum  isêa  est 
ratio. 

Ce  passage  explique  très*bien  ce  qu'on  doit  entendre  par  les  limites ,  qui  ne  sont 
pas  les  rapports  des  quantités  lorsqu'elles  s'évanouissent,  mais  d'autres  quantités  dont 
ces  rapports  peuvent  approcher  d'aussi  près  qu'on  voudra.  D'Alembert  n'a  rien  ajouté 
à  ces  notions ,  et  le  second  volume  des  Mathematical  Tracts  of  Benjamin  Robins ,  con- 
tient un  écrit  publié  en  1735  ,  où  se  trouvent  (p.  55,  67)  les  deux  propositions  sur  les- 
quelles le  géomètre  français  appuie  sa  théorie  des  limites.  Mai^  quand  il  perdrait 
le  mérite  de  la  priorité ,  il  lui  resterait  toujours  celui  d'avoir  propagé  et  accrédité  des 
idées  saines,  qui  seraient  demeurées  infructueuses,  sans  le  soin  qu'il  a  mis  à  Us  dé- 
velopper et  à  les  rappeler  à  propos. 

Page  xvij  ^  ligne  21 ,  à  lajin  de  V alinéa j  ajoutez  en  note  : 

Lagrange  parait  n'avoir  d'abord  conçu  l'exactitude  du  Calcul  différentiel  que  comme 
le  résultat  de  la  compensation  de  deux  erreurs,  dont  l'une  consiste  dans  les  termes 
qu'on  néglige ,  l'autre  dans  l'application  à  la  courbe  des  déterminations  calculées  pour 
le  polygone  (Voy,  Miscellanea  Taurinensia,  tom.  II,  partie  II,  p.  i73)« 

Page  xxiij^  ligne  12  j  après  le  mot  indéterminé  ^  ajoutez  en  note  : 

M.  Laplace  a  depuis  présenté  les  mêmes  idées,  dans  sa  Théorie  analytique  du  Calcul 
des  Probabilités  ^  p.  711. 

Page  xl,  ligne  5,  à  lajin  de  l'alinéa. 

f^qyeZj  dans  les  Açertissemens  placés  à  la  tête  du  second  et  du  troisième 
volume j  les  modifications  apportées  à  celte  distribution  de  l'Ouvrage. 

INTRODUCTION. 

iV*  5^  à  lafn,  page  4^  ajoutez  : 

On  nomme  /onctions  entières^  celles  dont  les  variables  ne  paraissent 
point  en  divisent  ^  ou  ne  portent  point  d'exposant  négatif;  les  autres 
sont  des  fonctions  fractionnaires. 

Les  fonctions  rationnelles  sont  celles  où  les  variables  n'entrent  sous 
aucun  radical^  ou  ne  portent  point  d'exposant  fractionnaire  j  les  autres 
^ont  des  fonctions  irrationnelles^ 

On  donne  encore  aux  fonctions  des  qualifications  diverses,  qui  sont 
expliquées  lorsqu'oa  en  ù\\,  usage,  et  qui  sont  rappelées  dans  la  Tabi^ 
eu  matières,  aa  mol  fonction» 
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N'*  9j  à  la  fin  j  page  iZ,  ajoutez  en  note  : 

On  doit  rapprocher  de  cet  article  la  note  miae  an  bas  de  la  page  36a  du  mâm« 
Tolumé ,  et  observer  que  le  genne  de  ces  considérations  se  tronye  dans  la  I'*  propo- 
sition du  X*  lÎTre  des  Élémens  d'Euclide,  où  il  prouve  que  si  l'on  retranche  à  une 
grandeur  sa  moitié  ^  puis  à  ceVerci  sa  moitié,  et  ainsi  de  suite  ^  on  parviendra  à  im 
reste  moindre  que  telle  grandeur  qu^on  voudra  s  c*est,  en  d*autres  termes,  montrer 
que  la  série  ÎThi+î  +®^c»  »  poussée  à  riafini^  a  pour  limite  Tonité. 

Note  de  la  page  Z2,  ajoutez  : 

Dès  1634^  Henri  Briggs,  dans  son  Arithmetica  logarithmica ,  ayait  donné  la  loi 
de  la  dérivation  successive  des  coefficiens  d*une  puissance  entière  et  positive  du  bi- 
nôme ;  mais  il  n'en  avait  point  écrit  Texpression  en  signes  algébriques»  (Voy.  Scriptores 
logarithmici,  tom.  11^  p.  i65).  . 

Page  5o,  ligne  14. 

L'ouvrage  de  Muller  a  pour  litre  Traité  analytique  des  Sections  ço- 
niques.  Fluxions  et  Fluentes/  et  c'est  à  la  page  iia  de  la  traduction 
française 9  que  se  trouve  le  passage  cité. 

Ibid.^  ligne  ai. 

Le  Mémoire  de  M.  Lavernède  est  inséré  dans  le  tom.  I^  àen  An^ 
nales  de  Mathématiques  pures  et  appliquées j  aux  pages  18  et  78. 

iV^*  35,  page  5a, 

La  série  qui  termine  cet  article  se  trouve  dans  les  Mathematical  Me* 
moirs,  de  Landen^  tom.  I^  p«  69. 

N^  55,  page  55,  ajoutez  : 

Si  Von  se  demandait  ici  ce  que  c'est  qu'une  puissance*  h  exposant 
imaginaire^  il  faudrait  passer  au  n""  4^>  p.  68  ^  où  Ton  en  trouverait 
une  explication. 

iV^*  4^j  page  68,  à  la  fin,  ajoutez  : 

Les  expressions  du  sinus  et  du  cosinus  en  exponentielles  imaginaires, 
qui  reviennent  si  souvent  dans  la  haute  Analyse^  sont  toujours  attribuées 
par  Ëuler  à  Jean  Bernoulli  ;  cependant,  on  ne  les  trouve  point  dans 
les  Œuvres  de  ce  dernier;  mais  elles  sont  une  conséquence  très'^pro- 
^cbaine  de  ce  qu'on  lit  à  la  page  400  du  tome  i^.  II  se  peut  aussi  qu'EuIer 
les  ait  connues  par  son  commerce  avec  Jean  BernouHi  ^  dont  il  était 
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le  disciple.  II  en  parle  pour  la  première  fois  dans  le  tome  VU  des 

MiscellaHea  BeroUnensiaj  p.  177. 

N*  45>  à  la  fin,  page  70. 

Voyez  a  ce  sujet  le  tome  fX  des  Nos^a  Jeta  Acad.  Peirop.,  p.  4» 
de  \ Histoire ,  où  Ton  cite  cd  note  une  formule  d'£uler^  qui  se  trouve 
dans  le  tome  X  de  la  même  collection. 

iV*  48 j  à  l^fi^j  pcg^  78  j  ajoutez  : 

Ces  équations  forment  le  lemme  I^^  des  Miscellanea  analjrticaj  de  , 
Moivre.         •  * 

N'  54,  page  87, 

I.  Le  procédé  indiqué  dans  cet  article ,  comme  n'étant  sujet  à  au- 
cune restriction ,  et  qui  consiste  a  regarder  comme  égaux  les  dévelop- 
pemens  de  (iu  +  0"  ^^  ^^  (^+^)")  q^^l  V^^  soit  l'exposant  Uy  a  été 
donné  par  Euler^  en  1765  (Novi  CommerUarii  Acad.  Petrop.  ^  t.  V^ 
p.  164)9  et  reproduit  9  depuis  cette  époque ,  dans  un  grand  nombre 
d'ouvrages,  sans  qu'on  se  fût  aperçu  de  son  inexactitude.  Lagrange 
croyait  encore^  en  1806  (Leçons  sur  le  Calcul  des  Fonctions)  ,  que  Tex* 
pression  de  cosjc"  convenait  à  toutes  lés  valeurs  qu'on  peutdonner à  n; 
znais  en  181 1  ^  dans  le  a*  volume  de  la  Correspondance  surThcoU  Po^ 
Ijrtechnique  (p.  212)9  M.  Poisson  Gt  connallrei  Terreur  qui  avait  affecté 
si  long-temps  ce  point  de  la  théorie   des  fonctions  circulaires. 

Lorsque  l'exposant  n  est  entier  et  positif^  les  développemens  de 
(m  +  i^)"  et  de  (v  4-«)*  sont  en  effet  composée  des  mêmes  termes ,  dont 
le  nombre  esH^ni  y  rangés  seulement  dans  un  ordre  inverse  ;  mais  si 
n  est  fractionnaire 9  les  quantités  (a+t')"et  (t^  +  u)"  répondent  k  deux 
racines  différentes ,  et  leur  somme  ne  saurait  par  conséquent  donner 
le  double  de  la  valeur  delà  quantité  cherchée.  CVeslce  qu'on  va  voir  par 
le  calcul  suivant. 

II.  Ayant  posé,  comme  dans  le  texte  ^ 

cosx  +  V—  I  sinx  =  u,      cosx  — y/ — i  s\nx;=spy 
d'où 

acoso:  =:u  +  p,         a*  cos ar"  s=  (a  + 1»)", 

M.  Poisson  donne  au  développement  de  la  dernière  équation  la  forme 
a-cosa^^ssu^H —  u'^^.w-^ — ï—^J^if^-i^u^^^ — ^"—7—^ ^«^^••uV+ etc.  ; 
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et  à  cause  que 

wp  s=  I ,       II"  sa  (cosx  4-  V^  sinxy  ==  cosnx  +  V— isînna;, 
il  troQTe 

2i"co8a:'^ss  cosmx+j  cos(m— a)a:+  2iC2ri}  cos(m— 4)jc-4.elc.  ] 

+  V/—  i[sini7ix-f--6in  (i»— a)x-f-  ^-    ~^^  sin (m— ;4)a>+petc.]j 

expression  qui  ne  peut  être  réelle  ^  à  moins  que  la  fonction  de  sinus 
comprise  dans  la  seconde  ligne  ne  s'anéantisse,  ce  qu'elle  &it  lorsque 
l'exposant  771  est  entier  et  positif.  ^  . 

En  e£fet^  le  nombre  des  termes  de  cette  fonction  étant  égal  à  m-|-i| 
le  dernier  terme 

sin(/n— «dm)^  as  sin («^ ma:)  es  —sin  mx 

détruit  le  premier. 

L'avant-dernier  terme  ^  affecté  de 

Ain  (/«— aiîH-a)j:  s=:  sin  [—.(m—  a)jr]  es  —  sin(i»— 2)x, 

ayant  aussi  pour  coefficient  ^  >  détruit  le  second  ^  et^  ainsi  de  suite  ^  si 

le  nombre  in-f- 1  est  pair. 

Dans  le  cas  opposé ,  l'exposant  m  étant  pair,  il  se  trouTe,  au  milieu 
de  la  formule^  un  terme  affecté  de 

sin(m  — w)x  =  sin  0^=0  9 

et  par  conséqueût  nul  par  lui-même  >  tandis  que  les  aulf^  se  détruisent^ 
comme  ci*dessus^  par  couples,  pris  à  égale  distance  des  extrêmes  :  U 
ne  reste  donc  plus  que  la  première  ligne,  qui  est  alors  susceptible 
elle-même  de  la  réduction  exposée  dans  le  dernier  alinéa  de  la  page  88. 
ni.  Prenons  maintenant  les  lettres  li  et  ^  dans  un  ordre  inverse  ; 
développons  l'équation 

2"  coso:"  =  (p  4-  tt)*», 
dans  la  forme 

:i-cosa-=p-+-  ç^-^.ut^'!!t!^!!^=:Ùç^^^  etc.; 

et  comme 

p"  =  (cosop— V-— ^  sinx)»  =  cosnjT*^ \/^^$in /ix. 
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BOUS  aurons 

—  V^ —  1  [  sînmaH-—  sîn(m — 2)jc-f —    '^'    *io(«r*4)'V+**^-]  S  ' 

valeur  quiiliffère  de  la  precëdente  p^  le  signe  de  la  partie  ûnagioair^^ 
et  qui^  par  coaséqueDt^  doit  èlre^  en  général,  une  racina  distincte  d^ 
I^autre  :  ce  n'est  donc  que  dans  le  cas  où  cette  partie  sera  nnll^^  qu'on 
pourra  poser  ^  coaune  1  a  £iit  Euler, 

dans  toni  autre  cas,  ou  ces  deux  yaleurs  conservent  la  forme . 

a*COsa:^  =  ji  +  B  V-^ i  >        a^cosj^r^sss^— -i?  v/—  i, 

lear  demi-somrae  ne  donne  ijne  k  valeur  de  la  partie  réelle  qui  leur 
est  commune. 

IV.  M.  Poisson  vérifie  ses  conclusions  sur  un  exemple  particulier  ; 
qu'il  forme  en  prenant  mss  j,  ^:=7r^  d'où  il  résulte 

2i7(co»ir)*  =  cos  iir-f-l  00s  (f  — a)ir. .  .4^iâz^^^feî±i)  cos  (|  -.a»>+elc.] 

dz  v/rT[sini<*-|-i  sin  a— 2)*. .  .4.î.S=l)^:a!^±i2  sin  (i— an)7»4-elc 

1  •  ai*   0  aB 

or,  n  désignant  un  nombre  entier  positif  quelconque,  tt  la  demi-cîr« 
conférence,  on  a 

cosQ  — *  2n\r=rcos(^g-^a/wr^  c=5  cos  g^  =  i, 
sîn^g  —  2n\r:=sin(^  —  a/OT^  =  siUg^  =3  *\/?> 

et   par  conséquent 

Ceci  donne  bien  les  deux  racines  imaginaires  de  l'expression 


r 
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mais  la   partie  réelle  qui  répond  k  la   série  d'Enler,  se  rédoisant  i 

i  V^f  ^^  donne  point  la  racine  réelle  ^  qai  est  —V^»^lle  donne  sea« 
lement  la  moitié  de  la  somme  des  parties  réelles  des  racines  imagiaaireSi 
ainsi  qu'on  Ta  annoncé  dans  rarticlb  IL 

Les  trois  Talenrs  de  l'expression  proposée  peuvent  se  tirer  d'une  seule 
fàrmole,  en  y  remplaçant  Tare  vr  par  59r,  5w,  jtt^  etc.,  doal  le 
cosinus  est  encore  égal  à  — *i;  mais  il  faut  s'arrêter  ii  Stt^  parce  que 
Jiour  l'arc  7^,  il  vient  cos^7^  =cofe(Jw-Ha^)  =  cos|^,  et  ainsi  des 
autres  multiples  impairs  de  la  demi-circonférences.  Parce  moyen, et 
en  se  bornant  k  l'expression  où  V^—  i  est  affecté  du  signe  +  9  on 
trouve  / 

a^(cos'7r)^=\/=^.  V^:=z(tosl^'\-V^sia^iT)\/2^làL!iÙ:î}/2, 


2^(cos'X')^=  (cos^fT  +  V —  I  sin^)  v^  =s  —  ya , 
a^(cos^)«  =»  (cos  ^  +  V^^  sin  ^\  \/a  =  '"^"^  V^* 

ce  qui  est  exact,  et  se  conclurait  aussi  de  la  seconde  formule  du  n^  67, 
qui^  donnant  les  racines  de  l'équation^*  4- 1  cso^  fait  trouver  celles 

de^  +  i  =  o,  ou  les  valeurs  de  V— i.  Le  tableau  ci-dessus  fait  voir 
que  la  racine  réelle  s'est  présentée  lorsqu'on  a  employé  le  multiple  Sic. 

En  généralisant  ce  qui  précède,  on  en  conclut  que^  si  ms^,  toutes 

les  valeurs  de 

E         e         f, . 

a^^cosj:^  =  y2Pco63i:P, 

s'obtiendront  en  mettant  à  la  place  de  x^  les  arcs 

,   jr,    jc-Ha-Tr,    x+2.2ic^    x-4-Cy— 0^^> 

dont  le  nombre  est  ç  >  et  qui,  ayant  tous  le  même  cosinus  qae  x, 
donnent  la  même  valeur  pour  cos^.  Lorsque  x  =  :t,  les  résultats  se  vé- 
rifient comme  ci-dessus. 

y.  Ce  qu'on  vient  de  lire^  quoique  très-satisfaisant  ^  laisse  encore 
k  désirer  quelques  éclaircisseroens^,  ce  semble^  car  on  n'apperçoit  pas 
toujours  9  à  la  simple  inspection ,  comme  dans  l'exemple  de  l'article 
précédent  9  que  la  partie  imaginaire  de  l'expression  de  2*cos,r*  se  dé- 
truit en  effet.  En  posant  >7i=:— i^  on  tombe  sur 

— —  =  cos( — x) — cos( — 5j:)-f-cos(— 5a:)— cos(— 7jr)-f-elc.  ) 

dt  V~ï  [8iu(— dp)— sin( — 5dp)-f-sîn(— 5x)— sin^ — 7ar)-f-e^^-]^ 
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équation  dont  le  premier  membre  est  toujours  réel  ;  il  faut  donc  que 
ia  seconde  série  disparaisse ,  quel  que  soit  x^  ou  ^  ce  qui  est  la  même 
chose,  soit  le  développement  d*une  fonction  identiquement  nulle.  Cette 
conséquence  se  vérifie  encore  assez  aisément  dans  le  cas  actuel ,  en 
décomposant  la  série  qui  multiplie  \/ — i ,  en  deux  parties , 

— •  (sîtt  X  +  sin5^  +  sia  gjc  -+•  etc.) 
+  (sinSx  +  sin7^  -h  siniio:  +  etc.), 

qu'on  peut  exprimer  au  moyen  delà  formule  du  n"*  ioi4i  qui  donné 
la  limite  d'une  série  de  sinus  d'arcs  en  progression  par  différences^ 
ayant  p  au  premier  terme  et  q  pour  différence*  Si  Ton  fiiit  q=i/^Xf 
et  successivement  p=sXy  p=i5xy  on  trouvera 

COS(X— >-fl37)      ,      C0s(3jC  —  fl j)    ^ 


asm  ax        '  a^m  stx 


puisque  cos— x  =  coSir, 
Le  cas  ou  m  =  ^  ,  pour  lequel  l'expression 

d:  V/irr[sînia:+isin(-5a:)-i^sî^^ 

doit  donner  des  valeurs  toujours  réelles ^  tant  que  <^<C^9  ou  >  — »  ne 

me  parait  pas  aussi  facile  à  traiter  en  général;  et  cependant  une  plus 
ample  connaissance  du  sujet  ne  serait  pas  inutile ,  car  il  présente  en-» 
core d'autres  difficultés^  lorsqu'on  y  introduit  la  considération  des  équa« 
tiens  différentielles^  ainsi  qu'on  le  verra  dans  l'addition  au  n*  102 ^ 
(a®  chapitre ,  p.  274  du  I^  volume). 

YI.  £n  attendant  9  je  ferai  remarquer  que  si  l'on  développe  ^  par  la 
formule  du  binôme^  le  second  membre  de  Téquation 

on  trouvera  ^     . 

expression  qui  conduit  sur-le-champ  à  celle  de  l'article  II  y  si  Ton  y 
remplace  les  exponentielles  e'»*!/^,  «('»-»)'' V^-»,  etc.,  pa) leurs  valeurs 

cos  ntx  4-  V— I  sinmx ,       cos  (m — a)jc  +  \/--^i  sin(/w— 3)x ,      etc. 
5.  77 
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On  obtiendrait  la  seconde  expression  de  a"  cos^r*  (p.  607),  ii  on  claQ- 
geaîl  Tordre  des  termes,  en  développant  («-^V^—'+e'V^)",  au  lieu  de 
(  e»t/— '  -|-  <r-^  V^)",  parce  que  les  exponentielles  étant  alors  de  la  forme 
^-(m-a/i^v^-,^  répondraient  k  cos(/?i — 2n)x  —  V^ —  1  sin(m — 2n)x. 

N*  SSj  page  90. 

I.  Tout  ce  qui  a  été  dît  sur  le  n*  54,  trouve  encore  son  applica- 
tion dans  celui-ci.  En  développant  le  second  meoibre  de  Téqualioa 


(2  \/ — i)'"sinaf  =  (a  —  p)"*, 

et  supprimant  dans  chaque  terme  les  facteurs  u\fy  a*(^%  etc.,  égaux  à 
l'uniléj  on  parvient  à  une  expression  composée  de  deux  parties,  lune 
réelle  et  Tautre  imaginaire  :  celle-ci  se  détruit  lorsque  l'exposant  /nestua 
nombre  pair;  mais,  dans  le  cas  contraire,  elle  subsiste,  et  c'est  alors  la 
première  qui  s'évanouit,  en  sorte  que  pour  l'un  et  l'autre  de  ces  cas,  oa 
trouve  un  résultat  réel  semblable  à  celui  que  j'ai  donné,  d'après  Ealer, 
dans  l'article  cité.  La  formule  générale  peut  se  tirer  aussi  de  celle  de  l'ar- 
ticle II  de  l'addition  précédente,  par  le  changement  de  x  en^— jci^û 
moyen  duquel  cosx  devient  sin  or;  oh  trouve  ensuite  aisément,  parles 
formules  qui  expriment  cos(azb  &)  et  sin(a=i=.&),  que 

cos(m — 2nX  -  — x\ = db  Fcos  ^  cos(m — 2n)x^%m  ^  sin(i»— »)r  J  y 

sin(/7»—  a/iX  ^— or^  =s  zfc  rsin — dos(ii>— a;ï)x— cos — 8in(/?>— 3/1)0:  J, 

et  avec  ces  valeurs  on  obtient 

ùrsinx"*  =  f  cos h  V —  I  sm  — j  x 

Fcos/wa:  —  —  cos(yn-*a)x-H^^'^  ~     cos(/n — ^)x — etc.JI 

+  ^sm  —  --  \/^^i  cos-J  X 

[^sin/7tr  —  ^  sin(/n— a)ar+îîfcil  sin(«i— 4)j«:-.etc.] 

II.  On  arrive  peut-être  encore  plus  Ê^ilement  au  re'sultat,  en 'dé- 
veloppant ^  par  la  fonaule  du  binôme,  le  second  membre  de  l'équa*!*"* 

Bvaaf 
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ce  qui  donne 

(2  \/ZI^)msinai^z=e^'V^^—^^e'.''^>V^^  e('«-4)'^~— etc., 

et  mettant  pour  les  exponentielles  leur  expression  en  cosinus  et  sinus. 
Si  Ton  changeait  Tordre  des  termes  du  binôme  à  élever  à  la  puissancem, 
on  aurait  un  résultat  qui  ne  différerait  du  précédent  que  par  le  signe 
de  V/— I  dans  le  second  membre. 


N^  66, 'à  Ut  fin  j  page  114^  ajoutez  ; 

Les  fractions  convergentes  qu'on  déduit  d'une    fraction  continue^ 

formant  une  série  de  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  delà  quantité 

qu'exprime  la  fraction  continue,  donnent  un  développement  de  cette 

quantité  en  série.  En  effets  si  on  la  désigne  par  a^  et  les  fractions 

convergentes  par 

^         ^         ^         ^         ^1^ 
y      W^      C^      W^  '^ 

on  aura  évidemment 

et  la  auite  des  relations 

jt  ^  B  ^  C  ^  D  ^ 

^>«,        ^<«,         6^>^>       D^<^9         ^^^-^ 

ftit  voir  que  les  quantités  comprises  entre  les  parenthèses  seront  alter« 
natÎTement  négatives  et  positives.  La  fraction  continue 


i  +  ^ 


+^ 


1  -^etc. 
conduit  ainsi  h  la  série 

Euler  a  aussi  remarqué  qu'une  série  dont  les  termes  sont  alternatif 
vement  positif  et  négatifs  ^  se  convertissait  très-aisément  en  fraction 
continue;  j'en  ai  donné^  d'après  lui ^  sur  la  série 

X"^  ïx^  +  i. 2JC*  — •  1 . 2 . 3ar*  +•  i . 2 .' 5 . ^jc^ — e le. , 

dans  Que  note  à  la  page  Sgi  du  troisième  volum^e,  un  exemple  qui  pour* 
rait  être  mieux  placé  à  l'endroit  cité  de  Flntroduction. 
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Le  Journal  àllemaïKl  cité  à  la  page  5a5  du  présent  volume,  coniteot 
la  transformation  d'une  série  ascendante,  d'ailleurs  quelconque,  ea  frac- 
tion continue.  En  posant  réquation 

t7  4,  Cor  +  Cj:*  +  C^'^^c^  +  etc.  =2  — A~ 

*+ — ?!; 


1  -f"  cte. 


M.  Soldner  a  trouvé 
.-««'  =  C', 

etc. 

On  peut  parvenir  à  ces  formules,  par  la  réduction  des  fractions  conver- 
gentes en  séries  ordinaires,  suivant  les  puissances  de  x,  et  leur  comparaison 
avec  la  série  proposée,  en  ne  prenant  dans  celle-ci  qu'un  nombre  de  termes 
égal  au  rang  de  la  valeur  fractionnaire  employée.  Par  exemple,  si  Ton 

s'arrête  à   la  fraction  *],  ^T*>^ ,  qui  forme  la  troisième  valeur  appror 

cbée,  les  trois  premiers   termes   de    son   développement   donneront 
réquation 

de  laquelle  on  tirera 

it  =  C,     —.«(»'  =  C',     a'^a  +  et(t'ci"=C\     ou     aa'a!' z=z  (7'+Ca\ 

Le  procédé  employé  par  Lagrange  pour  reconnaître  si  une  série  est 
récurrente,  et  que  j'ai  rapporté  dans  le  Con^lément  des Élémens  JtAU 
gebre ,  n'est  autre  chose  que  la  conversion  de  cette  série  en  fraction 
continue ,  sous  la  forme 


S  ^ 


P  +  9X  + 


P.+V«^  + 


Pt+^«r+etc. , 

S  désignant  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de^, 

et  /?,  ^,,  etc.,  ^,  ^,,  etc.,  des  quantités  constantes. 

'Je  terminerai  cette  addition  en  observant,  d'après  M.  Legeodrei 
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Exercices  de  Calcul  intégral,  tom.  II,  p.  ,335 ,  que  tcles  fraclîons  con- 
ïf  tinues  ne  doivent  élre  employées  qu'avec  de  grandes  précautions, 
n  pour  représenter  les  valeurs  des  quantités  qui  sont  susceptibles  d  être 
»  exprimées  par  leur  moyen ,  et  qu'il  faut  s'assurer ,  dans  chaque  cas, 
n  que  la  quantité  nécessairement  omise  dans  le  terme  auquel  on  sar« 
n  réte ,  n'influera  pas  sensiblement  sur  la  valeur  de  la  fraction.  »  Celte 
remarque,  amenée  par  le  redressement  de  quelques  erreurs  échappées 
à  Euler,  rentre,  au  fond,  dans  ce  qu'on  doit  faire  à  l'égard  de  toute 
valeur  approchée  ;  seulement  il  pourrait  arriver,  comme  M.  Legendre 
parait  le  penser,  que  la  forme  des  fractions  continues  fût  souvent  moins 
commode  que  le  simple  développement  en  série. 

iV*  83^  page  i54^  ligne  iS,  après  positifs,  ajoutez  en  note: 

Lorsqu'on  a'en  tient  aux  notipns  arithmétiques  et  algébriques  exprimées  par  Téqua^ 
tion  y  =  af,  il  n'y  a  pas  liea  à  supposer  des  logarithmes  aux  nombres  négatifs  ;  car 
en  considérant  la  base  comme  positive  »  jamais  l'expression  de  y  ne  peut  changer  de 
signe  ;  et  si  l'on  donnait  le  signe  —  à  cette  base  »  une  partie  des  nombres  n'aurait  point  de 
logarithmes,  parce  qu'une  partie  des  logarithmes  réels  correspondrait  à  des  expressions 

imaginaires.  En  effet,  toutes  le»fois  qae  x  serait  de  la  forme  '  ,  on  aurait 

Sàg 

y  =  K— <i"'^",  résultat  imaginaire,  et  la  valeur  réelle  y:s:ya*^^,  ne  se  tronyerait 
point  dans  la  série  de  celles  àey^  déduites  de  l'équation  y^=z  (—a)'. 
.  D'un  antre  côté ,  si  l'on  fait  attention  qae  les  racines  des  degrés  pairs  sont  sus- 
ceptibles du  double  signe  db,  on  sera  porté  à  croire  qu'il  y  a  des  nombres  né^« 
tifs  dont  les  logarithmes  sont  réels ,  puisque  si  l'on  prend  y  =  a**,  on  en  con- 
clura 1/3^  =  dia"*;  mais  il  £aut  faire  attention  qu'on  ne  doit  mettre  ±:  devant  la  ra* 
cine  qnarrée  que  quand  on  ignore  si  a'"  vient  de  (+0)*"",  ou  de  (— n)**,  ambiguïté 
qui  n'a  pas  lieu  maintenant,  puisqu'on  suppose  que  a  est  toujours  positif.  (Voyez 
les  Mélanges  de  la  Société  de  Turin,  tom.  II,  p.  SSq.) 

PREMIER  CHAPITRE  DU  PREMIER  VOLUME. 

N*  8^  à  la  fin,  page  149^  ajoutez: 

Ccst-à-dire^que 

àK^au)  =t:  a{u  +  dw)  —  aa  =  aàu. 

Au  n*  4^  y  page  191 ,  a  la  fin,  ajoutez  en  note  : 

Condorcety  dans  l'ouvrage  dont  il  est  fait  mention  à  la  page  xxij  de  la  Préface  » 
présente  d'abord  la  formation  successive  des  équations  différentielles ,  comme  on  l'in- 
dique ici^  et  prouve  ensuite  que  par  leur  moyen  on  rend  identiquement  nuls  les  coef^ 
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ficiens  des  pinaatnces  de  h,  dans  le  déyeloppement  de  l'équation 

lorsqu'on  a  mis  pour  k,  comme  au  n®  4^ ,  la  série  qu'il  représente.  Mais  cette  marche 
mène  à  des  calculs  assez  compliqués. 

JV^  6qj  à  la  fin,  page  217^  <ijoiUez  : 

Donnons  pour  exemple  de  ce  dernier  changement  le  cas  où  la  diffé- 
rentielle de  la  fonction  qu'on  prend  pour  variable  indépendante  est 

d^  =  \/dx*  H-  dj* ,     d'où  il  suit    o  =  da:d*a:  +  djày. 

En  tirant  de  cette  dernière  équation  la  valeur  de  d^r ,  pour  la  substHiier 
dans  la  fonction  différentielle  proposée^  on  trouve 

(dx«  +  dyy    _  dx(d jc» +dyy  _  djcdt 
àxdy  —  dyd^x         (dx^+dy^dy  dy* 

N*  71,   à  la  fin  j  page  222^  ajoutez  : 
Il  faudra  qu'après  la  substitution  de  ces  valeurs,  dr  et  ses  d^fféren* 
tîelles  de  tous  les  ordres  disparaissent  de  l'expression  proposée. 

On  peut  aussi,  par  le  moyen  de  ces  formules,  ramener  à  dépendre 
immédiatement  de  x  les  différentielles  d'une  fonction  j-^  formées  en 
prenant  pour  variable  indépendante  une  fonction  donnée  de  x  et  de^,  et 
faisant  sa  différentielle  constante*  On  y  parvient  en  combinant  avec  ces 
mêmes  formules  les  équations  foni|ées  par  les  différentielles  2%  5%  etc.,  de 
la  fonction  donnée,  égalées  à  zéro. 

Si,  par  exemple  y  on  avait  pris  pour  différentielle  constante , 

d^  =  v/d^'-H  dy'*  =  djtr  v/i  +p% 
on  égalerait  à  zéro  ses  différentielles,  pour  former  les  équations 


pdpdx 


O  =  d*x  Vi  +P*  +  y"^^  ^^  d^jc(i  +p^)^pçàx^  =  o  * 
etc., 

dont  on  tirerait  les  valeurs  de  d*Xy  d^x^  elc.^  qui  serviraient  à  cbasser 
ces  différentielles  des  expressions  de  d^,  d^,  etc. 
Soit  la  fonction  proposée 

d.rd/  drl/d.r*+dy* 

ày ^^    ' 

obtenue  précédemment  en  prenant  dt  pour  constante;  fin  y  mettant 
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la  valear  de  d'à:.,  on  trouve 

.      dy  =ydr*H-;id«x:±=7dx*--e!2Ë|!«-2^^ 
d'où  Ton  déduit 

formule  qui  revient  à 

(djc*  4>  ày^Y 

quand  on  suppose  d^  constant  (69), 

N""  79^  À  lajin,  page  a37,  ajoutez  : 

On  trouvera,  vers  la  fin  du  V®  chapitre,  à  partir  dun*  55o,  des  exemples 
d'élimination  de  fonctions  arbitraires ,  et  au  n"*  343,  un  procédé  spécial 
pour  faciliter  cette  opération. 

iV*  85^  P^^  ^4?^  ligne  dernière,  ajoutez  : 

Aux  huit  notations  indiquées  en  commençant  cette  page,  il  faut 
joindre  celle  qu'Ëuler  a  proposée  en  1786,  dans  les  Noi^a  Acta  Acad. 
Petrop.  (p.  17),  pour  abréger  l'expression  des  différentielles  partielles. 
Il  veut  qu'on  écrive 

d  j^  V        A      ^^  d-     d*   y>  ,.  ,      'ff^nfr 

-  f^  SLVL  heu  de  X-  >  —  .  —  ^  au  lieu  de  t-^th  9 

ce  ^  ax  ^  X     y  dx"ay"  ' 

et /iP^ pour  l'intégrale  fVàxy  prise  en  regardant  a:  comme  seule  variable. 

X 

Cette,  notation  a  été  employée  par  M.  Servois,  dans  une  intéressante 
exposition  quil  a  faite  des  principes  du  Calcul  aux  différences  et  du 
Calcul  différentiel,  sur  laquelle  je  reviendrai  dans  la  suite,  et  qui  esl 
insérée  dans  les  Annales  de  Mathématiques,  tom.  Y,  p.  93. 

DEUXIÈME  CHAPITRE  DU  PREMIER  VOLUME. 

JVt  84,  à  lajîn,  page  2^g,  ajoutez  : 

Celte  série  estuonomée  très-souvent  le  théorème  de  Maclaurin.  (Voy. 
le  n*  io3;) 
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iV*  103^  page  2j5,  à  la  fin,  ajoutez: 

I.  L'addition  qui  a  ëlé  faite  aa  n*  54  de  Tlntroductioa^  p.  6o5  de 
ce  volume^  a  des  conséquences  qui  s'étendent  sur  le  n""  loa;  car  il 
faut  voir  comment  un  développement  de  cosx%  formé  d'après  la  re- 
marque de  M.  Poisson  ^  satisferait  à  l'équation 

n^sin  jc  4-  ^  cosar  ==  o (i), 

qui,  d'après  son  origine,  doit  subsister,  quel  que  soit  Texposaotn. 

En  représentant,  pour  abréger,  par  X  et  par  X  les  deux  séries  qoi 
entrent  dans  la  valeur  de  cosop",  composée  sur  celle  de  la  page  6069  et  di- 
sant ^  en  conséquence, 

^  =  co8x-=:i(jr=b;rv/=nf),  d'oii  g=i(g=fcg:v=^), 

l'équation  (1)  deviendra 

nXùviX  -+•  X-  cosjcdbr/iX'sînar+  ^  coso?)  s/ — 1  =3  0; 

dont  il  faut  égaler  séparément  à  zéro  la  partie  réelle  et  la  partie  ima* 
ginaire,  qui  ne  peuvent  se  détruire  l'une  l'autre  :  ainsi  on  aura  deux 
équations 

nXhWkX  +  "j-  cosx  ==  o • .  .(a)  , 


éx 
Ax 


nXsmx  H-  -g—  cos«  =s  o.  • *  •  «(5)  7 


semblables  à  (i)  et  montrant  que  les  séries  représentées  par  X  et  par  J7, 
savoir , 

Xcrcos»a>f--cos(/i — 3)jcH — ^^j-^QosÇn — l^j^-^  ■    ^  ^  ^ — ^cos(n— 6)j?  -f-etc, 

Xz=zshmxJ^\^\n{nr^2)x^'^^ 

peuvent  être  prises  pour  des  valeurs  de^. 

Les  calculs  du  n*  102  font  déjà  voir  que  l'expression  de  ^  remplit  celle 
condition,  puisque  c'est  la  série  qui  multiplie  le  coefficient  indétermi- 
né ^,  dans  la  valeur  de  cos:r",  rapportée  sur  la  page  275.  Les  mêmes 
calculs^  faits  en  posant 

jr  =  A^sinnix  +J?'sin(/n — i)x-HC'sin(m'—2)r-|-/)'sin(w--5)a>f-etc., 
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conduiMiient  au  dëveloppemeDt 

cosaf  =  A'  |sm«a:-+-Y  8În(/i-~3)x-f.22iz:l2  sin{n — 4)^  +  e^cA  ; 

iinsi  jr<=sA'X'  vérifie  Téquation  (i)  atissi  bien  que  jrz^j^X^  quel  que 
éoit  d'ailleurs  le  coe.fficieat  cojistaut  A*  ;  la  valeur 

satlsfeit  donc  à  rëqnation  (i),  et  jusqu'ici  les  deux  mëtfaodes  suivies 
pour  le  développement  de  la  fomiction  cos  a:%  paraissent  s'accorder;  on 
est  seulement  induit  à  regarder  comme  incomplète  la  valeur  obtenue  dans 
le  n*  xoa;  car  d'après  cequ'on  vient  de  voir^  on  croirait  pouvoir  supposer 

^  =  eosx-  s=  JX^  A'X\ 

sauf  à  délermîper  lescoeflSciens-^  et  A*  par  des  valeurs  particulières  de/. 
IL  C'est  alors  que  se  présentent  de  nouvelles  difficultés.  C'est  une 
loi  du  Calcul  intégral  (Sgi),  que  la  valeur  la  plus  générale  qui  satis* 
fait  à  une  équation  diflerentielle^  ne  dpit  pas  contenir  un  nombre  de 
ironstan^tes  iarbitraires  plus  grand  que  Texposant  de  Tordre  de  cette  équ^-* 
tion;  et  cependant  il  s'en  trouve  deux  dans  la  valeur  précédente  de/, 
quoiqu'elle  ne  réponde  qu'à  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 
C'est  là  une  contradiction  très-forte^  qui  se  manifeste  aussi  par  les  équar 
lions  (2)  et  (5),  qu'on  peut  inettre  50us  la  forptie 

—  -4-  nXisku^x  =  0^ 

-g.  4-  nX'imgx  =  o; 

irar  en  éliminant  alors  tangx^  il  en  résulte 

XAX^XàX=:o,    ou    ^'  —  ^  =  0,    ou    dlJ?  — dlJr=:o, 

équation  qui  ^«  la  différentielle  de  JX'  — UTsal^",  U"  désignant 
.une  xjuuitité  constante  quelconque;  et  en  passant  auf  nombres  ^  on  9 
par  conséquent 

^  »  ^",      et      X'  =s  4'X. 

Cette  relation,  iiéces$aire  et  incontestable^  entre  les  deux  valeurs  qui 
doivent  satisfaire  à  réqi\ation  (i)^  étant  iotroduite  dans 

j^  AX+J^X',    ^onnfi   jr  :=  (A  +  A' A'')X, 

5,  78 
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valeur  qui  renlre  dans  celle  que  Lagrange  a  trouvée,  savoir,  jps^X, 
puisque  le  coefficient  A'\^A'A'  peut  être  considéré  comme  une  seule 
constante.  Voilà  l'expression  cos  a:"  ramenée  à  la  forme  que  lui  sup-^ 
posait  Ëuler. 
On  en  aurait  une  autre  de  la  forme  ^e=-i^'X',  si  l'on  mettait  pour  JT 

sa  valeur  j  9  ^^  qu'on  remplaçât  par  la  simple  constante  ^Ma  quan- 

tité  complexe  -77 -f"-^'* 

Cela  posé  9  pour  déterminer  les  constantes  A  et  A' y  datis  les  expression» 
cos  a:"  =  AXy  cos;r"  =  A'X\ 
il  faudrait  encore^  comme  dans  le  n*  loa,  faire  xssio'^  il  viendrait 
^  =  -i; ,  ainsi  qu'on  la  trouvé  d'abord  ;  mais  comme  la  série  XJ  s'évanouit 
lorsque  arrzro,  on  aurait  -^^  =  —  =  infini,  ce  qui  fait  voir  que  la  se- 
conde valeur  ne  satisfait  pas  à  la  question  proposée,  mais  seulement 
à   réqualion  diflFérenlîelle  qui  est  plus  générale. 

Si  Texposant/z  était  fractionnaire,  il  semble  qu'on  introduirait  aisément 
les  racines  imaginaires  dans  la  formule  générale  cos  j:"=-^jr,    car  si 

ronposait72=-,  la  constante  A  se  déterminerait  par  l'équation 

V I  ==:  A  v^ ,  dans  le  premier  membre  de  laquelle  on  pourrait  mettre 

successivement  pour  V^i ,  les  p  valeurs  dont  cette  expression  est  sus- 
ceptible; et  de  cette  manière  l'équation  cosx"=^X  paraîtrait  con- 
venir à  tous  les  cas. 

III.  Cependant   l'exemple   numérique  donné    par  M.  Poisson,   sur 

(cos9r)3  (p.  607),  ne  laissant  aucun  doute  sur  l'inexactitude  de  cette 
équation  dans  ce  cas  particulier,  ne  permet  pas  de  supposer-  que  la 
fonction  -X"' soit  toujours  nulle,  ou  exclue  du  développement  de  cos  a:"; 
comment  donc  concilier  les  deux  méthodes  employées  pour  parvenir 
&  ce  développement?  à  moins  de  dire  que  les  séries  X  et  X'  ne  vé- 
rifient pas  réqualion  (i)  quand  n  est  un  nombre  fractionnaire,  ce  qu'on 
pourrait  peut-être  inférer  de  la  marche  même  des  calculs  du  n*  102  , 
ou  de  la  substitution  immédiate  des  séries  X  et  X'  dans  Téquation  (ï). 
Quel  que  soit  le  terme  où  Ton  arrête  ces  séries,  elles  introduisent 
dans  l'équation  un  dernier  terme  qui  n'est  détruit  par   aucun  autre. 
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«laîs  qui  dfsparait  par  son  coefficient^  lorsque  n  est  un  nombre  enlier, 
auquel  cali  Téquation  (i)  est  complètement  vérifiée. 

En  effet,  si,  conformément  à  ce  qui  a  été  trouvé  sur  la  jpage  ayS 
(du  premier  volume)  on  fait  mss,nyBz=o^  Dz=o^  etc.,  dans  l'équation 
qui  termine  la   page  274  >  elle  devient 

>C— a/îy/]sin(/z — i)X'^[/^E'--^:i{n^i)(r[ûx\{n^^^  } 

et  si  Ton  borne  l'expression  de  ces  af  aux  termes 

J  cas  ruv  +  Ccos  (n — 2)x  -f-  Ecos(n — /^)x^ 

en  négligeant  le  terme  Gcos(n'^6)x  et  les  suivans,  il  restera  dans 
réquation  précédente  le  terme  —  2(/i— 2)£sin(/i—5)a:,  dont  le  coeffi- 
cient 2(«— 2)£  =  n(«— 'i)(/i*— 2)-/^  ne  disparaîtra  de  lui-même  que  pour 
les  exposans.  i  et  2.  On  trouverait  un  résultat  analogue  pour  la  série 

^'sin/w:  +  Csio(/i— 3)jtr  +  £^'sin(rt— 4)'^  +  etc. 

Si  les  séries  ,X  et  X'  procédaient  suivant  les  puissances  ascendantes 
de  X ,  la  supposition  de  x  très  -  petit  les  rendrait  convergentes  ;  le 
terme  restant,  qui  serait  affecté  d'une  puissance  x%  devenant  d'autant 
moindre  que  r  serait  plus  grand,  laisserait  aussi  d'autant  moins  d'er« 
reur  dans  Téquation ,  qui  approcherait  ainsi  de  plus  en  plus  d'être  vé- 
rifiée ,  à  itiésure  qu'on  pousserait  le  calcul  plus  loin.  C'est  ce  qui  4urrive, 
par  exemple ,  dans  le  second  membre  de  l'équation 

55:x-+-a:4-Jt:'«4-«3c^4-  etc. , 


par  rapport  au  premier  ;  maïs  peut-on  dire  la  même  ctose  de  Téqua- 
tîon  (i),  où  le  terme  qu'on  néglige  est  composé  d'une  fonction  cosrx, 
ou  sinrx^  qui  ne  tend  point  à  diminuer,  multipliée  par  des  coei&ciens 
qui  ne  forment  pas  une  série  décroissante  ? 

Si  cette  réflexion  était  bien  ifondée,  il  ne  serait  permis  d'employer, 
même  comme  développemens ,  que  des  séries  dont  la  forme  serait  telle 
qu'elles  eussent  été  convergentes  au  moins  dans  un  cas ,  ainsi  que  Test, 

par  exemple,  la  série  ^~  * — S2l!Ili2'-f-  etc.  du  n*  aS  deTlntroduction, 

lorsque  a  est  peu  différent  de  l'unité,  quoiqu'elle  devienne  ensuite  très» 
divergente. 

Les  développemens  de  cosjc"  et  de  sina:^"  n'ayant  jamais  été  .employés 
que  ponr  un  exposant  entier  positif,  cas  où  les  divers  moyens*  d'y 
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parvenir  s'accordent^  il  est  tout  simple  que  les  difficultés  que  je  YieoRf 
d'exposer  n'aient  pas  encore  été  remarquées  ;  elles  ne  méritent  même 
de  l'être  que  comme  une  de  ces  circonstances  où  les  résultats  du  cal- 
cul oQrent  des  paradoxes  qui  demandent  une  interprétation  particulière. 
On  en  a  rencontré  souvent  de  telles^  qui  ont  été  très-heureusemenC 
expliquées;  celle-ci  le  sera  peut  -  être  bientôt;  mais  ^  en  attendant, 
^a  nature  de  mon  Ouvrage  me  faisait  un  devoir  de  ne  pas  la  passer  sous 
silence^  et  c'est  aussi  dans  cette  intention  que  j'y  ajouterai  encore  quelque» 
observations  qui  m'ont  été  communiquées  par  M.  Defters,  maître  de 
conférences  à  l'École  Normale. 
IV.  On  Zy  quel  que  soit  x, 

co8;r  =  ,  -  ^  +  _^--_^L^  4.etc, 

série  qui  finit  toujours  par  être  convergente;  on  conclut  de  là  ne^ 
cessairement 

cosx*  Sïs  { I  —  — -  -♦ 5-y  •*-        f  y  k'â  +  ctc^,  Y 

\  i.a    •    i.a.3.4        1.2.0.4.5.6     '  / 

=3=  I  +  Jx^  4-  Bx^  +  Cx^  +  etc.  (*). 

Cette  série  ^  dans  laquelle  Ay  By  Cy  etc. ,  désignent  des  coefficiens 
eonstans  et  réels  ^  ne  saurait  renfermer  que  des  puissances  paires  de  x^ 
quand-même  le  nombre  /i  serait  fractionjaaire ,  et  l'on  en  déduirait  toutes 
les  valeurs  dont  cosj^est  alors  susceptible  ^  en  la  multipliant  parcelles 
que  prends  dans  ce  cas^  la  puissance  n  de  l'unité.  Conunent  concilier  cette 

(^  Je  ferai  remarquer  ici  que  les  séries  qni  expriment  sinx  et  cosx  par  FarCy 
sont  plus  générales  que  leurs  inverses  ^  qui  expriment  Tare  par  le  sinus  ou  le  cosinus  : 
les  dernières  ne  conduisent  qu*au  plus  petit  des  arcs  qui  ont  le  même  sinus  on  le 
même  cosinus»  tandis  que  les  premières  donnent  le  sinus  ou  }e  cosinus ,  quel  que  soit 
celui  de  ces  arcs  qu*on  prenne  pour  x\  cest  ce  que  prouve  leur  tendance  à  conver- 
ger, quelque  grande  que  soit  la  valeur  de  x  (JnU  ad) ,  et  leur  décompositioii  ea  fac- 
teurs (1180). 

n  ne  faudrait  pas  néanmoins  étendre  cette  affirmation ,  an  développement  de  cosx*; 
car  il  demeure  réel  pour  toutes  les  valeurs  de  cr,  quoiqu'il  soit  prouvé  que  cette 
fonction  doit,  lorsqfue  n  est  une  fraction  de  dénominateur  pair,  devenir  imaginaire  pour 
tontes  les  valeurs  de  x  qui  rendent  «foso:  négatif;  et  cela  tient  sans  doute  à  ce  que, 
'  xi*étant  pas  de  la  même  forme  que  celui  de  cos  jr,  il  cesse  d*étre  convergent  quand  % 
atteint  une  certaine  grandeur.  Pareille  chose  arrive  au  développement  de  |/i  —  j*^  tou- 
jours réel;  mais  qui  n'est  plus  convergent  quand  x>  i.  Ces  remarques,  et  celles  du 
texte,  montrent  avec  queOe  ciroonspectioA  il  faut  employer  les  suites  infinies^ 
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forme  avec  Texpression 

-f-V'^  [  sinnx  +j  sin(/i>~3)jc  +    \l^    sîn(/i— 4)0:  +  etc.]  j , 

dans  laquelle  la  secotide  ligne  ^  développée  suivant  les  puissances  de  x, 
n*en  contiendrait  que  d'impaires^  et  qui  n'a  pas^  comme  la  précédente^ 
la  propriété  de  demeurer  la  même  quand  on  change  x  en  — a:?  Il 
aenîble  encore  qu'on  ne  peut  sortir  de  cet  embarras  qu'en  admettant 
que  la  fonction 

sîn  wc  +  -  sîn  (»— 3)x  4-  ^^^~-    sin  (/i— 4)^  +  etc. , 

soit  nulle  y  quelque  valeur  qu'on  donne  à  x^  ce  qui  n'empêcherait  pas 
qu'elle  satisfit  à  Téquation  (i)^  puisque  cette  équation  est  vérifiée  lors- 
qu'on y  fait  en  même  temps  ^i=o,  ^=sb. 

V.  Un  moyen  bien  simple  s'offre  pour  examiner  cette  conséquence  ^ 
c'est  de  substituer  aux  sinus  leurs  développemenSy  et  de  chercher  si  le 
coefficient  qui  multiplie  chaque  puissance  de  x  s'évanouit  indépen- 
damment de-  toute  valeur  dcT^*        . 

On  trouve  d'abord 

-  TX3  [-•+î('^»)'+îSîiï-'(»-4)'+"-fi:=^\^)'-H.c.- 

—  etc. 
dont  le  terme  général  est  aâTecté  de  la  série 

I  désignant  un  nombre  impair.  Pour  parvenir  à  évaluer  cette  série ^ 
M.  Deflers  considère  la  fonction 

r,  ===  n'/^  +  î  (/i-  ii)'^--  +  "i^^  (;,-  4y^4+  etc. , 

dont  ellejdérive  quand  on  siippose  <c=?i>il  déteritaineia  relation  des 
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valeurs  conséculives  T^   3r<+,,  en  observant  qile 

revient  a 

En  faisant  successîvemenl  i^o^  s:i,  3=:^,  etc.,  daiis  celte  é<]aa"" 
lion  9  on  en  déduira 

rp  «dn  rp tàAàT^  rp  Uà.tA  .  iàT. 


/y, fd:f.d.t...Adr„ 

^1 —  — '^ 


d^'  * 

ou     *  •     '  ^   .        .' 

ro=i'«+^/--*+2Î^V-^^^  r-»-<-+  etc. 

=  (^-l-f-')';  ... 

et  on  facilitera  la  fornaatioa  de  T',^  ^Tt,  etc.^  en  posant 

/  +  f-'  =z ,     ^  ar  ~  ^('— ^■'*)  5=  <— ^'•^  s»  «'. 

Il  en  résultera  d'abord 

rr%  td.z'^  -,_.    dz;  ._,  ^ 

r,  =  -di-  =  ^*  ^^  dJ  =  "^  ^>. 

expression  qui  sf'évanouit  quand  tt=zi  ^  à  cause  que  z'  i=z  o;  et  il  en 
sera  dé  même  pour  tous  les  cas  bù  l'indice  i  est  impair. 

En  effet 9  chacune  des  valeurs   T^y    T^y  etc.,  s'obtiendra    en   mul» 
tipliant  par  t  la  différentielle  delà  précédi&ple^  avec  l'attention  de faira 

.  '^  »5' .    eL  .  î^'  =  z,    parce  que  .  ^-^  «X»  +  r*)—  ^ ^  T'* 
pa  trouve  ainsi  ;  • 

r,  ==.  ^(/i^ i)(/i^x>»-'V^  rl-iaK'^-^O  +/^*}«'^'^V  - 
'  'etc.",*'       '   '  '      '      r  i 

»f pressions  dans  lesquelles  la  somttie  des  expbsaoe  de  s  et. de  ^  est 
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toujours  égale  à  »,  le  plus  haut  exposant  de  z'  est  égal  à  Tîncjice  que 
porte*  la.lettre  T,  et  ces  exposans  varient  de  deux  unités,  d'un  terme  à 
l'autre^  eu  sorte  que  Ipus  leurs  leripeç  sppt  affectés  de  z^  qpand  /  est 
impair,  et  s'évanouisisent  par  cpns^quei^t, lorsque  /=  i;  mais  quand  i 
est  pair,  le  dernier  terme  subsiste.  La  continuation  indéGnie  de  cette 
loi  se  prouve  en  cpnsidéran^.quç  si  i^j^V"V*.r#pré3e»^e^un^  terme  quel- 
conque de  Tiy  lâdiioréreniialle  de  ceteirme,  multipliée  par  ^,  donnera  dans 
^n-i  les  deux  termes 

où  la  somme  des  exposans  est  toujours  /i,  et  où  celui  de  y  variant 
aussi  de  2  unités,  sera  pair  ou  împair,  selon  que  k  sera  impair  ou 
pair.  De  plus,  si  A:  était  nul,  on  n'aurait  pas  le  terme  affecté  de  z'*""', 
puisqu'il  est  multiplié  par  k.  Il  suit  de  là  que  la  loi  ayant  été  obser- 
vée pour  les  premières  valeurs  7\,  7\,.  T'j,.  continuera  de  l'être  in- 
définiment, et  par  conséquent  tous  les  coeflicjens  du  développement 
dé  X^  qui  répondent  à  des  valeurs  impaires  de  i  s'évanouiront. 

Suivant  ce  procédé ,  la*fonction  ?C'  pst  donc  ^e  développement  d'une 
fonction  toujours  nulle,  quel  que  soit  a?,  ce  qui  s'accorde  bien  avec 
la  rënfiarcfue  de  l'article  IV  ;  mais  alors  comment  se  fait-il  qu^elIe  prenne 
«me  valeur  assignable  lorsqu'on  fait  a:=7r,  n  étant  ua  nombre  frac- 
tionnairçf ,  ainsi  qu'on  l'a  vu  à  la  pagç  607  ? 

JV''  ii5^  à  la  fin,  page  399^  ajoutez  : 

I.  Dans  ces  derniers  temps ,  le  dévjeloppjepient  des  fonctions  en  séries 
a  beaucoup  occupé  les  géomètres;  on  ferait  un' puvragjç  considérable, 
si  Ton  se  proposait  de  rassembler  tout  ce  qu'ils  ont  écrit  sur  ce  sujet, 
et  j'ai  dû  me  borner  aux  formules  les  plus^connues  elles  plus  .employées: 
celles  dé  Lagrange  et  de  iM.  Laptace>èmpfisseni  iien  ces  conditions, 
et  offrent  de  nombreuses  conséquence^»  parmi  lesquelles  se  trouve  le 
théorème  présenté  à  l'Institut  en  Fan  4  (^796),  par  Burmann;  mais 
ce  théorème,  fort  géiiér^rPW^^Q^.^^s^^'C^^^^uî'P^àc^ 
et  à  beaucoup  d'autres,  je  vais  Vexposer  ici,  d'après  M.  Legendre,  qui 
en  a  foi t  le  rapport  à  l'Institut.  (Voy.^les  Mémoires  de  la  Classe  des 
Sciences  mathématiques  et  physiques,  tonî.  II,  p.  i4,  ^^  l^s  Exercices 
de  Calcul  intégral,  tom.  II,  p.  23o). 

Si  l'on  désigne  par  Xune  fonction  de  x,  celte  dwnière  étant  fonc- 
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tion  de  la  variable  Uy  il  s'agît  de  développer  la  première  de  ces  qnaa-< 
tilés  suivant  les  puissances  de  la  troisième.  Si  l'on  commençait  par  ëli^ 
miner  x  de  JT,  qui  deviendrait  ^lors  une  fonctioa  de  a  ^  le  théorème 
de  Maclaurin  (xo3)  donnerait  tout  de  ^uit^ 

X^T+  r  ^+  r'ji^+  T"  ^  4-  etc.  ; 

formule  dans  laquelle  7^^?  ss  j-;;  ^  lorsqu'on  a  Êdt  11=3  o^  après  les 
difiërentiations. 

Le  théorème  4e  ^urmann  consiste  à  transformer  In  formule  ci<* 
dessus  eq 


(0, 


u  ei  z  étant  deux  fonctions  de  x  qui  s'évanouissent  en  même  temps,^ 
mais  dont  le  rapport  demeure  fini.  Pour  le  démoutreri  il  s*appuie  sur  1m 
deux  propositions  suivantes, 

II.  Premièrement,  qdand  on  fait  i5=so,  après  des  différentiations^ 
effectuées  en  regardant  u  comme  uoe  fonction  implicite  de  s^,  on  4 

d..«'gY  d-0""^ 

ear  si  Ton  pose  -  =/e?^  qu'on  y  remplace  u  par  son  expression  en  z^  puis 

qu'on  développe  ;?"*'  en  série  ordonnée  suivant  les  puissaqce^  asçen-» 
4antes  de  z^  il  viendra 

^'G)'  ~  *'  G)"""'"  zXJJ^4'z'\rA%% .  .H-^«^-+  etc.); 
et  prenant  le  n'  coefficient  différentiel  du  terme  général^  on  obtiendr^^ 

expression  qui^  lorsque  j=:o^  s*évanouit  toujours ^  exceptç  quand.  «•  ^^ 
r4-^/i  —  /*5=o,  cas  où  Toa  a 


^a« 


<»-f-  i)(/»-^a). . . .  iJ^'r:*>  ; 
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Secondement^  sous  la  même  condition, 

car 


\v^ 


mettant  pour  jf^  son  déyeloppement  ^  et  effectuant  la  différentiation 
iadiqpée^  on  trouvjç 

différentiaat  n-^i  fois  cette  é<|^atiop^  on  ai;ira,  d  après  le  terme  gë<^ 
néral  d""',  ^-^7^ -^^"^^-^""S  'la  résultat  nul  tant  que  r^ih-^i^nr^^i ^ 
pul  aussi  lorsque  r+'Ti-^KÇ'i-^i ;  ainsi,  on  a  seulement 

d'après  la  première  p'roposîtîôB. 

Cel^i  wppos^  r<.w;  car  lorsque  r=7ij  on  a, 

U'd.p»  ,  _^,  dp  ._,  dp 

et  quand  on  aur^  diffërçntié  /i  — i  foî^  ce  produit^  il  restera  encore 
dans  tous  les  termes  au  moiôs  Fun  des  facteur^  i  ou  ix  (qi)  :  il  s'éva* 
nouira  donc  lorsque  ^  =  0.  Il  en  sera  d^  piémç  poQ^  r>;ï,  à  cause  du 
£icteur  u  qui  restera  dans  tons  )es  termes.  "' 

IIL  Gplaposé,  considérons  la  fonction  Xj^^  et  mettons-y,  pour  X  le 
développement  indiqué  dans  Tarticle  I,  puis  prenôns*en  le  coefficient 
d^fférientiel  de  Tordre  n^  par  rapport  à  z\  nous  obtiendrons    ' 

.  ,     à5*    *"        da«""**  1     d*"    "*".i.a    -da'^ 

.         TCO       d«.i/V    . 

• ' +7:ix::7"-d?^+eic.; 

5-  79 
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et  substi tuant  pour 

leurs  Taleurs  tirées  de  l'équation  (a)^  nous  aurons 

d*«     "^     .    dii» .  "*"  7  dz»-»     T      i.a  .  .  d*»-» 


.+  /ir^-«5^+r«, 


expression  dont  les  coefliciens  numériques  sont  ceux  de  la  formule  in 
binôme 9  et  qui  se  termine  de  même,  parce  que  l!i0xpoaanl  n  est  entier. 
Traitant  de  même  l'équation 


d? —  "^  ^  ^•""  "+*  1       d?       •"  ITH      d?      "y  ^^^'  ^ 
en  observant  que,  parTéqualion  (5)  et  par  Téqùation  (2)^ 
"       •     d''-'iu''d.D*     '   d".»»p»"      •>       '  v'-       /  .     \d*-'.p'^ 


nous  arriverons  a 


d«-'.yd.p«_yd».p"       Il  y;d'-'.p'-'    .    yi(n— I)  yr/d'^.p*- 
■      d&»         "^        dz*    "^T  dft«-*     "^      i.fl"*  d&*^* 


.— +"7'^-i' 

expression  qui  finit  un  terme  avant  la  précédente ,  à  cause  que 

Maintenant,  si  nous  prenons  la  différence  de  ces  deux  expressions; 
nous  auront  » 

à\Xp\        à^'^Xd.p-  _rpu,_dX     ^ 

d6«       '    a?^  du»  ' 

et  en  réduisant  en  un  senl  les  deux  termes  du  premier  membre ,  nous 
trouverons 

3?^=^^  ^  ■*"  di— »         "^  du»  ^ 

ce  qui  est  Téqualion  (i),  ou  le  théorème  de  Burmann. 
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IV.  Par  ce  U)éor;èiqe,  on.o}>ti«nt   4'al>qr4  fêlai,  d^  La^range , ,  ?« 
posant 

?  =  jc^«,    er    «=s^=?,    dW-  ;»s=f(ar),    dassrdo;, 
et 

•   d-r^-i^      ■■■■■■■ 

du-".  ds"^'       .'i^      da"-*   .,' 

en  changeant  X  en  4(a:),  pois  faisant  2  =  0  et  j:=î' tf,'  ap*^  ï*^  d»^ 

fërenltatipns  ;  on  remarquera  ensuite  que  Tequalipa  u  3=  — ^-r-    dçQiiQ 

;rz=i  a  ^v9{x)i  et  si  Ton  fiiit  u:sz\^   quon  écrive  y  au  lieu  de  or, 
o^   tombera  sur  la  formule  4u  n"*    109. 
JEa  posant 

on  obtiendra  , .         ;     .  ^ 

4(x)  =;=  4(4)  4. Ç  [^(x>  ^ 'ç)(i)3  4- ^  [^(:^)^ (pW]^-f-etG. ;  •-. 

V.  En  posant^(a)=:^  o^  les  formules,  préice'dcntes' ^ç  simplifient,^ 
ri  devenant  '  j  ..... 

40t)=  4("')+  T»<'')  +  rï*C*)'.+fS«|(*)."+'e>=-,'  '.. 
r«  =  ï^,d^.[(i^)-+'M],.  '      ■■ 

donnent  le  développemeni  de  la  fonction  ^4(*^)9  ordonné  suivant  les 
puissances  de  (p(x)y  formule  très-remarquable  ;  et  comme  a  désigne  une 
valeur  de  jrqui  faîl  évanouir  la  dernière  de  ces  fobb'tioftiV  i'y  aùrt^â* 
conséquent  un  nombre  do  développemcns  égal  k  celui  de  ces  valeors. 
M.  I^egendre  prend  pour  exemple 

•  ...      4(jc)  5=  ^,        9(x>  =^ /rc'^  .     ^  .  ,   .  , 

d'où  Vojx  déduit  ^  ^ 

tf=o,    4'(x)=î=i'l*, 
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et  fusant  jr:=o>  aprjbs  les  diffiérentialions ,  on  trouve 


"^"^     •  etc. 


Depuis  rimpressîon  de  l'arlicle  auquel  se  rapporte  cette  addition , 
M.  Servoîs  a  publié ,  dans  le  tom.  V  des  Jnnales  de  Mathématique 
(p.  9?)^  un  Mémoire  déjà  cité  (p.  61 5)  ^  contenaut  un  grand  nombre 
de  fprnaules  de  déyeloppemens^  très-générales,  et  qui  comprennent, 
comme  cas  particuliers  ^  toutes  celles  que  j'ai  exposées;  j'y  renvoie  donc 
le  lecteur,  ainsi  qu'au  dernier  chapitre  des  Disquisitiones  knalyiicœ,Q\k 
M.  Pfaff  entre  dans  un  grand  détait  sur  le  retovr  des  suites. 

"  N^'  116^  pt^e  5oi,  et  118^  ptige  5o6. 

Il  est  à  propos  de  remarquer  que  la  première  série  du  n^  116,  re« 
prise  au  n"*  ii8y  en  faisant  connaître  Taccroissement  h  de  la  variable  r, 
est,  au  fond,  Tinverse  du  théorème  de  Taylor.  Pour  la  présenter  ex* 
plicitement  sous  ce  point  de  vue,  il  faut  partir  de  Téqualion 

ce  qui  introduira  la  quantité  u! — uh,  la  place  de  — u,  hors  des  coeflS" 
Ciens  différentiels  seulement;  alors  la  formule  sera  ordonnée  suivant  les 
puissances  de  Taccroissement  de  la  fonction. 

M.  Piaff,  en  employant  la  notation  des  différences  (88 1),  c'est-à^ 
dire  en  faisant  As  Aor,  lui  a  donné  la  forme 

A  A  ï  A        *     1    d*tt  1  ,  . 

3i  dP 

et  en  a  fatit  plusieurs  applications,  dans  le  tome  III  des  nouveaux  Mé^ 
moires  de  VAcad.  de  Pétersbow^  (années  1809-— 1810,  p.  109). 

.      iV?  129^  page  SaS. 

La  question  énoncée  au  commencement  de  cette  page  revient  évl-^ 
demment  à  celle-ci  :  développer  ^{jr)  suivant  les  puissances  de  4(/  )y 
puisque  jr  étant  une  fonction  de  x,  cette  dernière  variable  est  une  fonc- 
tion de^.  La  formule  de  l'article  V  de  l'addition  aUrn*"  iiS,  p.  62? > 
trouverait  donc  ici  son  application. 
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Au  bas  de  la  page^ 
Par  la  formule  (iV)  de  la  page  5 169  on  aurait 


.4-  «(«-.x»-=). . . .»  '■^r-^„ 


les  fonctions  7\%  T'i'"^  etc»^  tie  contenant  <]ue  des  coefiiciens  diffé- 
rentiels relatifs  à  x.  En  partant  de 

la  fonction  7^,^  qui  représenterait  alors  le  coefficient  de  dx',  dans  le 
développement  de 

/dy    ,    d'y  dr     ,    dV    ir*      ,      .    V 
aurait  pour  expression 

i.a...a.i.s...6.i.a...cXetc.        (0*0 •»)*(* -a. 3)*^  etc.    ' 
sons  la  condition  que 

û  -|-  J  4-    £î  -4-  etc.  ïss  r, 

i  +  ac  -f-  etc.  :^  s    (InL  24). 

CHAP.  ni  DU  PREMIER  VOLUME. 

iV*   187^  page  359. 

En  rapportant  ici  le  raisonnement  sur  lequel  s^appuie  Lagrange^  pour 
prouver  que  le  développement  général  de  Taccroissement  d'une  fonc- 
tion ordonnée  suivant  les  puissances  de  relui  de  la  variable  indépen- 
dante,  ne  doit  point  contenir  de  puissances  fractionnaires  de  ce  der« 
Bier^  c'est  à  dessein  que  je  me  suis  servi  du  mot  cr parait»  (ligne  11 
en  remontant)^  parce  qu  en  effet  ce  n'est  là  qu'un  apperçu  qui  aurait 
besoin  d'être  justifié  par  des  preuves  que  l'auteur  de  la  Théorie  des 
Fonctions  n'a  point  données.  Le  principe  qu'il  emploie  est  très-admis- 
sible f  comme  explication  de  la  circonstance  qui  rend  la  série  de  Taylor 
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inapplicable,  mais  non  pas  coaitne  aa  principe  évident  par  lui-mèmo 
dans  Tétai  général  des  choses. 

Ce  défaut  était  trop  frappant  ponr  n'être  pas  saisi  tout  de  snîte  par 
la  grande  majorité  des  lecteurs  en  état  d*entendre  le  sujet;  mais  qui 
pouvait  penser  à  faire  d'une  remarque  aussi  facife^  Vobjet  d^uiie  cri-> 
tique  sérieuse  ji  pour  un  ouvrage  sorti  d'une  maîn  à  '  laquelle  la  sciçnçfi 
9vait  tant  d'obligations? 

JV"  i58^  page  540j  ligne  i3,  après  négatives  de  &^  (jouiez  : 

La  fonction  proposée  devenant  infinie^  lorsque  x=a^  ne  peut  ren* 
trer  dans  les  quantités  finies^  lorsque  ar==a-|-&^  oue  par  une  diSe^ 
reuce  infinie^ 

N^  iSjj  à  lajîn,  page  364,  ajoutez  ; 

Si  toutefois  la  fonction  u  est  réelle  avant  et  après  la  valeur  x^^^a* 
Soit,  pour  exemple  .  - 

u  —  x*±x-  y      ^  =  2a:±  -a:* ,      ^  =  2  =b  -^x»  j 

ici  la  difiërentiation  a  fait  disparaître  le  facteur  x*;  doit-on  cependant 
regarder  comme  un  minimum  la  valeur  i/  =  o  correspondante  à  x=k>? 
C'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  ordinairement ,  parce  qu'on  se  règle  à  cet  égard 
sur  la  marche  des  courbes  (lâi);  mais  il  me  semble  qu'à  ne  considérer 
les  choses  que  parri^pport  aux  grandeurs  abstraites  seulement,  la  (bnc« 
tion  £/,  ne  passant  poitit  du  positif  au  négatif,  trouve  ici  le  terme  de  ses 
décroissemens ,  et  c'est  tout  ce  qu'il  faut  pour  constituer  t^n  véritable 
minimum,  aii^si  que  je  Tai  dit  vers  la  fin  du  n"*  iSq. 

iV?   162^  à  la  fin  j  page  370, 

Il  n'est  pas  nécessaire  de  faire  ici  Mz:=y.  i ,  pour  obtenir  a:=e,  puisque 
Jilzrzley  dans  un  système  qi^elconque. 

iV*  166,  pageZjô^  ligne  i5,  après  imaginaires,  ajoutez: 

ou  des  racines  égales  en  nombre  pair. 

Ligne  19,  après  naires,  ajoutez  ; 

ou  des  racines  égales. 
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A  la  fin  du  même  numéro  y  page  SyS. 

La  consideratioQ  des  racines  égales  avait  d'abord  échappé  aux  géo- 
mètres; c'est  M.  Français  qoi  en  fit  senlir  la  nécessité ,  dans  le  tome  lil 
des  Annales  de  Mathématiques  (p.  i32et  xQy)* 

En  se  bornant  aux  fonctions  de  deux  variables  x^  yy  la  fonction  qui 
ne  doit  pas  changer  de  signe  ^  par  les  diverses  valeurs  des  accroisse^ 
mens  A  et  A: ^  est 

Fh^'\-OLGhk^Hk% 

qu^on  peut  mettre  sous  la  forme- 

h^[F ^  :xQ\  +  H^,^=:  h^ {F+  aG*  +  H<t-} 

-»*-{(i+«y+T^-}. 

en  posant  r  =  ^*  Elle  demeure  de  même  signe  que  H  y  non-seulement 

lorsque  FH>  G%  mais  encore  lorsque  Fjff:=z  G*,  parce  qu'elle  de- 
vient alors 

m-(g^.)'. 

La  condition  FJStzssG*  est  observée  lorsque  les  équations 

du  du 

di  =  ^>         ^  =  ^> 

ont  lieu  par  un  facteur  commun ^  ce  qui  laisse  la  question  indétermi- 
xiée,  puisqu'on  n'a  qu'une  seule  équation  entre  les  variables  «r  et^.  En 
effet ^  si  Ton  pose 

il  suffira  de  faire  P^=^o,  pour  obtenir  les  deux  conditions  du  maximutai 
et  du  minimum  y  et  Ton  aura  en  outre 

dx*  do?     "^         dx  *        djcdy  ^y  ^y  ^ 

Si  Ton  fait  dans  ces  yàkurs,  /^=o,  «lies  se  rédairoat  à 

°,%.  %\,    d'où  il  sml  Pa-=  G*. 
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11  faut  remarquer  que  lorsque  réqualioo  FH  =  G*  a  lieu  en  méma 
temps  que  f^=:Oj  les  différeutielles  totales  d*a^  d'uj  etc.  à  rînfinii 
s*ëvaDOuissent  dès  qu'on  y  introduit  la  relation  que  donne  l'équatioa 
d^so.  En  effet^  quand  on  regarde  jr  comme  nue  fonction  de  x, 
on  a 

d-u = g  dx- + ^  irfr + ^  4r- + ^  dy, 

qui  9  dans  le  cas  présent  où  j-cso,    et  ayec  les  dénominations  em« 
ployées  plus  baut^  se  réduit  d'abord  à 

d'il  ^=  JFdjc»  +  aCdxdr  +  Htj^ 

et  a  csiuse  que  FH  =  (?% 

mais  prenant  les  valeurs  de  Q  et  de  H  y  dans  la  supposition  de  f=0| 
pour  les  substituer  dans  la  pareo^èse  ^  on  trouve 

a.„  =  e(gdx+|:d^)=Çd^., 

expression  nulle  quand  d/^=:o/ 

11  suit  de  là  que  Téqualion  V^^  o  rend  constantes  les  valeurs  de  la 
fonction  u\  mais  bors  de  cette  relation ,  à^u  n'est  pas  nulle ^  et  soa 
signe  dépend  seulement  de  celui  de  H  i  ainsi  pour  toutes  les  valeurs 
des  variables \r  ety  autres  que  celles  qui  satisfont  à  f^sso,  il  y  aura 
diminution  de  u  si  H  est  négatif,  et  augmentation  s'il  est  positif;  donc 
^  sera  un  véritable  maximum  dans  le  premier  cas^  et  un  minimum  daas 
le  second. 

Il  existera  donc^  dans  ce  cas^  une  infinité  de  systèmes  de  valeurs  des 
variables  X  etj^,  qui  rendront  en  même  temps  la  fonction  u,  on  un 
maximum^  ou  un  minimum;  c'est  ce  qui  sera  éclairci  par  la  cousidét 
ration  des  surfaces  courbes,  dans  l'addition  au  n**  3 29. 

CHAP.  IV  DU  PREMIER  VOLUIVIE. 

iV"  190^  a  la  fin,  page  408^  ajouiez  : 
Voici  des  exemples  très*simples  de  ces  circonstances. 
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L'équation  y:=za^  —  (^*4-.c»)jt:*  + **c*ar,  qui  répond  d'abord  à  la 
figare  i5,  ou  ^  désigne  Torigmc  des  coordonnées ,  devenant  ^e=  x*,  Fia  i5 
lorsque  b  tXe  sont  nuls ,  prend ,  par  la  réunion  des  points  S,  C,  -^,  B^  G 
en  un  seul,  au  point  A^  la  figure  i6,  et  les  tioia  inflexions  C,  A^  B^ 
n'en  font  plus  qu'une  seule^ 

L'équation    y^s^x^  —  (ît  4- .<?*)a:r»  4- *V-,  ajppawîent  Ji  la  courbe 
FG  de  la  figure.  17,  qui  ne  présente  que  deur  infle^cions^  «avoir^  en  ™g'^ 
C  et  D\  et  quand  oh  Tait  ii  et  ^^  nuls  ^  les  quatre  points  J5,  C^  D^  -E, 
se  réunissant  en  un  seul^  au  point  A ^Jîg.  id  ^  les  jdeux  influons  Ôelî) 
3'effaéenL 

Ces  exemples  sont  tirés  àe  Y  Introduction  à  tanaljrse  des  Lignes  courbçs^ 
par  Cramer  (p.  406  et  497) >  où  Ton  trouve  une  grande  variété  de 
courbes  très-sin|[ulières' et  d'équations  trè&-remarquables. 

N^  203,  page  X^o,  après  la  ligne  1 1  en  remontant ,  ajoutez  ; 
La  courbe  correspondante  à  réqualion 

^  —  a;c^— iï;^ -^i I ^y*  2=s  o 

ofire  un  point  de  cette  espèce ,  ^  t'origine  des  coordonnées^  parce  qu'en 
résolvant^  par  rapport  kj^  l'équation  ci^dessus^  et  développant  le  ra<* 
dical  en  série  ascendante^  suivant  les  puissances  de  o:^  il  vient 

r  =  —  =fc  ^  :     ~  —-  +  etc.  , 

'd*oii  il    résulte  la  figure  ij)^'oii  // désigne  Torigine  des   coordonnées  ne.  19. 
(Cramer,  p.  590.)^ 

iV*  207,  à  lajînj  page  4^*5,  gjoutez: 

En  construisant  sur  les  mêmes  abscisses  nne  seconde  courbe  donl 
Vjoràoéné»  êoii  y  ^3::  mj  y  on  aura  alors 

la  son  tangente  sera  indépendante  de  m;  d'où  Ton  voit  qu'il  y  à  nne  m« 
fixité  de  courbes  qui  ne  sont  pas  semblables  et  qui  ont  les  mêmes  sou- 
tangentes ,  comme  cela  arrive  pourJie  cercle  elles  ellipses  coxkstruites 
sur  son  diamètre  pris  pour  axe. 

3^  80 
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-  .  P^e  455,  note. 

-  Le  fond  de  la  proposition  contenue  dans  cette  note  appartient  à  Fennat»  qui  n 
ft  fait  la  hase  d'un  ^crit  intitulé  :  De  linearum  curvarum  cum  lineis  redis  comparatimte, 

""  (Opéra  varia,  p.2Q,) 

N'  ai9^  ^  ta  fit  j  jH^e  459,  ^ijouéa  : 

.  Dans  Jes  points  où  la  tangente  est  parallélç  h  la  «ligne  des  abscisses, 
on  a  -P=o^  et  seuïemehCF=:^QÂ*;  le  poînLde  cpntaci  est  alors  le 
sommet  de  la  parabole ,  et  son  axe  est  dirigé  suivant  la  normale. 

^On  parvient  assez  simplement  9ux  p^I:aholes  .os.cuIatrices  qui^  poar 
chaque  point  de  la  courbe  to.uchée^  remplissent  cette  dernière  condî* 
tion.  Si  Ton  change  ]es  coordonnées  x  tXjr  ^  par  les  forjnules 

a:=:/cos^  —  osîn^^        ^==/sin^  +  MCOS^  {i^^)f 
Féquation  àjr:=:ipàx^  tirée  de  celle  de  la  courbe  touchée,  deviendra 

d^sin^  -f-  df^cos^  =  /^(d/cos^  -— dusin^) «•(^)> 

€t  donnera 

dl   "^  cod^+painf' 

-  Posant  alors 

g^  =  o,      d'où      ;e7C0S^  —  sin^  =0,       tang^  =^1 

on  aura  la  condition  qai  détermine  Fartgle  ^  que  le  nouvel  axe  des  abs- 
cisses t^  parallèle  à  la  tangente-^  fait  avec  Taxe  des  œ.^  Supposant  en- 
suite que  les  accroissemens  A  et  k  sont  relatifs  aux  /  r.et  aux  Uj  la 
parabole  osculatrice^  dont  Taxe  coïncide  avec  la  normale^  sera  eucore 

*"=  QA%  ^  étant  alors  ~^. 

^àF  .     •  -.     •    ' 

d*M 

La  valeur  de  ^-  se  conclut  de  la  transformatioti:de  iréqnation .  •  •  • 

d  d      ' 

-3-f  =  y,  en  observant  que  -j--ï=ô,  oti  bien  de  l'équation  (a),  difleren- 

ttée  en  regardant  àt  comme,  constatât  et  ar  camiqe.'.Ço^ctj^  de  <•  Qo 
obtient     /^  ;  ,      ^  > ,    . 

^.cos^  ==  — /^  ^  sm(p  +  ^cos(p  —  j^sin?^  5^  3^  , 
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•-^  as -^— 2 .   *  t 

d'où  ToQ  déduit  pour  le  paramètre  de  la  parabole  oscuhtricâ  chercbée^ 

s 

1 

i^  _^  fl(co8^4-JJsjnf)  ^__^  a(i  +P*)* 
Ç        '         qcosf*  q        * 

^*  3?4^  P^g^  44^^  ajoutez  à  cet  article  {es  dé^éldppémeîis  tftd  mwent. 

L  Le  cercle  osculateur  est  aus^î  celoî  q«î  sépara  fes  cercles  qui 
touchent  inlérieurenient  la  courbe  doanée^  de  Cfux  qui  la  tiQucbent 
extérieurement ,  ou  Tembrasseut.  Cela  se  voit  en  obsefvjipt  que  i^^t 
les  cercles  simplement  tangens  ^  la  disUnce  des  deuy  ctedies,  mesut 
rée  dans  le  sens  de  l'ordonnée ,  est  exprimée  par 

4:3?*"aè;7:ïï  +  (dî^3-ai,)7:^+ete.  (M^^ 

et  qu'elle  passé  du  poisitifau  TMlgatif^  lorsque  ^  par  le  cbangement  des 
constantes  a.^,fi  et  y^  on  passe  dé 

or^  dans  rinlervalle^  il  doit  arriver  que 

»dy d^  ^ 

ce  qui  donne  le  cercle  ôsculateûrj 

Cette  manière  de  le  déterminer^  rend  pour  ainsi  dire  sensible  a 
Toeil  la  relation  de  sa  courbure  avec  c^lle  de  la  coqrbe  donnée ,  puisque 
la  courbure  de  celle-ci  est  évidemment  moindre  que  celle  des  cercles 
qui  la  touchent  en  dedans  ^  et  plus  grande  que  celle  des  cercles  qui  la 
touchent  en  dehors. 

IL  Si^  dans  une  courbe  quelconque^  Ton  prend  pour  la  courbure 
de  l'arc  AEB y  fig.  20,  langle  DCB y  formé  par  les  deux  tangentes  FIG.  ao. 
menées  à  l'extrémité  de  cet  arc^  ce  qui  est  asseas  naturel ,  cet  angle, 
dans  le  cercle ,  sera  égal  à  Tangle  AOB  formé  par  les  rayons  AO  et 
OB  y  mçnés.  aux  extrémités  de  Tarp,  etJe;.n)èûEie  pQur  tous  les  arcs 
de  même  longueur ,  pris  dans  le  même  cercle.  C'est  ainsi  qu'il  faut  en- 
tendre que  la  courbure  du  ceircle   est   uniforme'.  '  Cela  posé  ^  si  Fon 
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compare  deux  arcs  de  même  longueur^  dans  des  cercles  difierens,  êti 
nommant  a  cette  longueur  ^  retW  les  rayoos  des  cercles,  les  angles  pro- 
duits par  la  courbure ,  exprimés  en  degrés  centésimaux  >  seront  respeC' 

-tivement  3£2«:2^  '     J  '  (^^*^*  4^);  leur  rapport  sera  celui  de 
.i    à    ^,    ou    ::  r'  :r, 

c'est'à'-dlre  ea  raison  inverse  des  rayons  dçs  cercles  dont  Tare  proposé 
fait  partie. 

Quant  aux  difi^rens  arC9  du  même  cercle^  leur  courbure  est  évidem* 
inent  en  raison  de  leur  longueur  ;  et  si  Ton  prenait  pour  unité  de  cour- 
bure celle  de  Tare  égal  an  rayon ,  dans  le  cercle  dont  le  rayon  est  un , 
la  courbure  de  l'arc  a  y  dans  le  cercle  dont  le  rayon  =  r^  serait  me- 
surée par  -.  On  trouvera ,  dans  raddition  aun"*  a58^  les  conséqaeoceff 
ultérieures 'des  notions. précédentes» 

iV*  226 j,  fa^e  447j  ligne  16^  apr^s  elle*même ,  49*ok/^  r 

On  peut  considérer  aussi  que  chaque  point  de  hi  courbe  donnée  dé- 
rive de  Tnn  de  ceux  de  la  courb»  des  cenires,  en  conséquence  ^  regarder 
non-seulement  jS^  mais  aussi  x  el^,  comme  des  fonctions  de  (t^  et  diffé- 
rentier  en  prenant  «t  pour  variable  indépendante  ;  ce  point  de  vue  ^f\ 
peut-être  plus  approprié  que  Fautre  à  Vétat  présent  de  la  question. 

N^  :x2rj  ^  page  ^So,  ligne  jS^j  après  la  valeur  de  ^^  ^j^^^mi' 

L^ne  Bj  au  bout^  ajoutez  : 

m*dx» 

Ligne  7,  lisez  ; 

iV*  âSiSj  a  la  fin,  page  453,  ajoutez  : 
Comme  <m  fait  un.fréquent  usage  de  Téquatioa  de  Tell^se  rappor- 
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tée  a  ses  axes^  je  Tais  indi<{aer  ici,  relativement  à  celte  éqaâtioD^le 
calcul  du  rayon  de  courbure  et  des  coordonnées  de  la  développée. 
L'équation 

donne 

^yàf  -f-^ ^^JCdx  sa o j,    ayày  4-  à^ây^  +•  h^dx*  sas  a, 

d'où  Ton  lire 

y tfïï — — >  *—« a*4»         »    ^  — P "^-^ — ^» 

pais  en  éliminant^*  de  l'expreftsion  de  x-'<t,ti  «*  de  celle  de  y^-^y 
on  troavera 

*— *— 5;^ >   "®"   — «— — 5r~>   *^—     ?z:s«> 

J'-P=-^ tfïî ^>     °<*"     ~"^*=^-l4 >     ^~       5C3ï  = 

prenant  enfin  les  valeurs  de  x  et  dej-^  ponr  les  snbsljtaer  dans  l'éqna" 
tion  de  l'ellipse,  après  avoir  fait,  pour  abréger^  »'r-'6*sBsc%  on  auira 


équation  d'une  forme  assez  remarquable, 

Si^  pour  abréger^  on  y  £ftit  ^sssa'y    —  ss:  fi',  et  qu'on  élève  le» 
deux  membres  au  eube^  on  obtient 


3  . 3  8 


ce  qui  montre  comment  on  y  ferait  tUsparaitre  les  radicaux. 

Pour  passer  à  Téquation  de  la  dévelopée  de  Tbyperbole  j  il  suffit  d^ 
changer  &  en  ^  V— *  1  ^  ce  qui  donne 

Il  n^'estptrs  difficile  maintenant  de  s'assurer  que  la  forme  de  Ta  dféveIop«  Fin.  ^7. 
pée  de  Tellipse  est  telleque  la  représente  la  figure  37  du  tome  premier.    **  *  *'^ 
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Eû   changeant  -j  en  a^y  ^  en  A*',  a  en  or  et  /3  en/,  son  écjaalion,' 
qui  devient  alora 

prend,  cocdme  Fa  reiAarqué  A£  Lavné  {Exaftkin  des  différentes  Méthodes 
employées  pour  résoudre  les  problèmes  de  Géométrie  j  p.  io6),  une  forma 
analogue  à  celle  de  Tellipse,  el  comprise  dans  Téquation  gëne'rale 

dont  on  tire  aussi  la  parabole,  Thyperbole  et  la  ligne  droite,  en  posant 
«=/3=i:|,     =5— -i     et     î=l. 

N*  229,  page  455,  après  la  ligne  16^  ajoutez  : 

Oiî  hé  coiMpliefue^pas  beaucoup  lès  calcula,  en  ne  supposant  pas  que 
les  ordonnées  soient  ëqnidislantes.  Les  trois  abscisses  consécutives  étaot 
a: y  x^^hy  x  +  ky  il  vient 

y=-j (0, 

d'où,  par  la  sODStractioa  de  l'équation  (i),  on  déduit 

i"+Q'A+2l'A»+etc.  =  P+Qh+Rh'+elc. . . .  i ,  (2) , 

puis  relrattcbant  l'équalion  (a)  de  celle  qûî*  la  suit,  on  obtient 
Ç^(Jt^h)  4-  ff(lc*^l^)  -h  etc  =  <?(*—*)  H-  n^k'-^h')  +  ew. , 

dont  les  de'Ait  ài^etdbrfis  ont  k-^h  pour  £iciear  commun,  et  qui  si 
réduit  à' 

Ç'  4-  iî'(A:+&)  +  etc-  =  Q  +  J?(*+A)  +  etc. .  • . . . .  .(5); 

et  par  conséquent,  à  la  cbïncideùce  des  trois  points*,  il  reste  encore 
les  équations- 

y^jr,     Fr=::P,     Q'=:^Q, 
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La  sio^larité  Qt  rimportaoce  du&it  analytique  et  géaméCriqoe  dont 
il  $'agit  ici  ^  ne  rei^^ent  peut- être  pas  inutile  le  soin  d'éviter  toute  res- 
triction dsRis  la  mfmière  de  rétablir. 

l\r*  a55^  à  la ^n^  page  465. 

.  Pour  compléter  cette  discussion  sur  les  poiots  singuliers^  il  fauteza- 
ininer  celui  qui  répond  à  ^  =a  dans  Téqùation 

et  qui  est  de  Tespèce  des  points  multiples  formés  par  l'intersection  de 
plusieurs  branches ^  puisque  si  le  radical  \/a: — c  demeure«réel,  soit 
qu*on  ait  x<Ca:oa  x^a^  il  y  aura  de  part  et  d^autre  du  point  où 
a:  =a^  deux  branches  distinctes  qui  passeront  p^ir  ce  point. 

Comme  Fexpression  de  ^  ne  prend  pas  la  forme  f,  quand  on  la  déduit 

deTéquation  rapportée  ci-dessus^  on  ne  s^aperçoit  du  point  singulier  cor-* 
respondant  à  a:  =  a,  que  parce  que  cette  valeur  Êdt  évanouir  le  ra- 
dical dans  ceHè  de  j^. 
La  courbe  correspondante  à  Téquation 


aura  un  point  double,  si  m  est  paire  ^  mais  ce  point  sçra  siiqple  si  m 
est  impaire;  et  dans  les  deux  cas ^  cependant^  Téquation 

{j  —  *)-  ={x^a)%x  — .  c) 
donne  ^  =  ^  >  lorsqu^on  fait  ars=a.^  La  figure  21  représente^  en  M^  le  ^^^  ^^ 

premier  )  et  la  figure  2^  le  second  (*). 

Soit  encore  Téqualioa 

ajr  'J^  bx  :=:^  xjr  ^ 

qui  appartient  à  une  hyperbole ,  et  dans  laquelle  ar=0|  donne  ^=0. 
Elle  conduit  pour  ce  cas  à  ^  =  -—  -  ;  mais  si  on  la  mettait  sous  la  forme 

-  -4-  -  5=  I, 

^    y 

on  en  tirerait 

cependant  cette  origine  n'est  pas  un  point  multiple. 


(*)  En  faisant  a  =  i ,  i  =0  et    c=o,  daos  cet  exemple^  on  aura  celui  qu'a  donné 
M.  Poii80u,  dans  le  i4*  cahier  du  Journal  de  f École  Polytechnique  (p.  i3i). 
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U  suit  de  ce  qui  précède  que,  pour  ne  manquer  aucun  point  singulier, 
en  cherchant  les  cas  où  les  coeâiciens  différentiels  deviennent  f ,  il  faal 
faire  disparaître  les  radicaux  de  rëquation  proposée,  et  qu'il  n*y  a  qae 
la  discussion  de  la  courbe  aux  environs  du  lieu  indiqué,  qui  puisse 
constater  que  c'est  en  effet  un  point  singulier. 

N*  24^ j  page  470^  ligne  22  ^  après,  en  œ,  ajoutez  :    . 

En  prenant  pour  abscisses  les  logarithmes,  d'après  Téquation  jsso', 
on  peut,  par  des  moyennes  proportionnelles  tirées  du  cercle^  trouver 
autant  de  points  qu'on  voudra  de  la  logarithmique  ^  puisqu'aux  abscisses 

répondent  les  ordonnées 

y a.i/oTi  •    ^  /  ;-=• 

jzssS/a.iy     ^=3:— Ij — ,    etc.,  ^  J^  =  Vï«  V«-»>    «te- 

Joignant  à  ces  valeurs  de  jr  celles  qui  se  présentent  ^dVUes^mémes, 
lorsque  <x  est  un  nombre  entier^  on  aura  jin  procédé  grafihiqoe  irès- 
simple  pour  tracer  par  points  une  logarithmique,,  sans  le  secours  des 
tables.  A  la  fin  de  son  Discours  sur  là  cause  de  la  pesanteur,  Huyghens 
a  démontré  plusieurs  propriétés  curieuses  de  la  logarithmique,  don| 
Jacques  Gregori  parait  s'être  occupé  le  premier  (  Geometriae  pars  uni^ 
versalis). 

JV*  244^  à  la  fit,  page  fyjZ,  ajoutez  : 

L'équation  primitive  €e  la  cycloide  est  souvent  rapportée  au  som- 
met. Pour  l'obtenir  sous  cette  forme,  il  suffit  de  mettre  une  lettre  sur 
FiG.  53  1^  figure  55  du  tome  i^%  au  point  où  la  ligne  MN  rencontre  la  ligne 
a*iT  i"./y^  Soit  R  cette  lettre;  l'abscisse  est  alors  KR,  et  l'ordonnéç 

désignant  par  u  l'arc  GM,  qui  est  le  supplément  de  MQ^  fiisant.  » . , 
Jfiia=x',  RM=y,  il  vient 

y  =s  u-^  V/aax' — x'*  =3  4. arc  ^sin  verse  =  —)  +  Vaoor' —  x'*. 

C'est  la  même  chose  que  si  l'on  changeait 

jr  en  an— x',      x  en  aoTr— /•', 
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dans  rpqualioa  da  textes  l'^quattop  différentielle  deviendrait 


dy  = 


La  cOostractian  de  la  cycloïde,  par  points ,  s'opère  fa^ileinent  dè% 
qu'on  a  porté  sur  r^^iee  des  abscisses  une  ligne  ;^/£égaIé'à  la  cipcoii- 
fërence  du  cercle  gëuératetir,  •  ctrcouféreùce  que  la  G^ooiétrie  élëmen- 
taire  fait  trouver-awouqe  grande  approtîmsition^  de  plusieurs  manières. 
^Oo  divise  alors  le  cercle  générateur  g^/Tz^ ^  à 'partir  du  point ^'^  et 
la  ligne  AIL  y  à  «partir  du  point  ly  dans  un  même  nombre  de  parties 
égales;  'et  si  m  ei  Q  désignent  deux  points  de  division  correspondans, 
la  somme  des  lignes  mn  et  IQ  sera  l'ordonnée  jSikf^  qu'on  pdrtera  de 
chaque  c^té  àelK-.  on  aura  \e  point  M  de  lu  partie  AKy  el  celui  qui 
est  semblablement  placé  sur  KL. 

Si,  au  lieu  de  porter  sur  )  abjscisse  KR^  égale  au  sinus-Terse  de  Tare 
gmy  Tare  IQ  y  augmenté  de  son  sinus  miiy  on  ne  portait  que  Tare  seul, 
.ou  fornierait  une  courbe  intérieure  à  la  cycloïde,  et  qui  a  été  nonu&ée 
jia  compagne, 

N''  24s  j  à  la  Jm  de  lapagù  fyiq,  ajoutez  P 

Le  cours  de  la  spirale  hyperbolique  ofire  des  circonstances  trop  re* 
inarquables  pour  omettre  d'en  parler. 

D'abord,  à  mesure  que  /  augmente,  elle  fait  autour  du  pôle  A^Jig.  ^3,  fig.^^. 
'des  révolutions  qui  se    resserrent  de  plus  en  plus,  en    sorte  que  ce 
point  peut  être  regardé  comme  une  sorte  d  asymptote  de  cette  courbe. 

Puis,  si  Ton  fait 

les  valeurs  covi-esponéantes 

i£  =7  tf,     ss:  3a,     sr  ia^    =:  4^,     etc., 

montrent  que  la  spirale  s'éloigne  de  plus  en  plus  du  même  point  À;  et 
on  trouve  qu'elle  s'approche  alors  sans  cesse  de  la  droite  DE  y  menée  pa- 
rallèlement à  l'axe  ÀOy  à  une  distance  ^Z>=/3.  En  eflel,  la  perpendi* 
eulaire  PM  abaissée  d*un  point  quelconque  M  sur  ÀOy  étant  exprimée 

par  usinilf^P  =  {^sin/,  devient  — - — ,  quand  on  y  met  la  valeur  de  u 

en  ^;  d'où  l'on  voit  que  la  limite  correspondante  à  tzszù^  esta. 
5-  8x 
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Je  n'ai  encore  considéré  qua  les  valeurs  posilÎT^s-.  de  i;  tu  les  pre- 
nant, comme  je  l'indique^  dans  le  sens  OGHO  y  il  faudra  porter  les 
négatives  en  sens  contraire ,  OHGOy  €t  prendre  celles  de  u  dans  la 
partie  opposée  du  rayon  vecteur.  On  produirait  de  cette  manière  une 
^^tre  spiçat^  hyperbolique  plac^  sur  le  prolongemeat  AB^  do  rayon 
jiO^  ^taya^t  pour  asymptote  DE'^  prolongement  de  DE.  Enfin,  si 
J'oo  donnait  à  U  constante  ^  le  sigaa  — - ,  on  répéterait  aussî  an-dessous 
de  RB'  les  deux  courbes  tpàe  je  Tiens  d'iediquer  an-dessM.  Cest  de 
la  .même  manière  qu'il  fapi  «voîrég^rd  au  €luin|[emen4  de  signe,  pour 
loules  les  courbes  rapportéies  à  des  coordonoéos  pelai  reK5« 

Dms  les  Mémoires  de  t Académie  des  Sciences ,  ^née.jj4<^  (ip.  H^j 
Oairant  a  donne ,un  moyen  fdé  décrime  la  spirale  d^Arobioaèdè  ^  qudquGS 
auAnes  cnurbesdu  même  genre,  par  un  fflOu¥eipeot:CftatiBO  pareil  à  celui 
qui  produit  la  cycloïde. 

iV^"  ^55^  page  484^   à  lajin^  ajoutez  : 

On  n'obtiendrai! ,  en  générai,  quWne  ^équation  diffioreiilîdle  ;  câr, 
par  le  moyen  de  IVquation  j^  =  ^(jr)^  on  n'aurait  que  d«=54{^)^9 
et  pour  éliminer  x  et  dr^  il  faudrait  employer  les  équations 

y  =  7r{pc)      et      ày  =  7r'(ar)<îx. 

Fontaine,  d.ms  ses  Mémoires,  a  indîqfié  uiife«ifiial!Îon'eiiftre4'ared*utte 
bourbe  et  sa  cottrbure>,  ô'est-à-dire  iMgfo  formé  f>ar  1<6  tangentes  me- 
i>ées'fmx  eieerémités  de  cet  arc  (voy.  ci-^desMis^  pr  6S5).  Yoicî  comment 
.oô  en  péQt  dbtorminer  les  varia;faies« 

Soit  a  la  tangente  de  Tangle  que  fait  avec  Taxe  des  œ  k  droite  qui 
touche  la  courbe  à  un  point  donnée  pris  pour  origine^  et  z  la  tangente 
de  Tarigle  com^Tris  entre  cette  droite  et  celle  qui  toucbe  la  courbe  au 
point  dont  les  coordonnées  sont  x  eij"}  on  aum^  f^  iwi  d^^  fimaolfl^ 
de  la  Trigonométrie  9 

âx  odr-^dy 

La  conaftante  a ,  qui  entre  dans  trclle  expression  et  Ptfssnjélit  à  Torî- 
^tne ,  «disparaîtra ,  si  î -on  passe  à  la  valeur  de  la  drfférenlîeiîe  de  l'angle 

dont  la  tangente  cstjg ,  et  qui  est  exprimée  pair  -xK-  En  effectuant  le 

calcul /Sans  |[>rendre  aucune  différentielle  pour  constante^  on  trouve. 
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après  des  rédactions  qui  s'offrent  d'eUes-mêmes , 

***-        .(dx+ady)V        '     '+'-        (dx.+.9dy)*       ' 
d'où  * 

.    '.        • .  i 

àz  dyd'jp— drd*y 

Si  donc  oii  nomme  s  Yart  ^  et  €  sa  courbure ,  les  formules 

d5-=.d^  +  dr-,     d.=t=Mîj^^  _ 

conduiront  il  une  relation  diffiih'e^rîelle  entre  s  %Ib,  lorsqu'on  aura  éli^ 
miné  les  coordonnées  primitives  ^  et  j^. 
En  multipliant  Texpression  de  ds  par  celle  de 

on  en  dédinrail 

yde::=iûsy     d'où    dg=s  — , 

relatien  tris-simpie,  qui  moufle  que  la  difilérentielle^  de  lat  (fourlmre 
revient  ii  la  mesure  de  cette  de  l'arc  di,  considéré  comme  appartenant 
a  nu  eerele  dont  le  rayon  «serait  celui  t(ftecottti>tire;  C'est  aussi  ce  quVà 
trovre  knsmldiatemeilt  par  la  considerattion  des  infiàiment  petits^  ainsi 
qu'on  le  verra  bientôt. 

Note  de  Ui  page  496^  à  lajui^  ajoutez  : 

Cétair  à  peu  prèi  t^tntoie  cbftiBe  qnViireiidait  Lagrange,  I^i^qu'il  présentait  Texac^ 
titacle  du  Calèal  diffëreniiel  côimne  la  compBiuktioli  da  dbuit.eiveurs  (vo/.  cl  dessus, 
p.  6a3)..£n  eSat,  pour  «ne  lécaote  MS/fig.^^^  on  aiigoyldusemant ..«.,.  .«.«•  nc  s4* 

on  peut  donc  dSra  qu'en  écrivant  FT  =  -^  ,  on  commet  dcnx  eiteurs/ savoir,  en 

mettant  PT  à  la  place  de  PS ,  et  ày  à  celle  de  JU'Qi 

Cependant ,  quelqu*ingénieu5e  que  puisse  paraître  cette  manière  d'envisager  les  cbo^et^ 
je  crois  que  la  considération  des  limites  offre  à  la  fois  pluâ  de  clarté  et  plus  de  pré- 

CISIOÛ» 
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iV*  258,   page  489,  ligne  5  du   texte j  en  remontant j   après  aLscîsses^ 

ajoutez  : 

Il  faut  bien  distinguer  la  ligne  ^T'^,  dont  il  est  ici  question^  et  que 

riG.  a5.  j'^î  reproduite  dans  la  figure  ^Sy  de  la  ligne  M'ny  mesurant,  dans  le  sens 

deFordonnée^  la  distance  comprise  entre  la  courbe  et  la  tangente,  et 

dont  l'expression  egt  ^^ f-  etc.  (21 5).  JLa  première  ^  appartenant 

au  polygone  inscrit  MM!M\  suppose  que  le  passage  du  point  M  aux 
points  M  et  M*  sVst  fait  par  deux  lignes  drqit^.oonsécutiyes  ilfilf' ^  it/'Af', 
Le  rapport 

qui  varie  sans  cesse  ayçc  la  grandeur  de  h^  ayant  pour  limite  la  tons* 
tante  ~,  devient  alors  indépendant  de  la.  nature  du  polygone  et  de  la 
courbe;  ainsi  quand  on  passe  aux  limites,  ou  dans  rinfiuiinçnf  petit) 
on  peut  employer  Tune  bu  Tautre  de  ces  lignespour  mesurer  des  effels, 
lorsqu'on  a  soin  de  ne  ôomparer  ensemble  que  lés  valeurs  fournies  par 
la  xnémQ  ligne.  C'est  de  Jà  qu'est  v^nue,  en  Mécanique,  liL-distinction 
entr^  la  courbe  rigoureuse  et  la  '  courbe  f^fygone,  nécessaire  quand  on 
employait  des  considérations  g/éométriquea,  :et  superflue .  au|ourd-hiii , 
qu'on  ne  se  sert  que  d'équs^tions  difféfef^tielles  réduites  à. une  forme 
très-simple  et  généralement  convenue.  ^^^ 

Newton  a  été  accusé  d'erreur,  par  Jean  Bemoulli,  pour  avoir  pris  la 
ligne  M'n  comme  la  fluxion  seconde'ou  la  différentielle  seconde  de Tordon- 
Xiée  ilfP,  et  par  là  de  n'avoir  pas  €»ntendu  la  théorie  des  différentielles. 
Dans  le  passage  dont  il  s'agit  (Philosophiœ  naturàUs  Principia  mathema^ 
ticuy  lib.  II,  sect. II,  prop. X),  Newton,  qui  tire  les  fluxions  ou  diffe'- 
rentielles,  d'un  développement  en  série,  ainsi  que  Fa  &it  depuis  Lagrange, 
néglige  de  dire  qu'il  faut  supprimer  les  diviseurs  i,  1.3,  1.2. 5,  etc.; 
et  en  s'en, tenant  à  la  Let^re.!de  ses  expressions,  il  e9t  bien  difficile  de  le 
trouver  exempt  d'erreur.  Son  résultat  aurait  pu  cependant  être  exact,  parce 
qu'il  ne  fait  que  substituer  aux  vraies  différentielles  des^quantitésquiont 
avec  elles  des  rapports  coustans;  mais  son  énôncialion  n'en  est  pas  moins 
vicieuse^  et  semble  fonder  assez  bien  la  conséquence  que  BèrnoulU  en 
tirait^  que  la  méthode  des  fluxions,  dépendante  des  séries ,  n'était  pas 
encore  tout-à-fail  le  Calcul  différentiel  (voy.  la  Préface  du  présent  Ou-. 
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Vrage,  p.  xiv).  Lagrange  a  discuté  de  nouveau  le  passage  de  Newton , 
pour  prouver  que  la  faute  n'était  pas  où  Bernoulli  croyait  la  voir 
{Théorie  des  Fonctions,  a*  édition,  p.  i53.)>  mais  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  de  Berlin,  année  1798,  p.  60,  Trembley  a  soutenu  l'opinion 
émise  et  développée  par  Jean  Bernoulli  ^^Joh.Berno^Ui,  opéra,  tom.I^ 

F-  481.) 

Page  490^  ligne  1^,  après  suivant^  ajoutez  : 

La  détermination  de  la  courbure  des  courbes  en  offre  déjà  une  preuve; 

car  la  différentielle  de  cette  courbure  étant  l'angle  Bf^M'N^  Jîg.  5j  et 

58  du  tom.  P-^,  ou  la  différence  des  angles  Jff'M'Q'  et  M'MQy  formés  «  5Sci2 

par  les  côtés  consécutifs  du  polygone  MM'Af'  avec  l'axe  des  x,  a  pour  ^*  ^^^' 

expression 

^^^  é^ 

éx'      àx     dx     àxi^y  ^-^^j^d^x 

en  ne  prenant  aucune  différentielle  pour  constante,  négligeant  dans  le 
dénominateur  les  infiniment  petits  yis-à-vis  des  quantités  finies ,  et 
observant  que  la  tangente  d'un  arc  infiniment  petit  se  confond  avec  cet 
arc. 

.Far  cette  expression  de  dé,  on  trouve  sur-le-champ  celle  du  rayon  de 
courbure  >,  en  le  regardant  comme  celui  Sxxxx  cercle  qui  se  confond 
avec  la  courbe ,  dans  un  arc  dont  Tamplitude  est  mesiurée  par  la  cour* 
bure  ci-dessus  ;  car  on  a  la  proportion 

I  :  >  ::  d6  :  d^  (p.  656). 

îf*  364  j  page  499>  ^^8^^  5 ,  ajoutez  : 

La  supposition  de  c  infini  change  le  cercle  inunobile  en  une  ligne 
droite;  et  en  faisant  de  plus  b=:a,  on  met  le  point  décrivant  sur  la 
circonférence  du  cercle  mobile  :  on  doit  donc  alors  retrouver  la  cy- 
cloïder.  Ccst  ce  qui  arrive  en  effet,  en  observant  que,  d'après  l'hypo- 
thèse établie, 

COS  -  =:  I  ,     cos{-  +  -)=î:cos- ,     csm-as^,     6in(-H — )  =  6m-, 
c  '  \c        fl/  a  c  '  \c   ^   a/  a' 

d'où  j:=:— a^i -— cos-j,     j-=5  — asin^, 

résultats  qui  deviennent  ceux  de  la  page  497;  lorsqu'on  y  change  x 
en  — jr,  ei,jr  en  x. 
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équation  qui  serait  absurde  si 

A       A  B'        B  1  t 

^— ^  =  o,    ^—-  =  0,    sansque    ^  — ^  =  o: 

ainsi ^  pour  deux  plans  parallèles, 

On  montrera  ensuite  que  ces  plans  sont  perpendiculaires  à  une  même 
droite ,  par  le  rapprochement  des  relations  précédentes  avec  celles  du 
n'  280. 

En  dégageant  z^  dans  les  équations  des  plans  indiqués  ci-dessus,  qq 

obtient 

^  B  1 

A  B        '       i  • 

•e  qui  met  bien  en  évidence  les  conditions  du  parallélisme« 

i^*  284^  à  la  fin,  page  Sai  ,  ajoutfiz  : 

Cette  expression  est  à  la  fois  simple  et  élégante;  celle  du  sinus  est 
plus  compliquée,  mais  comme  on  peut  quelquefois  en  avoir  besoin,  je 
vais  la  rapporter.   On  déduit  aisément  de  ce  qui  précède. 


sin^==V^(cos«'cosi— -cosacosiO*+Ccosa'cosc--<osacosc')*4'(cos6'cos£>--cosico$c')\ 

JV*  285^  à  la  fin,  page  $22,  ajoutez  ; 
On  a  aussi  l'expression  générale 

,     Vp,  _   {/(AB'—A'By-\-iAC—J'Cy      {BC-^B^Cy 

^*^       ~  \/  c^»+  B^  -h  e)(^'*+  ff^  +  co 

JV*  agS^  page  533,  ligne  17. 

Cette  citation  de  la  Mécanique  analytique  se  rapporte  à  la  page  355 
de  la  première  édition  ;  le  passage  a  été  supprimé  dans  la  seconde. 
Lagrange ,  frappé  dé  l'élégance  des  valeurs  obtenues  par  Monge ,  et  ne 
&^sant  d'ailleurs  aucun  usage  des  siennes ,  les  a  retranchées  comme  toal*- 
à-fait  inutiles.  Depuis  Timpression  de  mon  Ouvrage ,  M.  J.  Binet  ayant 
bien  voulu  me  communiquer  la  démonstration  que  Monge  avait  envoyée 
à  Lagrange,  j'ai  vu  qu'elle  ne  différait  presque  pas  de  celle  <|ue  j'avais 
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donnée  d*abordà  lapage'ySa  do  tome  II  delà  première  édition  de mion Ou- 
vrage, comme  addition  au  premier  volume^  et  que,  dans  la  seconde 
édition,  j'ai  remise  à  sa  place. 

N*  294j  page  556j  ligne  aS,  après  AE ^  ajoutez  : 

intersection  de  ces  plans. 

Page  557 ,  ligne  première  en  remontant ,  après  figure ,  ajoutez  : 

savoir,  le  signe  supérieur  quand  Tangle  est  aigu,  et  l'inférieur  quand 
il  est  obtus. 

Page  559^  apfès  la  ligne  19,  ajoutez  : 

Ces  formules  sont  précisément  les  mêmes  que  les  expressions  de  ^  , 
yifÇenaybyC^  qu'on  trouve  dans  la  Mécanique  analjr  tique ,  à  la  page  54o 
de  la  première  édition,  et  ai3  du  tome  II  de  la  seconde,  d'apr.  scelles  qui 
sont  a  la  page  369  delà  première  édition,  et  220  du  tome  II  de  la  se-, 
conde  :  il  faut  seulement  changer  où  en  8. 

Les  formules  de  la  page  59  du  tome  I^"^  de  la  Mécanique  céleste,  pré- 
sentent dans  les  signes  des  différences  qui  supposent  que  «v|/  est  changé 
en  — «4/,  i^  en  — i^,  ;8  en  — sj  car  d'aiUeurs  t  répond  à  x^^^y  u  à  y^;,. 


9  à  z^. 


iV*  395^  page  540^  ligne  5,  après  AE,  ajoutez  : 


En  effet,  ^p,  perpendiculaire  au  plan  Atu^  est  perpendiculaire  à  AE^ 
qui  est  dans  ce  plan;  Az  est  aussi  perpendiculaire  à  AE^  qui  est  dans* 
le  plan  xAjr  :  donc  AE  est  perpendiculaire  au  plan  zAi^  et  à  toutes 
les  lignes  menées  par  son  pied  dans  ce  plan  :  telles  sont  AF  et  AG. 

N*  299,  page  545 j  après  la  ligne  dernière j  ajoutez  : 

Par  cette  transformation,  la  surface  est  rapportée  à  un  centre;  car 
si  l'équation  (a')  est  vérifiée  par  les  valeurs 

or'sm,      y=zn,       z'zzzp, 

elle  le  sera  aussi  par  les  valeurs  de  signe  contraire  , 

a:'=  — m,      /==  —  »,       z'=z^p; 

d'où  il  suit  que  les  distances  à  l'origine ,.  exprimées  dans  les  deux  cas 
5.,  8a 
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par  v^m*  +  /»'-}-/>%  seront  égales^  ce  qui  est  le  caractère  du  amût 

N^  5o5^  page  555,  /^»e  dernière. 

Il  faut  remarquer  Ici  que  cette  section  est  la  vraie  base  du  c&ne^ 
parce  que  le  sommet  répond  perpendiculairement  sur  le  centre  de  Fel- 
lîpse^  et  qu'en  menant  un  plan  par  Taxe  des  c^,  la  section  angulaire  qu  il 
forme  dans  le  cône  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  Taxe. 

N*  Soy,  à  lajin,  page  S5jj  ajoutez  : 

I.  La  détermination  des  quantités  77  >  77,  T/t  et  par  suite  celle  des 

axes,  a  été  ramenée  par  M.  Petit  à  une  équation  très-remarquable, 
tirée  de  la  considération  du  maximum  et  du  minimum  qui  ont  lien  dans 
les  distances  entre  les  points  d'une  surfiace  du  second  degré,  et  son  cenlrs, 
considération  que  M.  Bérard  appliquait  aussi,  dans  le  même  temps, 
à  la  discussion  et  à  la  construction  des  lignes  et  des  sur&ces  du  second 
degré.  {Coirespondance  sur  V École  Pol/rteeknique ,  tom.  il,  p.  5a4r 
Annales  de  Mathématiques,  tom.  III,  p.  io5.)  Voici  à  peu  près  commeiit 
a  procédé  M.  Petit. 

L'équation  des  surfaces  du  second  degré  rapportées  à  leur  centre  par 
des  coordonnées  rectangles,  étant  représentée  par 

Aa^^Ay  ^A^'z^-h^Brz  +  ^B'xz  +  2F'xy;=i W  , 

(Voy.  l'addition  au  n'  299.)  si  l'on  y  fait  xz=az,jrzs:^  fiz,  on  en  tire 


a*  = 


^#'-M'/8H-^+a^i*+a^'#+a^«^  > 


(*)  M.  Bérard  établit  la  discussion  des  surEaces  du  second  ordre  ^  sur  une  transfor" 
mée  où  elles  sont  rapportées  à  ces  distances  ^  et  qui  s'obtient  en  posant  tjl^V*^ 
y  =  qi! ^  ce  qui  change  l'équation  (a')  en 

z'*(^Jp^  +  Bq^  +  C  +  %Dpq  +  ùEp+aFq)  +  Jlf  =  o, 

ti  l'on  fait ,  pour  abréger  y 

GM  +  Bfi  +  KyJ^L=llf; 

posant  ensuite  r=  V^a/*+y*+»'*  =»'V^i  +p*  +^*,  il  en  résulte 

r^iÀp^  +  Bq^  4-  C+  ikDpq  +  a£p  +  fiFq)  +  M  (i+p'  +?*)  =0 , 

équation  où  p  et  {/  désignent  des  fonctions  d'angles ,  et  qui  est  une  équation  pola'^ 
des  surfaces  du  second  degré.  (Voyez  Annales  de  Mathématiques ,  tom.  III,  p-  '^^'' 
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mettant  cetle  valeur  dans  Jc*H-7*4-t%   que  je  désignerai  par  r*,  il 


tient 


/*  = 


^■1  +^*+/3* 


^i«»  +  ^'/s*  +  ^'  +  a^/3  +  aZ?'«  +  ai?'-/a' 


Considérant  ensuite  que  la  fonction  ^^  est  un  maximum  quand  r  est 

un  minimum^  et  réciproquement;  si  on  la  représente  par  s  y  on  forme 
Téqualion 

qui,  -par  les  conditions  j^ass  o,  gj  •=0  (^65),  conduit  à 

En  multipliant  U  première  de  celles-ci  par  ec,  la  seconde  par  j3,  et 
retranchant  leur  somme  de  Téquation  (b) ,  on  obtiendra 

où  il  faut  mettre  pour  «  et  /3  leurs  valeurs  tirées  des  équations  (c) , 
calcul  dont  le  résultat  est 

Cette  équation ,  très-symétrique ,  montant  an  troisième  degré  ,  a  tou- 
jours une  racine  réelle,  de  laquelle -on  déduirait  la  valeur  de  r,  et  celles 
des  coefficiens  a  et  /3 ,  qui  sont  lés  tangentes  des  angles  que  les  pro* 
jections  de  la  ligne  r,  sur  les  plans  des  xz  et  des/!5,  font  avec  Taxe 
des  z«  Mais  pour  déterminer  plus  particulièrement  ce  que  sont  les  ra-^ 
cines  de  Téquation  {e)y  concevons  qu'on  transforme  les  coordonnées  de 
manière  que  l'équalion  (a)  soit  réduite  à  la  forme 

^jc*  H-^y  +  ^'2«  =  I (a% 

ce  qui  a  été  démontré  possible  (3oi)  ;  l'équation  (e)  deviendra 

{s^A)(s—A'){s---A'')  =  o (^')  î 

et  Torigine  des  coordonnées  n'ayant  pas  changé ,  les  distances  r  seront 
demeurées  les  mêmes,  et  par  conséquent  aussi  les  valeurs  maximums  et 
minimums  de  s.  On  voit  donc  que  ces  valeurs  sont  ce  que  représentent 
maintenant  les  lettres  A  y  A\  A',  dans  l'équation  (e') ,  c'est-à-dire  les 

qaanUtes  -a,    jïi  ?• 
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Oa  connaîtra  la  situation  respective  des  trois  distances  correspon» 
dan  tes  à  ces  valeurs ,  en  faisant  Jî,  B\  B\  nuls  dans  les  équations  (c)| 
qui  deviennent  alors 

^*  =  ^a  ,        s^^A'^ (cO , 

et  qui  doivent  s'accorder  avec 

(ï  +.  a*  +  /3*>  =  ^a*  +  .^'/3*  +  .^", (A'), 

résultante  de  {h)^  ce  qui  a  lieu  de  trois  manières. 

I*.  En  posant  flt=o,  i8=o,  Te'quajion  (*')  donne  ^= -^''; 

a*.  En  posant  a  =  o,   $=:A\  réquation  {b')  qui  devient 

(i +/3*)5  =  ^'/3*4"^"f     ne  peut  être  vérifiée  qu'en   considérant  jS 
comme  infini; 

5*.  En  posant  5=u^,  i3=o,  on  trouve  de  même e infini  :  la  ligner 
coïncide  donc  avec  Taxe  des  Zy  dans  le  premier  cas;  avec  celui  àesjy 
dans  le  second^  et  avec  celui  des  Xy  dans  le  troisième. 

IL  M.  Yvory^  dans  ses  recherches  sur  l'attraction  des  sphéroïdes  ellip- 
tiques {Philosophical  Transactions,  1809,  ^*  P^r^O>  ^  reconnu  que  si  Ton 
posait 

^=:acos^  cos4  f    uss^cos^sin^i     p  =  csln^, 

l'équation 

devenant 

cos^'  cos4*  +  cos^*  sin4*  -f-  sîn^*  ss  i  , 

était  rendue  identique  sans  aucune  détermination  des  angles  f  et  4^ 
qui  sont  ceux  dont  on  s'est  servi  au  n*  297.  Cette  transformation  jouît 
de  plusieurs  belles  propriétés  ;*  et  en  attendant  que  nous  fassions  con- 
naître celle  qui  se  rapporte  à  la  cubaturede  l'ellipsoïde  ^  nous  en  doa-» 
serons  l'interprétation  géométrique. 

Si  l'on  considère  une  sphère  ayant  pour  équation 


*•    ,   tt*    ,   1/» 


i> 


^.  +  ^•4.^.=;..,    ou    i,H.^4.^  = 
et  qu'on  fasse  )  d'après  le  n*  297,  * 

f  =  rcos^cos4,       w  =  rcos^sîn4>         ^  =  rsîn^^ 
ty  u  et  sfy  seront  les  coordonnées  du  point  ou  le  rayon  vecteur  r  perce 
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cette  sphère,  II  suit  de  là  que  si  Toa  conçoit  trois  sphères  décrites  du 
centre  de  Tellipsoïde,  avec  des  rayons  a^hj  Cy  et  qu'on  mène  de  ce 
centre  un  rayon  quelconque ,  le  t  dn  point  où  il  percera  la  première 
sphère.  Vu  du  point  où  il  percera  la  seconde^  et  le  pdu  point  où  Ù  percera 
la  troisième,  seront  les  trois  coordonnées  du  poibl  correspondant  de 
Tellipsoïde. 

.  Ceci  revient  à  une  construction  de  l'ellipse  par  points ,  connue  des 
architectes  sous  le  nom  de  la  queue  de  paon,  que  j'ai  rapportée  dans 
mon  Traité  élémentaire  de  Trigonométrie  etc.^  et  qui  se  déduirait  de 
même  de  l'équation 

en  y  faisant  t^na cos(p  y    u:=zb  sin^. 

N*  5ii^  à  la  fil,  page  56x^  ajoutez  : 
I.  En  partant  de  l'équation 

et  mettant  pour  ^^  ^  et  Zy  les  valeurs  du  n*  ag6^  on  trouvera  que 

la  transformée 

Jf^  +  B'iâ  H-  :iD'ut  =  L 

donne  un  cercle,  sous  les  conditions^ 

A'  =  Jî',      />'  =  o, 

qui  répondent  à 

^cos4'  +  5sin4'  =  -^cosfl»sin4'  +  -^cosfl*  cos4*  +  Csinfl*, 
(^A  — B)  cosfl  sin  4  cos4  ==  o. 

La  seconde  équation  est  vérifiée  en  posant 

6in4  =  o^      ou      cos4  =  o; 

la  première  devient,  par  l'une  de  ces  hypothèses  ^ 

A  =  ^cosfl*  -f.  CsinS*.      d'où      cosfl»  =  ^=S, 
et  par   lautre 


Gela   posé^  il  est  aisé  de   voir  qu*on  peut^  par  l'arrangement  des 


B  =  ^cosfl*  H-  Csinfl%      d'où      cos  fl»  =  ^^j--^. 
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termes  de  r^qfuation  primitive  ^  faire  en  sorte  que  l^une  desdetGixva* 
leurs  de  ccns8^  soit  positive  et  <i  ;  ain^  il  y  aura  toujours  deux  va- 
leurs  pour  Taxhgïe  d^  et  deux  «ections  qui  seront  circulaires.  Le  cbau- 
gemeal  d'origine  n'introduisant  que  des  termes  où  les  variables  x,  j, 
•  ne  passeqt  pas  lé  premier  degré ,  et  qui  sont  rejétés  dana  X,  a'a{H 
portera  aucune  modification  aux  équationsv^'rzz  j8'^  Z7' =:  o  :  il  exis-* 
tera  donc  toujoikrs, soi»  les  mêmes  condîtwn^,  deux  aectious  circulaires, 
à  quelque  point  qnW  place  l'origine.  * 

Cette  propriété  des  surfaces  du  second  ordre,  comprend  celle  du  c6ne, 
par  rapport  aux  sections  parallèles  et  antiparallèles  à  sa  base,  sections 
dont  l'angle  est  divisé  en  deux  parties  égales,  parle  plan  qui  est  per<- 
pendiculaire  à  la  droite  qui  divise  en  deux  parties  égales  chacune  des 
sections  angulaires  du  cône. 

iV*  3i6,  page  56g ^   ligne  i6j  après  du  plan,  ajoutez  : 

Toutes  les  droites  menées  du  point  extérieur  a  ceux  de  celle  courbe, 
composeront  une  surface  conique  qui  touchera  par  conséquent  la  sur- 
face du  second  degré  ,  suivant  une  courbe  plane  ;  et  celte  surface  cor 
nique  ne  sera  elle-même  que  du  second  degré. 

N^   5ig,  page  S'j2,  ligne  17^  après  intégral,  ajoutez  : 

En  prenant  pour  exemple  l'équation  x^  +jr*  -j-  2»  =  a'  de  la  sphère 
qui  a  son  centre  à  l'origine,  et  de  laquelle  on  tire 

x+pz=:o^     j- 4- 93=0; 

on  obtiendra  l'équation  dififérentielle 

xàjr  — jàx  ==  o,     qui  revient  à     d*^  =  o, 
et  nous  apprend  que 

^    ==    COÎlSt.  , 

c^est-à-dire  que  la  projection  des  lignes  de  plus  grande  pente  est  une 
droite  passant  par  l'origine ,  d'où  il  suit  que  la  ligne  de  plus  grande 
pente  est  dans  un  plan  passant  par  Taxe  des  z ,  qu'elle  est  par  con- 
'séquent  un  grand  cercle,  ou  un  méridien  de  la  sphère,  si  l'on  prend 
eet  axe  pour  celui  de  rotation. 
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i\r*  ^!M>j  ù  lajm,  fogé  575,  ligne  8,  après  osculatrice^  ajoutez^: 

n  suit  de  là  que  toutes  les  sections  faites  dans  la  surface  proposée  ^^ 
par  un  plan  mené  suivant  cette  tangente ,  ont  leur  cercle  orfculateur 
sur  la  même  sphère. 

iV*  3^5^  à  la  fin,  page  58 1^  ajoutez  : 

Tout  cela  découle  de  Téquation  du  second  degré  ^  de  laquelle  dé* 
pend  M  (Sai).  On  en  tirerait  pour  z^-^y  deux  valeurs  contenant  un 
radical^   en  sorte  qu^on  peut  écrire 

et  les  équations 

combinées  avec  celle  de  la  surface  proposée,  donnant  des  expressions 
de  la  forme 

jr  =  F.(«,  ^,  y),      a:  =  F.(a,  fi,  y), 

conduiront  à  un  résultat  de  la  forme 

y  =  na,fi,y):à2y/P(i^y), 

où  le  signe  +  répond  à  Tune  des  courbures  de  la  surface ,  et  le  signe 
•—  à  l'autre;  et  si  ce  résultat  devenait  rationnel,  il  n'indiquerait  plus 
deux  nappes  d'une  même  surface  ^  mais  deux  surfaces  distinctes. 

N'  Zajj  page  586^  après  la  ligne   la^  ajoutez  : 

I*  Il  pevlétr^  curieux  de  chercher  si  cette  propriété  n'appartient  pas 
à  d'antres  surfaces  que  celle  de  la  sphère.  Pour  cela ,  il  i^t  revenir  à 
Téquation  (8)  du  n*  Saa^  qui  ne  peut  être  vérifiée  indépendamment 
de  m,   à  moios  que 

.(i+7*>  —  pqt:=z  o {a), 

{i+ry  —  {^+p^y  =  o -(P)f 

(i  +/?•>  —  /;yr  =  o (c)  , 

équations  qui  se  réduisent  à  deux ,  puisqu'en  éliminant  s  entrç  la  pre- 
mière et  la  dernière,  on  retrouve  la  seconde.  La  question  proposée 
est  donc  réduite  à  remonter,  des  équations  différentielles  partielles  et-* 
dessus,  à  l'équQiion  primitive  qui  leur  correspond.  .On  ne  trouve  que 
celle  de  la  sphère^  mais  c'est  là  un  problème  de  calcul  intégral  qui 
sera  résolu,  dans  les  additions  au  second  volume. 
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En  attendant^  je  ferai  remarquer  que,  sur  les  surfaces  cherchées ^  les 
deux  rayons  de  courbure  sont  égaux  et  tombent  dans  le  même  sens. 
En  effets  par  l'équation 

^/îï*  +  (r— f)/w— .^  =  G, 

à  laquelle  se   réduit  Féquation  (8)^   quand  on  prend  le  plan  tangent 
pour  celui  des  abscisses^  on  a  seulement  les  conditions 

5  =  0       et       r— <  =:  o; 

mats  le  même  choix  de  coordonnées  réduit  aussi  Fexpression  des  rayons 
de  courbure  à  # 

^    ~  a(rt  — j*)  ^ 

qui,  parles  conditions  précédentes,  donne   seulement  J^= — -. 

Réciproquement^  les  deux  rayons  de  courbure  ne  pouvant  devenir 
égaux  que  sous  les  mêmes  conditions ,  alors  la  transformée  de  l'équa- 
tion (8)  a  lieu  indépendamment  de  m. 

Si  Ton  fait  attenlion  que  la  quantité  soumise  au  radical  est  la  somme 
de  deux  quarrés  ,  on  en  conclura  que  la  quantité  y*  —  4<?g^%  4^î  ^'^s' 
que  la  première  rapportée  à  d autres  variables,  doit  avoir  la  même 
forme ,  et  qu'ainsi  l'équation  f*  —  ^eg*  =  o ,    ou 

doit  nécessairement  se  partager  en  deux  autres  et  exprimer  par  consé- 
quent deux  conditions  au  lieu  d'une.  Celte  remarque  est  due  à  Mensnier, 
qui  Fa  faite  dans  le  tome  X  des  Mémoires  des  Savans  étrangers^  p.5oi. 
Si  l'on  tire  des  équations  (a)  et  (c)  les  valeurs  de  i-f^*  et  de  i-+-/>% 
pour  les  substituer  daps  (^A)  ^  on  l'amènera  aisément  à  la  forme 

d'où  l'on  déduira 

'pYrt—s*{i  +p*Xi  +7*)  =  o  ,     ou    p(j[r.pqt—s(i'i-p*).s(i+q^)=o  , 

équation  que  vérifient  (a)  et  (c)  conjointement. 

JV*  529-,  page  588  y  ligne  5,  après  des  xjr,  ajoutez  : 

I.  11  arrive;  dans  certains  cas,  que  ce  plan  touche  la  sur£ace vivant 
une  ligne  droite   ou*  courbe^  dont  tous  les  points  sont  alors  des  maxi*. 
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Ufam^  ou  des  nirnimums  par  rapport  au  resle  de  la  surface.  Sur  un  cy- 
lindre droit ,  dont  Taxe  est  parallèie  au  plan  des  jcj,  Taréle  supérieure 
^t  une  de  cfes  lignes.  Les  surfaces  annulaires  décrites  par  un  cercle  dont 
le  centre  se  meut  sur  une  courbe  plane,  de  manière  que  le  plan  du 
cercle  soit  toujours  perpendiculaire  à  celle  courbe ,  ont  aussi  pour 
arête  supérieure,  ou  pour  faiie^  une  courbe  égale  et  parallèle  à  la  pre- 
mière, et  contenue  dans  un  plan  qui  touche  la  surface,  en  sorte  que  si  Ton 
prend  celui  delà  courbe  directrice  pour  plan  des  a^,.les  points  de 
la  seeonde  courbe  seront  tous  des  maximums  par  rapport  aux  autres 
points  de  la  surface. 

"^  Pour  en  donner  un  exemple  particulier,  je  supposerai  que  la  courbe 
directrice  soit  un  cercle  d*un  rayon  égal  à  celui  du  cercle  géuiérateur  ; 
alors  l'équation  de  la  surface  sera 

£aisant,  pour  abréger,  v/j^*H-jK*  =  a,  j'en  tirerai 

et  les  premières  conditions  du  maximum  seront 

a:=:o,^  =  o,     oua  — M  =  o. 

Le  point  singulier  indiqué  à  l'origine  par  les  valeurs  a:=o,  ^-  =  0, 
est  de  ceux  où  il  y  a  une  infinité  de  plans  tangens  qui  passent  tous 
par  une  même  droite  tangente  à  la  surface;  mais  le  facteur  a — u=o, 
qui  vérifie  à  lui  seul  les  deux  équations  posées  d'abord,  donnant 

appartient  a  un  cercle  parallèle  au  plan  des  jcj^  et  contient' évidem-^ 

ment  les   points  de  la  surface  les  plus  élevés  par  rapport  à  ce  plan.  . 

En  passant  aux  différentielles  secondes ,  on  obtient  les  trois  équations 

,  V   d'M  Au  au 

,   ,'  ,         V    d'u  du» 

qipi,  dans  Thypothèse  de  ^=o,  ^=o,  â  — u=ro,  Térifient  la  con- 
dilioB  rt-—s*ssOfl».  mêin«  que  FH-^G^^o ,  dans  l'addition  au  n*  166. 
5.  85 
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'  Lorscfqe  lé  plan  tangent  et  la  surface  ont  une  ligne  commmef<m$ 
nécessairement  sur  cette  ligne  d"z  =  dV,  a'  désignant  Tordonnée  4* 
plan  tangent^  dans  Féquation  du  quel  on  doit  regarder  p  et  q  comme 
des  constantes  y  et  faire  seulement  varier  jr  avec  x,  à  cause  de  la  dé- 
pendance établie  entre  ces  coordonnées  par  la  ligne  dont  il  s*agit  De 
cette  manière^  on  trouve  dV  =  qày;  et  comme 

d*«  £=  rdjc*  +  nsdxdj  •+•  tâjr*  •+•  yd^, 

la  condition  énoncée  ci-dessus  donne 

rdx'  +  2sdxdf  +  tdj^  =î=  o  ,     d'où    ^  =  — |  dfc  j  \/$*—rL 

Or,  on  a  déjà  /fct^%  puis  |  =  -  ,  ce  qui  donne  ^  =  —  -  ,    et  conduil 

u  jàjr  +  xàx  =  o,  équation  qui,  s'accordant  avec  d(a — m)  =o,  fait 
voir  que  le  plan  langent  se  confond  avec  la  surface,  dans  tous  les  point» 
où  a  —  £1  =  o. 

IL  Partout  ailleurs,  la  surface  que  ye  viens  de  considérer  n'a  qn'att 
seul  point  de  commun  avec  son  plan  tangent ,  comme  cela  arrive  à  b 
sphère  dans 'tous  ses  points;  tandis  que  sur  le  cylindre  et  le  cône,  an 
contraire,  le  contact  a  lieu  dans  toute  Té  tendue  d'une  droite  pour  chaque 
plan  tangent.  De  la  naît  une  division  dans  les  surfaces,  en  distingant 
celles  qui  ne  peuvent  jamais  être  touchées  que  dans  un  seul  points 
par  un  plan,  celles  qui  peuvent  Tétre  toujours  suivant  une  ligue,  ef 
Celles  à  qui  cela  ne  peut  arriver  que  dans  un  nombre  déternûaé  de 
lignes. 

Ces  diverses  circonstances  se  lisent  dans  l'équation 

dx—        ^^<  V^— /t, 

dont  le  second  membre  est  toujours  imaginaire  lorsque  ^•<  rt ,  quels  qtie 
soient  or  et  j^;  et  l'équation  de  la  sphère  ^*+^^-f- 2*  =:^^  donne  en  effie^ 


résultat  toujours  imaginaire. 

Au  contraire,   ce  résultat  sera  toujours  réel,  si,  quels  que  soient 
X  et  jr^  on  a 

s*=irty    ou     s^^rt, 

En&Q,  on  n'obtiendra  qu'un  nombre  détermina  de  Kgnes,  lorsque  U 
signe  de  s*  — rt  dépendra  de  certaines  relations  entre  ar  et  7. 
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*  Ta  discMsioii  de  la  nalàre  des  surfaces  et  des  lignes  qui  répondenf 
au  cas  où  rt^=2s%  mènerait  irop  loin  et  serait  d'ailleurs  superflue  ^ 
puisqti»  ces  sarfiu:es  siont  caractérisées  dans  le  n**  SSg ,  par  nne  pro-^ 
pviété  qnr  eompread  la  précédente. 

Quand  kr  plan  tangent  et  la  sur&ce  ne  peuvent  coïncider  dans  une 
ligne  y  on  peut  chercher  quelle  est  celle  sur  laquelle  leur  éîoignenienf 
est  ttD  minimum  aux  environs  du  eontacL  Pour  cela^  iL  faut  rapporter 
l'équation  de  la  surface  à  son  plan  tangent,  et  poser  les  conditions  qui 
rendent  un  minimum  la  fonction 

r  •+-  a*  g-^  -f-  ^  ^, ,     ou     r  +  ^^^  +  ^f^%  ' 

en  la  différentiant  par  rapport  à  m  seulement.  On  trouve  alors 

s  +  tmzs^'O,    d'où    m=sr — -,    et    d^=s — - — dx\ 

Même  numéro  j  à  la  fin ^  ajoutez, :t 

I.  On  a  d^k  vu,  datts  l'addition  an  n"*  327,  que  l'équatioa 

[(i  -H  p^Y-^^pqs  -h  (i  +  V*)']*  —  4(ï  +  />•  +  q%rt  — . s^)  T=:  o , 

ne  peut  être  vérifiée  que  par  la  sphère;  en  sorte  qu'il  n'y  a  que  celte 
surface  dont  les  deux  courbures  sont  égales  et  dans  le  même  sens;  mais 
si  Ton  envisage  l'équation  ci«-dessus  comme  ne  devant  avoir  lieu  que  par 
une  relation  parliculièré  entre  jr  ti  x^  elle  indiquera  une  ligne  sur  la* 
*  quelle  les  deux  courbures  de  la  surface  proposée  seront  égales,  et  que 
Monge  a  nommée  Ugne  de  courbure  s^hérique. 

En  égahtnt  à   sera  le  coefficient  de  la  première  puissance  de  ^ , 
dans  réqaatkm  (7)  da  n*  3 di^  on  aura 

(14-/7*)/—  2pqs  +  (i  +?•>  =  O, 

équation  d'une  surface  sur  laquelle  les  deux  rayons  de  courbure  sont 
égauxy  mais  placés  en  sens  contraire.  On  en  trouvera  1  mtégrale  au 
n""  775.  Cette  équation  peut  être  aussi  considérée  sur  une  surface  par- 
ticttli^rei^  comme  celle  d'une  ligne  jouissant  dé  la  propriété  qui  vient 
d^)re  énoncée. 

%.  La  va«4atiou  sinmltanée  des  deux  variables  indépendantes ,  dans 
l'équation  d'une  surface,  embrasse  quatre  points  (3i3),  qui  forment 
un  quadrilatère  MmNn^  fig.  70  du  I"vol.  Ces  quatre  points  n'étant  pas  cn^^i?;  J3. 
générai' dans  UQ  même  plan,  peuvent  être  groupés  trois  à  trois,  de  deu^ 
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Tnanières  distinctes^  savoir^  en  menant  la  diagonale  de  ilf  à  N^  un  c^lla 
qui  va  de  m  k  n;  \es  plans-^cordes  qui  joignent  chaque  glt>i]pe  de  points 
sont^  dans  le  premier  caSyMmN  et  MnN;  dans  le  deuxième^m^fo  tïmNn. 
L  angle  compris  entre  chacun  de  ces  couples  de  plans  penl  être  re- 
gardé comme  dépendant  de  la  courbure  des  surfaces;  c'est  ponrqaoi 
j'en  vais  donner  la  détermination. 

Pour  simpliQer  les  calculs,  je  placerai  l'origine  des  coordonnées  au 
point  M  y  et  je  désignerai  d  abord  par  :s!y  z'^^  z"',  les  ordonnées  des  points 
#71,  /z  et  JVy  comptées  à  partir  du  plan  mené  par  le  point  M  y  parais 
lèlement  au  plan  Bj^C  des  xjr.  Cela  posé,  considérant  d'abord  le  plan 
qui  passe  par  les  points  AT,  /»,  iV,  j'emploierai  les  formules  qui  ter^ 
minent  le  n""  274,  en  supprimant  leur  dénominateur  qui  disparaît  dansh 
suite  du  calcul;  et  faisant  d'abord  o:'^  j<^  et  z'y  nuls  ^  je  changerai 

or"  en  dxy     j"  en  o,      z"  en  z', 
jc'"  en  àxy     y"  en  d;^ , 
ce  qui  me  donnera 

ji  ^  z'dfy       £  =  (z^'^^z^Xy        C  =  —  dydr. 

Pour  le  plan  qui  passe  par  les  points  My  n  ei  N  ^  je  changerai 

o:^'  en  o,      j"  en  df^y 
o?^' en  dx,   jr"' tn  àfy 
et  î^obliendrai 

De  ces  valeurs^  il  résulte' 

AB'-^AB  ==  2'"dxd7(z"'— a'^—z')  =  dzdxi^.sàxàfy 
AC-^A^C  =:  —  dj*da:(z^"— z"— z')  ^—dxdy.$dxdy^ 
BC^BC  =  dx-d7(z"'~z"— V)  =  djc*dr.5d*dr^ 
a  cause  que 

2'  ==  j>dx  +  \  rdx*  -f-  etc. , 

i"  =   (fdj  -1-  ^  tdj^  4-  etc. , 

z'"=z  pdx  -j-  ydj  +  i  (rdx*  4-  2sdxdj  +  %')  +  etc.  (5i5JV 

et  en  mettant  dz  pour  pdx  +  gdjr  i  alors  l'expression  de  sin 7^^  rap»^ 
portée  dans  Taddition  au  n"*  285  y  donne 

H/dx-»+ dy-f- da*  Ah    i/d3*  +  dy  +  d&'  *^ 

i+p»  +  9*        *  d.ix3y         i-^p»-|-^*        ^ 

pour  la  valeur  du  sinus  de  ]l'angle  dièdre  compris  entre  les  plans  MmJSf 
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el  MnN ^  et  dont  l'arête  est  sur  la  diagonale  MN  y  sinus  qui  peut 
être  pris  pour  son  arc,  puisque  Tangle  e»t  infiniment  ^elit. 
«    Je   passe  :à  Tangle  dièdre  ayant  poui;  arête  la  diagonale  mn^  ^t  je 
commence  par  le  pla^  qui  passe  par  les  points  m  ^  n  et  M ^  pour  les-« 
quels  il  £iut  changer 

afenàx^     y  en.Of  . 

^"  en  6,        y  en  dy^ 

a?'"  en  o,        y'ea  o,      z'"  en  o; 

an  moyen  de  quoi  je  trouTe 

ji^z'dx,        iî=:2/'djr,      *C=— dxdj. 

Tenant  aux  points  m,  n  et  Ny  pour  lesquels  il  &ut  changer 

x'  en  Ax y     y  en  o, 
o?"  en  o ,        y  en  ày^ 

a^'evk  àx  y     yen  d/, 
j'en  lire 

et  j'obtiens  ensuite 

JC^A'C  =  da:dr(z'+z"— z'")> 
BC—B'C  =  djc-dj(z'+z"— z''0  ; 

mettant  pour  z'^  z",  2'^'^  leurs  Talears  irapportéea  précédemment,  Fez-» 
pression  de  sin  V  me  donne 

i+pa+^»  '>     ^"    dxd^  i-fy4.<^  t 

ponr  Tare  qui  mesure  l'angle  dièdre  formé  sur  la  diagonale  mit. 

Qaoique  de  forme  différente  en  apparence^  les  deux  résultats  que  fe. 
'Viens  d'obtenir  ont  la  même  composition.  Pour  le  reconnaître,  il  suffit 
de  voir  que  \/da:'-|-d;^-H  dz*  est  Texpression  de  la  diagonale  MN^ 
et  \/{pdx  —  ^djry  -+•  dx*  +  dj*  celle  de  la  diagonale  nm. 

Ensuite^  comme  la  normale 

MG  =-2  v/r+/^*  +  9'  =  MM'  \/ W-;?»  +  q*  (317)  , 

les  valeurs   des  angles  dièdres  considérés  ci*dessus  pourront  s'écrire 
ainsi  ; 
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La  valeur  d^  celte  diffëreatlelle  dépendant  de  celle  de  ^^Ay^t* 
rait  lieu  à  ciiercher  ses  maximums  et  tes  minimams.  0&  pourrait  la 
comparer  soit  k  \/dr*  -+-  d^%   soit  a  v/3x*'+  d;^-+-d5*.  En  feisant 

il  vient  '  ' ■ 

et  si  Ton  représente  cette  différentielle  par  dc^  puis  qxi*on  cherche  la 
condition,  du  niaxjmunf  ou  du.miqimum  de— ,  p«r  rapport  à  l'angle  a^ 

ou  anra 

(p cos a  -H y  sin a)( — ^sia a'+tf  cosa)  =  o , 
d*oii 

langA  =—2,.     ou      =j, 

ce  qui  iiidique  sur  ^e  plan  des  xj^  deux  directions  à  angle  droit 

Si  Ton  prenait  le  plan  tangent  pour  celui  deéxjTj  les  denx  a»* 
pressions  se  réduiraient  à 


d.  ==  .-^^N/aFqTdr,  d'où 


df  d** 


looim 

férentîel 


«e  qui'  dooim  une  significatioiL  asses  remarquable  au  cdefficient  dif* 

d'z 


dycdj^* 

iV*  553  j  p^ffB  594 j  û  l^ijiftj  ajoutez  : 

Pour  iudiquer  plus  clairement  Tusage  de  celte  équation^  je  l'appli- 
querai à  réq,ualîon/ 

,i|^K  çoMpranâ  tOAite«{  les  swHbcfis.  do^  senond  ordre- (Sm); 
On  en  dé4^iL  d'abord, 

d'où  tirant  les  valeurs  de  p  cl  de  ^,  pour  fes  substituer  dans  réqaalîoa 
différentielle  partielle  des  surfaoes  de  cévolutian,  on  pacviendra  à  un 
résultat  de  la  forme 
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tjttî  doïl^tre  idenliqnement  nul,  ce  qui  fournira,  comme  0*1  voit,  sept 
condi lions;  et  pour  les  remplir,  on  ne  peut  disposer  que  des  qualre 
quantités  ft,  /S,  a  et  h  y  qui  indiquent  la  position  de  Taxe  de  rotation. 
11  restera  donc  trois  conditions  entra  les  coefficîens  de  l'ëqualioa  de» 
surfaces  proposées. 

On  trouvera  sans  peine  que  x  •  . 

M  =  jt/~^  =  0,     ç  =  hK^Jis  Œ  o,  r  =1  (/!]?— fA)Js:  =  0, 

N  z=zb(C^J)z=x  O,  iî  =î:  Bct-^K  =  o, 

P  =ui(C^B):=  o,        s  ^{a^ha)C^  o. 

La  première,  donnant  A'sezB ^  est  une  condition  indispensable;  puis 
en  prenant  «sso,  ^=3=0,  on  vérifie  encore  les  deux  dernières  équa« 
tiens  de  la  première  colonne,  la  dernière  de  la  deuxième  colonne,  et 
la  dernière  de  toutes.  La  première  et  la  seconde  de  la  deuxième  co- 
lonne donnent  alors  ^  =;:o,  )S=so;  ainsi  Taxe  des  i$  est  celui  de  ro« 
talion^  et  la  surface  a  pour  équation 

A{x*  -+-/•)  -H  Ci*  4-  !iK%  =2  o. 

On  aurait  pu  opérer  immédiatement  sur  lequation  générale  du  n^  iï^^ 
mais  je  n'ai  voulu  que  donner  un  exemple  succinct;  on  trouvera  plu« 
sieurs  solutions  de  ce  problème ,  dans  la  Correspandanee  sur  l'École 
JPol^ieehnique, 

N*  556^  page  699^   ligne  i5^  apt^ès  géométrique,  ajoutez  : 

(565), 

La  construction  de  cette  courbe  est  assez  remarquable.  On  voit  d'abord, 
par  les  équations  {2)  et  (3),  que  les  coordonnées  oc  ^\  f  sont  celles  de 
la  développée  de  la  courbe  qui  aurait  la  quantité  m  pour  abscisse  et 
<f{m)  pour  ordonnée  ;  car  ces  équations  rentrent  dans  celles  de  même 
désignation  du  n*2â6,  lorsqu'on  change  dans  ces  dernières  et  en  x  ,  ^ 
en  ^,  jc  eu  m,  jr  en  f(/7t)«  Puis  en  conservant  y  pour  le  rayon  de 
courbure^  on  peut  alors  ^  en  vertu  de  l'équation  (i)  du  n*  2:26^  substi- 
tuer 7*  à  Çx^^my  +  H/—- ç^(w)]*  d«ï*s  l'équation  (i)  du  n*  355 ^  et  il 
vient 

3.* -h  a*  == /ï*,       d'où      z*==a*— .>V 
U  suit  de  là  qu'en  élevant  sur  les  différens  points  de  la  développée 
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xd'iine  courbe  plane,  des  perpendiculaires  à  son  plan ,  l'ordonnée  a,  porr 
•tée  sur  ces  perpendiculaires 9  sera  le  côté  de  l!angle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  dont  Tautre  côté  sera,  le  rayon  de  courbure  ^  et  qui  aura  pour 
•hypoténuse  la  ligne  constante  a  ;  mais  il  faudra  prendre  la  cpurbe  dont 
Tordonnée  est  ^[m)y  de  manière  que  son  rayon  de  courbure  ne  puisse 
pas  devenir  plus  grand  que  a. 

JV''55^j   pht^e^6o5j  ligne  i5^  après  (i)  et  (2),  ofouiez  : 

Cela  est  aisé  à  voir,  par  la  génération  précédente,  et  résulte ajussi  bien 
simplement  de  leurs  équations;  car  si  Ton  suppose  la  quantité  i7i  constante, 
le 'système  des  équations  (i)  et  (2)  indiquera  une  lignç  droite  sur  la- 
quelle les  valeurs  de  ;?  et  de  ^  seront  constantes  et  communes  par  con^ 
séquent  au  plan  tangent  et  à  la  sur&ce. 

On  arrive  aussi,  par  celte  dernière  considération,  aux  équations  des 
surfaces  développables  ;  il  suffit  de  mettre  Téquation  du  plan  taugent 
sous  la  forme 

on  voit  alors  que  pour  qu'une  surface  soit  touchée  dans  toute  1  eten<- 
due  d*une  ligne,  par  son  plan  tangent,  il  faut  qu'il  puisse  exister  entre 
a:  et^  une  relation  qui  rende  constantes  les  trois  quantités 

coefficiens  de  Téquation  de  ce  plan ,  c'est-à-dire  qui  donne  simnlta^ 
nément 

d/?^=:o,       dy==o,       d(z — px — y/)  =  o; 

sur  quoi  on  doit  remarquer  que  Tune  quelconque  de  ces  équations  est 
une  conséquence  des  deux  autres,  à  cause  que 

d(2  -^px  ~  ^7)  =  —  xàp  —jràq. 

Les  deux  premières  conditions  établissant  que  les  quantités  /?  ety^ 
variables  en  même  temps,  doivent  aussi  être  constantes  en  même  temps, 
il  s'ensuit  que  I*Hne  dépend  entièrement  de  Tautre ,  et  que  par  consé- 
quent p^=z7r[q)  :  on   doitdônc^  par  la  même  raison,  poser 

^^px^qy^miq),    d'où    a— orsT^y)— jy  ==  <7), 
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à  qu^i  il  frai  joindre  Téquaiioa 

venant  de  d(z — /'•^  — y/)=o,  et  Ton  aura  un  système  équivalent  à 

celui    des  équations  (i)  et  (2). 

'   La  supposition  de  p=z7r(ç)  conduisant  à 

les  équations  '  ' 

d/?  =  o=/*da'-f-'yd;^>     d9'  =  o=:^dji:  + fd^, 
.s'accordent  à  donner  « 

c'est-à-dire  constant  pour  les  points  communs  au  plan  tangent  et  à  la 
surface,  ce  qui  ne  peur  avoir  lieu  que  sur  une  ligne  droite. 

iV*  540^    à  la  fin  ^  page  606.  •^ 

11  y  a  dans  la  question  générale  de  cet  article,  un  cas  particulier  assez 
étendu,  qui  mérite  d'itre  spécialement  îmlîqué;  c'est  celui  où  S"  est 
constant.  En  le  représentant  alors  par  a  y  on  a  les  équations 

[^-*]"  + 1:7-9(^)]"  +  [2-4W]* = ^^ (0  • 

^  —  A  +  [jr— <P(^)]?>'(à)  +  [s— 4 W]4'(^)  =  o  . .  .(2) , 

appartenant  a  la  surface  qui  enveloppe  une  suite  de  sphères  du  même 
rayon,  et  dont  le  centre  parcourt  une  courbe  à  double  courbure  donnée, 
c'est-à-dire  aux  surfaces  annulaires  en  général. 

Voici  comment  on  peut  éliminer  les  fonctions  arbitraires,  dans  ce 
cas.  La  première  équation  étant  différentiée  par  rapport  à  or  et  par  rap- 
port à  ^ ,  en  regardant  et  comme  constant ,  en  vertu  de  la  seconde , 
donne       . 

x  —  ct       •+-  [2--4W];'  =  ^'Vou  f      «  =  ^  +  [«  ~  4(a)]/>, 

r  —  (p(a)  -+■  [5  —  4M7  =  û>i      l^C«)  =y^+  [2  —  4W]9> 

ce  qui  conduit  par  conséquent  à 

\r  +  [^~4W}9  =  ^{^  +  [2—4(*)]/^} (3)î 

mettant  ensuite  les  valeurs  de  a:  — a  et  de/ — (P{a)  tirées  des  deux  dif-' 
férentielles  partielles,  dans  leur  équation  primitive ,  on  en  déduit 

3-  '  84 
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en  faisant,  pour  abréger,   i  4-;?*+7*  =**;  el  par  ce  ïO0jtn  on  cE* 

mine  2— -^(ât)  de  Téquaiion  (S),  qui  devieni 

on  chasse  ensuite  la  fonction  ^ ,  en  différentiant  à  l'ordinaire  et  par  ua 
calcul  qui  n'oiïre  aucune  difGcultë. 

iV*  342^  p^gc  610,   ligne  5  en  remontant. 

Si  Ton  différeillîe  par  rapport  à  jc  et  par  rapport  à  jr  les  deux  pre-  ' 
mières  de  ces  équations,  et  qu*on  mette  pour  7r'(a)  sa  valeur  tirée  de 
la  ttoisiènie,  on  aura 

o  =  ^.  +  [.r + ^'(«)]  Ë'  /^  =  4W -f-4'(«)C^+?'W]^,, 

et  par  les  équations  de  la  première  colonne,  les  valeurs  de  petiej 
ce  réduiront  à 

/  =  4W--«>^'(-),|     d'où  7^  =  ^^)/ 

comme  dans  les  n''»  SSg  et  544-  Ce  calcul  pourrait,  à  la  rigueur,  dis- 
penser de  la  vérification  faite  dans  le  n*  5^2, 

Ibid.^  à  lajin,  page  61  a# 

I.  Quand  les  lignes  droites  qui  forment  lai  surface  ne  se  conpenf  pas, 
les  points  où  elles  se  rapprochent  le  plus  forment  une  ligne  remar- 
quable, sur  laquelle  la  surface  se  resserre  ;  tel  est  dans  ITiypcrboloîdc 
engendré  par  la  révolution  d'une  hyperbole  autour  de  son  second  axe 
(5o4),  le  cercle  que  décrit  le  sommet  de  cette  courbe.  La  surface  dont 
il  s'agit  résulte  aussi  de  la  révolution  d'une  droite  autour  d'une  autre 
qui  n'est  pas  danS'  le  même  plan  {Arithmétique  uniyfrselle  de  Nev^lon, 
probl.  XXXIII)  ,  et  c'est  fur  le  cercle  dont  nous  venons  de  parler, qu^ 
les  diverses  droites  se  rapprochent  le  plus;  aussi  Moiige  l'a-t-il  nomo3<^ 
ligne  de  striction. 

Pour  trouver,  la  ligtie  de  striction  sur  une  sur&ee  formée  de  li^es 
drottesy  d'une  uianière  quelconque ,  il  faut  en  considérer  deux  consé- 
cutives; et  afin  49  simplifier  la  noialioa^  je  pose  d'abord  les  équations 

j  =  ax  -\^  a,      y  =:  aV  4-  çt\  \ 
z  =  bx  +  /3,       s'  =  bW  4-  ^',  J '  •  *^  ^' 
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Ett  disant  sur  ces  équations  le  calcul  iirdiqué  au  n»  287,  on  a,  pour  dé- 
terminer leur  plus  courte  distance,  les  équations 

ar  ^  V  +  (^  — y)a  +  (z  —  z')b  =  o, 
x  —  x'  4- (j  —  yy-f.  (2  —  z')ô'=:  o; 

et  retranchant  la  première  de  la^econde,  on  obtient 

«nais  comme 

a'==«-|-d«»,         b'z=sb-^db, 

le  système  d'équations  ci-dessus  peut-être  remplacé  par 

a?  _  x'  H-  (^  — y)«  4-  (2  —  z')b    =  o,  ]  ,  V 

.  (J  -y)dH-  {z  -  z')dt  =  o,  i"*-****^  ^* 

Cela  posé^  mettant  aussi  dans  les  équations  (i)  les  valeurs  de  a^  et 
de  ô',  ainsi  que  celles  de  a'  et  de  /3',  qui  sont  a-|-dflft  el  /3  +  dj8, 
on  en  tire  les  valeurs 

^  — y  =  ii(^  —  ar')  —  x'da  —  da  ,  I  ,,v 

a  —  2'  =5  è(x  —  x')  —  Jc'di  —  d/3,  j ^  ^' 

qui  changent  les  équations  (2)   en 

(a:_j:')(a(Lï+4di)  —  {da*+db*)x'  —  dada  —  dbd/i  =  o  ,  j    ^^  ^  ' 

et  éliminant  x  —  o:' entre  ees  deux  dernières^  on  arrive  à 

[(,4.a»4-i*Xdfl»4-d**)  — («dû-f-*d*)*]y  1  _ 

+  (i+a»  +  i»)(d^idfltH-dAd/3)  — (ada  +  Ad/SX^da+td^)  j  ~  ^' 

qui^   après  des  réductions  aisées  à  trouver  ^  prend  la  forme 

[da^  +  db^  +  (adi  —  bda^jx'  +dadct  +  did/3  1  _  ... 

+  (adi  ~  bda){adli^  bda)  J  ~  ^*  '  *  '^'*^' 

et  fait  connaître  x'  en  fonction  des  quantités  à,  ûl  ,  b  ei  fi.  Si  Ton 
remplace  les  trois  dernières  par  ^(«) ,  4C^)  ®'  '^{^)y  qu'elles  repré- 
sentent (n*34i,  p.  608),  il  ne  restera  plus  de  différentielles  j  et  en  négli- 
geant les  quantités  infiniment  petites,  on  pourra  substituer  x  à  x';  car, 
ainsi  qu'on  devait  d'ailleurs  s'y  attendre  ^  on  voit^par  les  équations  (a% 
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quie  la  ilifierence  o^-r^'  est   une  quaQÛlé  iofinhisent  petite  du  pre^ 

mîer  ordre. 

En  n'écrivant,  *pour  abréger,  que  les  caractéristiques  des  fonctions, 
il   viendra  l'équation 

[i+4'*+(«4'— 4)l'^+^'+4'^'+H  ~4)(^— 4<pO=o (40, 

• 

dont  la  combinaison  avec  (i)  et  (a)  du  n*  34i,  p.  608,  donnera,  par 
l'élimina tion  de  ^,  les  équations  de  la  ligne  de  striction  de  la  surface 
proposée. 

II.  L'expression  de  la  plus  courte  distance  des  droites  consécutive» 
qu'on  a  considérées  ci-dessus,  et  qui  est  évidemment  celle  de  la  diffé- 
rentielle de  l'arc  de  la  ligne  de   striction,  s'obtient  par  la  formule 

En  y  substituant  d'abord  les  valeurs  de/ — y  et  de  z^^z'y  tirées  des 
équations  (2),  on  trouve 

et  il  ne  faut  pTus  qne  chasser  x^^^ady  en  mettant  sa  valeur  tirée  de 
Tune  des  équations  (a'). 

III.  L'équalion  (5)  du  n*  54^,  qui  exprime  la  condition,  que  les  lignes 
droites  dont  la  surface  est  formée,  se  coupent,  revient^  dans  la  no- 
tation de 'l'article  I,  à 

dida  —  d/zd^  =  oj 

et  si  Ton  en  tire  la  valeur  de  d/3  pour  la  substituer  dans  Téquation  (4), 
le  résultat  se  décompose  en  deux  facteurs,  dont  Tun^ 

/     I     dee 

^'  +  5i  =  o. 
rentre  dans  l'équation 

qui  donne  Tabscisse  de  Tintersection  de  deux  droites  consécutives. 

La  même  substitution  étant  faite  dans  la  première  des  équations  (a'), 
conduit  à 

d'où  il  résulte  en  effet  x — ^jc'  aco  :  la  ligne  de  striction  se  change  donc  en 
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ftréte  de  rebrotissement^.  quand  la  surface  praj>osée  devient  dévelop- 
pable. 

IV.  Il  y  a  encore  cette  différence  entre  les  surfaces  dëveloppables  et 
les  autre»  surfaces  composées  de  lignes  droites,  que  sur  ces  dernières 
le  contact  ne  s'éteud  pas  sur  toute  la  ligne  qui  est  conniniune  au  plan 
tangent  et  à  la  surface  ;  il  n'a  lieu  qu'en  un  seul  point  ;  ailleurs  ^  il  y  a 
simplement  intersection  du  plan  avec  la  surface  )  c'est  ce  que  prouvent 
Tes  calculs  suivans. 

Une  droite  quelconque  de  cette  surface  ayant  pour  équations 

jr  ;:=:  ax  +  (p(a),       z  tss  j:4(«)+7r(«) (i), 

et  devant  se  trouver  dans  le  plan  tangent  dont  Téquation  est 

il  en  résulte^  d'après  le  n""  276^  la  condition 

qui  y  n'établissant  pas  une  dépendance  immédiate  entre  les  eoeflicîens  dif-^ 
férentiels  p  et  q,  fait  qu'ils  peuvent  varier  quoique  a  reste  constant^ 
c'est-^à-dire  pour  les  différens  points  d'une  même  droite.  On  le  voit 
encore  mieux  en  cherchant  les  valeurs  de  p  et  de  q  par  la .  difTérentia»* 
tion  des  équations  (i)^  quî^  lorsqu'on  fait 

àa  0  da  ff  • 

conduit  à 

Par  les  équations  de  la  première  colonne  ^  on  af 


jf 


1 


^+¥(fl)^       "*   -a^+f\a)^ 


ce  qui  donne  | 


p—^{a)^a     ^^^,^^— ,       ^_____^. 

expres^ons  dont  la  valeur  change  avec  x,  quoique  a  soft  constant,  et  que 
par  conséquent^  le  point  demeure  sur  une  même  ligne  droite  ^  ainsi  le 
contact  n'a  lieu  que  dans  un  seul  point. 
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Si  Ton  xpxdtipUe  p^r  a  la  valeur  de  q^^  et  quon  r4ij.oute  à  celle  de  ;7^ 
on  trouve  comme  ci-dessus 

et^  des  valeurs  de  a!  et  de  a^'^  on  tire  lequatioa 

ad'  -|-  û'  =  o  , 

qui 9  conjointement  avec  la  précédente^  mène  à  rélimination  des  fonc« 
tioQS  arbitraires. 
Les  deux  différentielles  de  ;?+^y==4'(^)>  ^lanl 

r  4-  as  +  a'q .=  a'4'(«) ,     ^  +  a^  +  a'y  =  d'^^fC) , 
donnent 

a'V  —  a's  +  aa^'s  ^^^  aalt  =:  o,     ou     r  +  2/15  +  0*^  =  0 (4), 

qui 9  par  deux  nouvelles  differenliâtions  et  en  posant^  comme  danî 
le  n'  543, 

dr=adjc  +  i8d7-,     d^  ==  jSd^  rf- ^dj  ,     àt=Lyàx -\- S^àj  ^ 

conduisent  aui(  équations 

(L  +  2ûf/3  +  2a'5+ a*j^+2fla7=o  ,     /3  -^  2^;^  -|-  2a"^  +  a^^  -j-  3  W/  =oj 

multipliant  la  dernière  par  a^  et  l'ajoutant  à  la  première ^  il  viendra) 
en  verlu  de  a'  =  •—  a£i\ 

a  4.  SajS  +  5fl^;.  +  aV  _  ^ ^5^^ 

équation  qui,  jointe  à  (4) 9  donnera,  par  rélimination  de  a,  Téqua- 
tion  différentielle  partielle  cherchée.  Le  même  résultat  se  trouve  dans  le 
n"  545»  déduit  d'un  procédé  moins  direct,  mais  plus  court. 

Il  faut  remarquer  que  la  première  des  équations  (i)  donne,  dans  la 
supposition  de  a  constant,  ày  =  adr,  ce  qui  change  les  équations  (4) 
et  (5)  en 

rdj:*-f-  a^drd/  +  ^^J^  =  ^  >  ou     d*z  =50, 

ado:^  +  5/3dj:*d/  ■+■  5  j^d^cd;^»  +  i^àj^  =  o ,    ou     d^z  =  o  ; 

elles  expriment  donc  la  condition  que  tous  les  points  de  la  droite  gêné* 
ratrîce  sont  dans  le  plan  tangent,  ce  qui  doit  être,  puisqu'elle  est  tan- 
gente à  la  surface  :  ensuite,  éliminer  ^  ou  âs,  c'est  passer  dune  posl- 
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tioti  <}aê1con<}ne  de  celte  génératrice ,   à  VeMetùbU  de  iei  |)ôsitions, 
et  par  conséquent  I  Téquation  de  la  surface. 

Observons  encore  que  Téqtiatîan  (4)  n'est  autre  chose  que  dp-f-rfd^=o, 
diffiérentielle  de^  +  ^=  4C^)>  ^^"^  l'hypothèse  de  a  constant^  et 
qu'elle  a  également  lien  par  rapport  aux  surfaces  développables^  mais 
avec  celle  différence  ,  que  pour  celles-ci  elle  se  partage  en  deux^  savoir^ 
d/?=o,   dç=zOy  tandis  que  pour  les  autres  surfaces,  fdrrtiées  de  lignes 

droites  ,  elle  établit  seulement  que  le  rapport  —  ne  varie  pas. 

iV**  544^  à  la  fin  ^  page  61  jj  ajoutez  : 

D'Alembert,  dans  le  tome  VIII  de  ses  Opuscules  (p.  5i5),  a  remar^ 
que  que  sî  cette  surface  était  un  plan^  elle  reneonfreratt  celui  des  j^^-sui-* 
Tant  une  droite.  L'inverse  de  cette  propositioa  est  vraie^  parce  que  deux 
tangentes  consécutives  étant 'dans  le  même  pkn  (547)  >  et  tous  ces 
plans  passant  en  outre  par  la  même  droite^  il  s'ensuit  que  deux  plans 
consécutifs  ont  deux  droites  communes  et  n'en  font  par  conséquent 
qu'un  seul.  Cette  circonstance  se  reconnaîtra  donc  par  la  relation  de 
!^y  et  j^T^",Jig.  75 du  l*"^  vol.,  qui  sont  les  Coordonnées  du  point  où  FIG.75 
la  tangente  MT  vient   rencontrer  le  plan  BAC.  "  "^ 

En  faisant  ;&'  =co  dans  les  équations   des  tangentes^  on  trouve 

et  pour  que  ces  coordonnées  appartiennent  à  une  ligne  droite^  il  faut 
qu'elles  satisfassent  à  Téquation 

a  ei  b  étant  des  constantes  qui  déterminent  la  position  de  cette  droite. 
Si  Ton  remplace  a/  et  y  par  les  expressions  ci-dessus^  il  viendra 

a         da  '    A  dz 

multipliant  le  second  membre  par  d^,  divî^^ant  l'équation  par  z*^  eC 
passant  tous  les  termes  dans  un  seul  meiAbre ,  on  obtiendra  l'équalioa 

1  zàx — xAz    ,     I  ady---ydz    .    da 

qui  revicfnt  à 

a      z    *    b     ^  z 
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Nous  observerons  .que  Claîraut  et*  les  prémices  auteurs  .qdi  se  sont 
occupes  des  courbes  à  double  courbure,  en,. déterminaient  les  tangentes 
par  deux  soutangentes.  En  prenant,  par  exemple. 


on  assignera  le;  point  où  la  tangente  iHfr- rencontre  sa  projection  AfT^ 
sur  le  plan  des  xj;  et  la  distance  de  ce  point  au  pied  M'  de  Tordon- 
ne'e  M'My  est  exprincie'e  par 

dT-^- 

N^  347,  page  62 j,  ligne  3^  après  précédent,  ajoutez: 
Cette  équation  revient  à  ' 

ce  qui  est  bien  symélrîque.  En  rapportant  tout  a  îa  variable  x,  con- 
sidérée comme  indépendante,  et  posantj'  =  ^(a:J,  i5r=»»J.(ic), il  vient 

oii  il  ne  se  trouve  plus  qu'une  seule  xlifférentiation  indiquée. 

iV"  35o^  P^g^  625^  ligne  12^  û/?rè5  plans,  ajoutez  : 

Et  cela,  parce  que  GO  est  dans  le  premier  plan  osculateur,  et  G'O. 
dans  le  second,  et  que   ces  plans  sont  distincts. 

Ibid.^   ligne  i5j  ajoutez  en  note: 

D'Alembert)  dans  le  tome  VIII  de  ses  Opuscules  (p.  3io),  considère  la  courbe  qui 
rencontre  à  angle  droit  toutes-  les  communes  sections  des  plans  osculateurs  â*une  courbe 
proposée,  c'est-à-dire  toutes  ses  tangentes  ,  et  regarde  cette  dernière  comme  simple- 
ment à  double  coitrbure ,  lorsque  l'autre  *est  plane.  Cette  autre  forme  de  m^è  une 
courbe  perpendiculaire  à  ses  tangentes ,  qui  peut  être  plane  ou  à  double  courbure.  Daos 
le  premier  cas,  la  courbe  proposée  est  à  triple  courbure;  dans  le  second^  à  quadruple 
courbure ,  et  ainsi  *de  suite. 

Les  développées  à  double  courbure  d'une  courbe  plane  (34.9)  '^°*  1®^  ar^tçs  de  re- 

broussement  de  surfaces  développables  dont  les  arêtes  sont  toutes  perpendîcnlaires  à 

d^Wr  '^'*i  "^®  lucme  courbe  plaaie  (  voy.  Jig-  75  d»  I**"  yol.)  :   ces  arêtes  de  rebroussement  sont 
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donc  des  courbes  de  Tespèce  que  d'Alembert  appelait  à  double  courbure  :  si  on  leur 
mène  des  plans  normaux  (348)  »  et  quon  forme  leurs  déyeloppées ,  celles-^i  seront  à 
triple  courbure,  et  ain^i  de  suite. 

N^  55i,  page  626,  ligne  17. 

Les  calculs  qui  suivent  prenneat  une  forme  plus  élégante,  en  les 
disposant  comme  ci-dessous. 
Sî  Ton  pose  d'abord,  pour  abréger, 

dord^-— d^d^x  =  Z  ,     dzd^x—dxd^z  =,F,     djd^z—^dzdy  =  X  , 

en  indiquant  chacune  de  ces  expressions,  par  la  lettre  qui  ne  s  y  trouve 
point,  l'équation  du  plan  osculateur  (347)  deviendra 

X(a:— x')  +  r(  j-:r')  +  Z(z-z^)  =0; 

et  en  la  combinant  avec  d£^=  o,  ou 

(a;— x')da:  +  (jr—y)djr  +  (z— z')dz  =0, 

équation  du  plan  normal  (348),  on  en  tirera 

mettant  ces  valeurs  dans  d*i^=o^  différentielle  de  Téquation  du  plan 
jiormal,  et  qui,  lorsqu'on  fait,  pour  abréger, 

dx»  +  dj*  +  ds*  =  dj*, 
devient 

{x—x')d^x  -4-  (7— 7')d*7  '+  {z—z')d^7k  4-  dj-  =  o , 

on  obtiendra 

ou 

D  es  (Fd^— Zdj)d*ar  +  {Zdx^Xdz)dy  +  {Xdy^Ydx)d'z  ; 

puis 

^ (rdz  — Zdy)di*  ! {Zàx  —  Xàz)às^  ^ 

et  sub^iiluanl  ces  valeurs  danç 

•  u-  =  (x  — j:')*  +  (7— yy  4-  (3— 2')% 
5.'  85 


Digitized  by 


Google 


«74  CORRECTIONS  ET  ADDITIONSF 

©n  IrouTera 

"  —  z>» 

Ciela  posé,  oa  s'assurera  aisément  qae 

Xdx  +  rdj  4-  Zdz  =  o  y 

et  en  ajoutant  le  quarré  de  cette  expressiau  au  premier  facteur  du  nu- 
me'rateur  de  u^ ,  on  aura 

_  (jg^  +  y^  +  ^Qd.^:. 

on  verra  aussi  ^  en  développant  Ta  valeur  de    />,  qu'elfe  se  réduit  à 
jf*  +  JT^ -+- Z*  :  on  obtiendra  donc^  pour  dernier  résultat , 

.  _  d£^ 

comme  sur  la  page  627. 

Les  quantités  que ,  pour  la  symélrîe,  j'ai  désignées  par  X y  K  et  Z, 
étant  les  ^  f  B  ci  C  du  texte ^  on  peut  aisémeni  faire  daod  cette  no- 
tation les  calculs  des  numéros  552  et  suivans. 

N^  555^  à  lajin,  page  655^  ajoutez  : 

Il  est  d'abord  évident  que  la  différentielle  de  la  première  flexion  de 
la  courbe^  d*après  ce  qu'on  a  vu  dans  les  additions  au  b^  355  et  ad 
B*^  55i  ,  est  exprimée  par 


T    _^às  t/^  +  y»  +  Z- 

9«  •—  —  —         -J5         ^  > 


d5» 

et  qu'elle  est  la  même  cbose  que  l'angle  compris  entre  deux  Gangenles 
consécutives  de  la  courbe  proposée. 

Rien  n*est  plus  aisé  que  de  la  déterminer  par  cette  dernière  con- 
sidération; car  les  équations  de  la  tangente  (544)  ^^^^^  mises  sous* 
la  forme 

^-^;  =  d-fc^--'0,  ^-y  =  | (.-.'),. 

pour  être  comparées  aux  formules  du  n^  284  ^  on  aur» 

àx  ày 
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pais  les  valeurs  consécutives 

".'  =  ë  +  <'af.    »'=S  +  *t 

ce,  qui  changera  Texpressioa  de  sia  V  en 

•    t/(drd^— dyd"j)"+(d«i^r— dxd^a)»+(dyd'a — d&'d^» 

^^ ^dx^  +  dy  +  ds»  ' 

c'est-à-dire  le  même  résultat  que  ci  -  dessus.  Ou  le  déduirait  aussi  de 
Tangle  de  deux  plans  normaux  consécutifs  (348). 

£n  le  substituant  dans  la  formule  dé=:  — y  on  aura  sur-le-champ 

Texpression  du  rayon  de  courbure  absolu. 

La  seconde  flexion ,  dont  je  représenterai    la   différentielle  par   dé', 
n'est  pas  plus  difficile  à  obtenir  par  l'équation  du  plan  osculateur 

X{x^x')  -h  rcj^-y)  H-  z(z~3')  =  G. 

Cette  équation  y  comparée  aux  formules  du  n*  aSS,  donne 

Az=iXy        Bz=zr,        C^Z, 
dont  les  valeurs  consécutives  sont 

^'  =  ^  +  dx,    5'  =  r  +  dr,     c^  =  z  +  dz, 

et  l'expression  de  sin  /^^  rapportée  dans  Tadditioa  au  n^  ^85  ^  con-* 
duit  à 

résultat'composé  avec  les  fonctions  X ^  Y  et  Z,  comme  as,  Test  avec 
àx  y  ^jy  àzy  et  dont  le  développement  est  susceptible  de  grandes  ré- 
ductions. En  effet  9  si  l'on  pose 

àyà?z^à^zd?j  =  X\     d*zd^a:— d*xd'«  =  I^,     d*xd»/— d*/d*ar  =  Z', 

on   obtient 

XAY  —  YàX  =  Az{X^àx  -f-  rày  +  Z'As), 
Zd;r  —  XàZ  =  Ajlx^àx  +  r'dj  -h  Z'dz), 
rdZ  —  Zdr  =da:(X'dx  +  Y'^y  +  Z'dz), 
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et  par  conséquent 

,  ,  _  jX'âx  +  rây  +  Z'dz) t/Ag^+  dy»  +  d&» 
i-  +  P  +  Z» 

(dj'd^a— did*jr)»+(^dzd'x— dxd*z)»+(dxdy-KÎyd»jc)»  ' 

expression  que  M.  Lancret  a  trouvée  par  d'autres  considérations^  et  dont 
le  numérateur  est  précisément  Ja  fonction  égalée  à  zéro ,  pour  expri- 
mer la  condition  que  les  rayons  de  courbure  absolue  se  coupent  (p.  63 1 
du  P'  vol.))  ce  qui  rentre  dans  les  considérations  actuelles ^  où  son 
évanouissement  indique  la  coïncidence  de  deux  plans  osculateurs  con« 
séculifs.  Je  ne  poursuivrai  pas  plus  loin  ces  calculs  ^  mon  but  nayaai 
•^élé  que  de  faire  remarquer  la  symétrie  des  formules» 

iV*  565^  à  la  fin,  page  65a,  ajoulezr 

Lorsqu'on  a^  comme  ci-dessus,  l'équation  différentielle  à  trois  va- 
riables^ d'une  famille  de  courbes  liées  par  une  propriété  commune,  on 
peut,  au  moyen  des  formules  que  j'ai  données  dans  le  n*  56i  (d'après 
le  Mémoire  cité  au  n'  SSy) ,  trouver  une  équation  différentielle  des  sur- 
faces développables  dont  ces  courbes  soutTarête  de  rebroussement;  mais 
au  lieu  d'employer  ces  valeurs  telles  qu'elles  sont  présentées  à  l'endroit 
cité  ,  et  comme  Ta  fait  Monge,  dans  la  Correspondance  sur  l* École  Po- 
Ijtechnique  (tom.  I,  p.  21a),  j'y  introduirai  la  fonction  Z'-^px — ^/, 
dont  on  a  déjà  vu  plus  haut  (addit.  au  n"*  SSg)  quelques  propriéte's,  et 
que  je  représenterai  par  u. 

Pour  cela-,  je  remonterai  aux  équations  (1),  (2)  et  (3)  du  n*  56i, 
àlixquelle^,  en  séparant  les  af^  j\  2'  des  or,  y^  r,  je  donnerai  la  forme 

Z'  z=^px^     +  qf     +U (l'), 

o  =  x^àp  4-  fàq  +  àii (2'), 

o  =  x'dT^+yd^^-h  d»u .(50; 

les  deux  dernières  conduisent  à 

I  d7d'zi  —  drid^y  ,  ^_^  àuà^p  —  dpd'u  ^ 

àpd^q  —  dçd'p  ^      ^  àpd^g — d^d^  ' 

et  substituant  dans  (1%  il  vient 

,  p(dqd^u  — de;d*<7)  +  q^àuà^p — dpd^u)  +  u(dpd*q  —  àgd*p)  ^ 

""^  dpd*q  —  dqd*p  ' 
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joignant  à  ces  expressions  les  suivantes  ^ 

dz^        pàqT^qdp  '        da'  "^  *^  pdq  —  qàp  ^        ^  ^ 

OÙ  j'ai  accentué  les  variables  x,^  et  a,  pour  les  distinguer  des  coor- 
données de  la  surface  chercliée^  on  aurai  tout  ce  qu  il  faut  pour  trans-' 
former  une  équation 

F(y,/;.',g.g)=„,       , 

Appartenant  à  une  famille  de  courbes  y  en  une  autre  qui  ne  contiendrai 
qu^  les  quantités  p,  qy  u^  les  difiërentielles  àp^dg^du^  et  les fonctjk>nt 

àpd^q^dqd-p=:dp^d^^, 
dqd-U  ^  dud'q  =  d^-d  ^  , 


dud'p  —  dpd'u  =  du^à^. 


i  il. 


Elle  sera  en  même  temps  aux  différentielles  totales  et  aux  différentielles 
partielles  ;  et  comme  on  peut  la  représenter  par 

r/  dp      de*       1    j  dp       i   j  6u\ 

on  voit  qu'en  y  introduisant  les  relations    - 

p  =s^(^},       u  =s  €o(ç)  (addit.  au  n*  SSq), 

particulières  aux  surfaces  développables^  on  la  change  en        i  ; 

f  [î,  *Cy),  «(^),  7r'(7),  «'(9),  ^"(9)  y  Af)]  =^0, 

forme  sous  laquelle  elle  établit  une  dépendance  en  tilles  fonction^  ar^' 
bitraires  des  équations 

qui  '  embrassent  la  totalité  des  sur£aiçes  développabl^B. 

Eu  se  donnant  à  volonté  la  forme  de  la  fonction  ^(7)^  on  aura  pour* 
déterminer  cù(q)  une  équation  différentielle  à  deux  variables  seulement. 

Cette  recherche  n'ayant  encore  aucune  application  utile  y  je  ne  m'ar- 
rêterai pas  à  former  l'équation  correspondante  à  celle  qui  termine  le 
n*  565^.  ce  qui  d ailleurs  est  sans  difficulté. 
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CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 

POUR  LE  SEœND  YOLUAKE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

JV'  5j5,  page  10^  ligne  i",  api-ès  lesjbmtulesj  ajoutez  texemple 

suivant  : 

âx  Nàx     ,    l^dx      ■ 

oa  trouve  d'abord 

iV+iV  =  o,    iVa'+iV^a=i,    d'où    i^=^,    ^  =  siî» 
ce  que  la  supposition  de  ^=ra  change  en 

i\r+iV'  =  o,    iV  +  iV^'=i,    iV=i,    JV^'=;i. 

'  '  '  a'  o'  o 

Ces  équations  sont  évidemment  contradictoires^  et  les  valeurs  qu'on  en 
tire  sont  infinies;  mais  si  Ton  intègre  d'abord^  en  supposant  les  binômes 
inégaux,  on  trouvera 

résultat  dont  la  partie  variable  devient  ^  quand  â'=a;  et  si  1*00  en 
cherche  la  vraie  valeur  (i45),.  on  obtiendra  —  — — ,  ce  qui  est  en  effet 

rintégrale  de  la  fraction  -.    ,    >.>  dans  laquelle  la  supposition  de  a'=tf 

change  la  proposée  :  ce  passage  rentre  donc  dans  la  loi  générale^  comme 
celui  du  n'  568. 

Même  numéro j   à  lajui^  P^g^  n- 
Je  nai  point  construit  ici  de  formule  générale^    parce  que  dans  la 
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question  qu'il  s'agit  de  résoudre^  les  quanlités  données  sont  exprimées 
en  nombres^  le  plus  souvent  j   mais  si  Ton  considère  la  fraction 

(x  — a)(j?— /8)(x— y)(a;— ^)(a: — «)  etc.  ^ 

le  nombre  des  facteurs  du  dénominateur  étant  n,  on  trouvera  aisément^ 
par  ce  qui  précède^  qu'elle  équivaut  à 

(«  — ^)C*-^y)(*  — <r)(*-0    etc.     X— 4 

•^   (^-.«)(iS_;)(/3-^)(^-0  etc.   x-A 
•+-  etc*  ' 

Ce  résultat 9  déjà  obtenu  par  Maclaurin  (Traité  des  Fluxions,  no»  77^ 
et  suivans),  étant  une  fonction  symétrique  des  lettres  a  y  fi  y  y  y  etc. , 
montre  bien  que  la  valeur  des  fractions  partielles  ne  dépend  point  de 
Tordre  dans  lequel  on  les  détermine^ 

iV*  577^  à  la  fin  y  -page  i5^  ajoutez: 

On  peut  ehercber  en  même  temps  les  deux  fractions  partielles ,  enf 
posant 

V  ^  A B      _        V^ 

d'oà 

et  faisant  successivement 

.    x=iz — *  cL^^  fi  V — i  y      xs^i-^ct^  fi  y/ — r , 
ou  trouvera  pour  A  t\  B  les  mêmes  valeurs  que  ci^dessus. 

N""  578^  page'i^j   ligne  m,  après  etc.,  ajoutez  : 

C'est  ce  dont  on  se  convaincra,  en  observant  qtie  pour  obtenir  cette' 
seconde  suite  de  fractions  partielles,  il  suflk  de  cbanger  dans  les  cal-^ 
culs  qui  ont  servi  pour  obtenir  la  première,  le  signe  de  V — i;  les- 
expressions  de  /nyi7i,.>elc.  y  Uy  n,y  etc. ,,  demeureront  les  mémes^  h  ce  sigpe- 
prèsr 
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Ibid.j  ligne  6  en  remontant^  après  réel,  ajoutez  i   . 
savoir,  3(Xr;i+  Yn)'^  on  aura  donc  pour  Tintégrale 

Ihid.y  ligne  dernière,  après  5j4^  ajoutez^: 

Celte  manière  d'opérer  a,  sur  celle  du  numéro  suivant,  l'avantage  de 
conduire  directement  à  l'intégrale  de  chaque  couple  de  fractions  par- 
tielles, et  de  dispenser  de  la  réduction  d'intégrales  qui  est  exposée  dans 
le  second  alinéa  du  n''  Syg,  réduction  qui  fait  un  double  emploi  avec 
celles  qu'on  trouve  plus  loin  (594)  pour  les  différentielles  binômes. 

,       .      .       iV'  S8o^   àlajin,  page  20^  ajoutez: 
On  trouvera,  au  n"*  11 18,  de  plus  grands  dé veloppemens  sur  ce  sujet. 

iV*  386^  page  ZOj  ligne  5. 

Les  formules  qu'on  voit  au  commencement  de  cette  page  rem- 
plissent bien  le  but  proposé;  mais  on  met  plus  de  symétrie  dans  les 
signes,  en  posant,  comme  Ta  fait  Euler, 

v/a  -4-  &x  -f-  a:'  =55 — or,  "  d'où     x  =  ^-p^. 

On  ma  fait  remarquer  aussi  que  la  valeur  de 

àx  àx 


s'obtenait  tout  de  suite  en  drfférentianl  l'équalîon  qu'on  forme  en  éle- 
vant au  quarré  les  deux  meipbres  de  la  {)remière,  parce  que 

/3djc  =  3zd2  —  2xàz  —  ixzàx,    revient  à     /Sdor  +  nzàx  =  a(a— 'X)ds, 

«t  qu'on  en  lire 

àx     __      adg  -   ^dr ^^_^  a   Zàz 


a— as 


En  appliquant  ces  formules  à  la  différentielle  — -  --^ =:r,  on  ar-- 

riverait  tout  de  suite  au  dernier  résultat  du  n""  387. 
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Si,  dans  la  transformation  rj&lative  à  \/ol+^x — x*,  on  dîflKrentîc 
1  équation  a^  —  x^ssÇx — a)z^y  on  en  tirera 

àx  ads  1  j  àx 

-f r-  =  -—  — \ — r,     valeur  de      >  .  ,        ■  gc=:  ; 

et  Ton  aura  par  conséquent 

/X&x ^_a   rZdg 

iV^*  589,  à  /ajfo,  /^^yg^e  55. 

L'importance  de  l'intégration  contenue  dans  ce  numéro^  me  permet 
d'ajouter  ici  qu'on  y  parvient  immédiatement  en  faisant 

4*011  il  suit 

I  se  z*  — ^  azor  \/—  i  ,    o  =  ajsdz  —  aorda  \/^ — \  «^  azdr\/—  x , 

djc  .        da  Ç     Ax      Ç      di? /^    de  ^      1       •     , 

;Z-x^/:=T■~*^/^'   yi/r:::^"*"^*-^!/^  ""7^7=1^;^^^^^^ 

JV*  594/  a  lajùi,  page  58^  ajoutez: 

L'intégration  par  parties  peut  s'étendre  aux  produits  d'un  nombre 
quelconque  de  facteurs  ;  j  ai  rapporté^  dans  le  présent  volume,  p.  490, 
la  formule  qui  répond  à  fuudl;  mais  on  .peut  encore  généraliser 
ces  expressions^  en  considérant  des  fonctions  quelconques  au  lieu  de 
produits.  Soit  9  pour  exemple,  )a  différentielle  {(uy  (^)df^,  u  ei  u  étant 
des  fonctions  de  x;  si  Ton  intègre  cette  différentielle  par  rapport  à  c, 
en  supposant  d'abord  li  constant,  que  le  résultat  soit  U,  et  qu'on  en 
prenne  la  différentielle  totale,  on  aura 

passant  ensuite  aux  intégrales ,  on  formera  l'équation 

86 
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dont  on  Uvera 

formule  qui  peat  être  uûle  dans  quelques  eas. 

iV"  428,  page  84,  ligne  5  en  remontanL 

II  est  bon  de  remarquer  dans  cet  endroit  la  première  rédaction  qae 
.  subit  l'exemple  propose,  savoir, 

parce  que  le  seul  changement  de  l'exposant  nen  z»-^  i,  /»— 2,  etc.,  en 
fait  sortir  la  formule  générale  rapportée  au-dessous,  et  montre  com* 
ment  elle  doit  se  terminer. 

N^  4^0,  page  87^  ligne  7   en  remontant 
Même  observation  par  rapport  à  cet  exemple ,  pour  lequel  on  t 

formule  qui  peut  s'obtenir  par  le  renversement  de  l'expression  préce' 
dente  de /x"da:(lx)%  dans  laquelle  l'intégrale  du  second  membre  de^ 
vient  la  plus  élevée,  lorsque  Texposant  n  est  négatif. 

N^  44^  j  page  97,  ligne  6  en  reoiontant,   ajoutez  : 

On  peut ,  dans  toutes  ces  formules,  substituer  l'arc  binôme  m+/» 
à  l'arc  nz}  on  aura  encore 

fdzcos  (nz  +  w)  =  -  sitïÇnz  +  m)  +  const.  , 
et  ainsi  du  reste, 

Page  g8^   ligne  i'%  <7/?/iè5  fonctions,   I7ie//ej3  un  point  et  ajoute;^: 
Nous  prendrons  pour  exemple 

'      dz  sin  (/7î2  -f-  ^)  cos  (/?is  +  7)  > 
différentielle. que  Texpression  connue 

sin  a  cosb  =  J  sin(a  -f-  i)  -f-  ^  sîn(a — f) 
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cliange  ea  . 

j  dz{sm  [(m  +  ^)2  +  n  +  9]  +  sîq[(/?2  — p)z + ^  —  7]}  > 
«t  dont  llntégrale  est  par  conséquent 

'~  '  f  ;i7  ^^^K*^ +^>  +'*+  ^1 + ^co«[('^— /'>+'»— 7]}  +  ^^'«^• 

Ce  procédé  s'appliquerait  de  même  à  toute  autre  fonction  de  ce  genre  , 
iV*  446  >  /^^g'^  104  >   ligne  5,  au  lieu  de  sur/Hz,  mettez  : 


«ur     —  -^ —  =  —  col  z  e* '  ac=  langz.  comme  on  le  voit  en  faisant. 

sm  %  co«  z  ^   '  ' 

^ans  la  formule  (3)^  n=:o,  mzs:2^  et  dans  la  formule  (4)»  m=:Oy 

^  =  a;  .  .  ., 

iV*  447->  /'^^  ï<>4>  ligne  dernière,  ajoutez.: 

■n^ —  et  / ,  en  ob- 

sinz       J  cos»' 
servant  que 

6in  z  =  2sin  j  zcos  ^  2 ,     cos  2  =  sîn(7^— -z)=2sin  ^  ({  tt — ^2)cos  \  (^  ^ — z), 

«t  par  ce  moyen  oa  évite  les   transformations  qui  sont  faites  sur  la 
page  io5. 

iV*  4^1  j  à  la  fin  j  page  109^  ajoutez  : 

On  peut  joindre  à  ces  diflférenlielles  la  suivante  , 

171*  cos  4^  +  »•  sin  4^  ' 

qù^on  rencontre  dans  les  recherches  sur  rattraction  des  sphéroïdes  el- 
liptiques. 

Soîtlang4=w;  on  aura  ^^j^.  =  d« , 

•  d^'  ^__   /*      dtt         i_     I      m  - 

^roTip+lFâm^'       J m^^n^u''        ma    I  ^T^j^^     ^ 

%/       *  m* 

=  ;I-arc(tang  =  ^)  +  coi^<. 

On  ramène  aussi  cette'  différentielle  à  celle  du  n""  449j  ^^  ^^^  don- 

siant  d'abord  la  forme 

d^' 
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et  en  observant  que  cos  4*  =  j  +  ïCos:i4;  ^^  vient  alors 

OU  il  n'y  a  plus  qu'à  poser  2'^^szz,  m^  +n*=:  a,  m* — n'  =  ^, 

JV*  47^j  P^g^  ï56j    ligne  dernière  du  texte,  ajoutez  : 

Une  inlëgrale  définie  peut  aussi  être  rapportée  à  la  valeur  moyenne 
prise  entre  toutes  celles  q.ue  reçoit  la  fonction  X  dans  l'intervalle  des 
limites  données;  car  cette  valeur  moyenne  est  éjgale  à 

(^Àriïhmétiqué)  ; 


r+Y\  +  Y\...+r^, 


et  en  y  mettant  pour  n  sa  valeur  ^       s=s    "^^ ,  on  aura 

r=-a rii^/^dx^ 

cette  intéjgrale  ayant  pour  limites  xs^a  et  x=:S. 

iV*  4?^^  à  la^n^page  i58^  ajoutez  en  note: 

n  est  utile  de*  connaître  dea  limites  entre  lesquelles  soit  comprise  la  quantité  qu'on 
cherche ,  parce  qu'on  peut  juger  ainsi  du  degré  d'approximation^  qu'on  a  atteint  ;  mais 
il  faut  observer  que  le  milieu  entre  deux  expressions  dont  les  erreurs  sont  désignes 
contraires  ^  n'approche  nécessairement  de  la  vérité  qu'autant  que  la  plus  forte  des 
deux  erreurs  est  moindre  que  trois  fois  la  plus  fiûble.  Danstona  les  autres  cas»  c'est 
pour  éviter  le  hasard  de  tomber  sur  le  plus  grand  écart»  qu'on  est  fondé  à  prendre 
le  milieu  entre  deux  valeurs  approchées  d'une  même  grandeur. 

CHAPITRE  II  DU  SECOND  VOLUME. 

N^  498 j   ^  ^^  fif^y  P^g^  ^7^j   ajoutez  : 

ne.  li       II  n'est  pas  dUTicile  de  conclure  le  segment  ACQMyJig.  14  du  tom.  IF^ 
"    '    '  du  segment  ^Pii/^  dont  Texpression   termine  la  page   170.  En  effet, 

APM  étafnt  nul  lorsque  j=30,  on  doit  supprimer  la  constante;  et  comme 

ACqM=ACqP^APMy  on  aura 

ACQM=i  2ax+yr  \/2aj-—j* —  5/3/  X/â^r— ^; 
mais  en  rapportant  les  arcs  et  Tes  sinus  au  rayon  a,  on  a  aussi 

X  =  arc  (sin^  ver.  =/)  —  Vao/-— ^•j 
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pâf  conséquent 

+  aj  s/mj^j"^  —  5/3/  y/^^ZI^^i 

or,  iûi.»c(sin.ver.=/)  exprime  le  secteur  formé  sur  l'arc  mq ,  et  esf 
par  conséquent  égal  au  segment  w/iy,  puis  au  triangle  formé  par  le  sinus 
le  cosinus  et  le  rayon;  ainsi 

i2^i.arc(sinrYep.  =sj)=ss:  ^qmn  +  ii(a— ^)  s/^aj^^p 

taleur  qui,  réduisant   celle   de  JCQM  à  /d/\/â^^^%  donne.... 
ACQMzn  qmit. 

N^  5oOj  page  ij4j  l^ne  lO^  ajoutez  en  note  : 

Deacartes  pensait  qu'aucune  courbe  ne  pouvait  être  exactement  rectifiablé,  à  cause 
qu*il  n'y  a^ait  aucun  élément  commun  entre  une  ligne  droite  et  une  ligne  courbe,  asser- 
tion assez  singulière,  et  bientôt  démentie  par  Van  - Heûraet  et  Neil,  qui  trouvèrent 
presqu'en  même  temps,  la  rectification  de  la  parabole  cubique  ay».=  x3,  non  par 
directement,  comme  on  vient  de  le  voir,  mais  en  la  faisant  dépendre  de  la  quadrature 
de  la  parabole  ordinaire,  connue  depuis  Archimède. 

Cette  réduction ,  à  laquelle  ils  parvinrent,  par' des  considérations  géométriques,  où 
les  petits  arcs  de  courbe  sont  pris  pour  des  lignes  droites,  résulte  bien  simplement  de  la 
formule  V^dx*  +  dy»;  car  si  iW  représente  par  z  la  normale  à  la,  courbe  proposée  ^ 
féqnation 

•ondait  à 

par  où  Ton  voit  que  Tare  d'une  courbe  quelconque  est  proportionnel  au  segment  de' 
eelle  qui  aurait  pour  ordonnée  le  quotient  de  la  normale  divisée  par  l'ordonnée  pri»* 
mitive.  (  f^oy.  dans'  l'édition  latine  de  la  Géométrie  d  Descartes  donnée  par  Schooten,. 
la  préface,  et  à  la  fin  y  ta  Letfre  de  Vân-lïeuraet,  datée  de  iSSg;  ^ùoy.  ^ussîHugenii 
Operà  varia  y  tom,  I,  pag.  ici,  et  IVallisU  Opéra  ^  tom.  I,  pag.  55i). 

iV*  5x2 j  à  îajîn,  page  i84^  ajoutez  : 
Les  cycloïdes  alongées  et  accourcies  se  rectifient  par  des  arcs  d'el-^ 
iipse.   Cela  se  voit   en  prenant  les  formtules  du  premier  alinéa  de  1» 
page  49^  ^^  premier  volume.  On  en  tire 

Vd^"  -h  d/'  =  ^V  "**+  A'— aai  cos  i.. 
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Pour  la  cycloïde  ordinaire ,  bzzuay  d'où  il  résulte 


V^dx*+d7»  =:  djy^a^i  —  cos  ^\ 


Cette  remarque  a  été  faite  par  Pascal;  mais  il  n'a  pas  cependant  trouvé 
la  rectification  de  la  cycloïde;  c'est  Wren  qui  y  est  parvenu  le  pre- 
mier, et  sa  découverte  a  été  connue  avant  celle  de  Van-Heuraet;  mais 
elle  ne  comptait  pas^  contre  l'opinion  de  Descartes,  rapportée  plus  haut, 
parce  que  la  base  de  la  cycloïde  dépend  du  cercle.  (F'ojrez  les  Opéra 
varia  de  Fermât,  pag.  89.  ) 

N'  5iSj  page  189^  ligne  5  en  remontant j  après  x^h,  ajoutez  : 

Le  fréquent  usage  qu'on  fait  de  la  considération  du  corps 

MniN^nlnMmN ^  auquel  la  dénomination  de  prisme  ne  convient  qu  im- 
parfaitement ^  semblerait  demander  qu'on  lui  assignat  un  nom  particu- 
lier, et  je  proposerais  alors  celui  de  colonne. 

N""  5ao,  à  la  fin,  pag^  194  >  ajoutez  : 

11  y  a  des  cas  où  un  changement  d'ordre  dans  les  intégrations  con'- 
duit  à  des  résultats  divers.  Voyez  le  troisième  volume ,  page  498- 

Lagrange,  en  s'occupant  d'un  cas  singulier  de  l'attraction  des  sphé- 
roïdes elliptiques ,  a  remarqué  un  paradoxe  qui  consiste  en  ce  qu'âne 
fonclion  toujours  nulle,  acquiert  par  l'intégration  une  valeur  assignable; 
et  cela  arrive  par  l'introduction  d'un  diviseur  égal  au  facteur  qui  anéan- 
tirait la  formule  dans  la  seconde  intégration.  {JVoy.  à  ce  sujet  le  i5* 
cahier  du  Journal  de  V École  Polytechnique,  p,  57.) 

,iV"  5ai^  page  19$/  ligne  la^  ajoutez  ; 

Dans  le  mode  d'intégration  suivi  plus  haut,  le  cône  est  décomposé 
en  tranches  hyperboliques  parallèles  au  plan  des  xz. 

Ibid.  ^  ligne  i5. 


Ici ,  le  calcul  serait  un  peu  plus  simple,  si  l'on  posait  v/«*+r*=*-^; 
le  cône  serait  décomposé  en  tranches  circulaires  parallèles  au  plan  des/s. 

N""  522^  page  196^    ligne  ^ ,  ajoutez  : 
Quand  on  traite  les  courbes  par  la  coqsidcration  des  infiniment  pe* 
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tits^  on  est  tènu^  ainsi  que  cela  a  été  dit  n*  ^Sy,  de  justifier  de  Vordre 
des  quantités  qu'on  néglige.  Ici ,  sur  ctiaque  trapèze  curviligne  PEep^ 
on  néglige  un  petit  triangle  qui  n'est  qu  une  partie  du  rectangle  àxàjr  ^ 
ày  étant  la  différence  des  ordonnées  PE  et  pe.  Ce  produit,  intégré 
par  rapport  à^,  c(epuîs^==é  jusqu'à  ^=i',  donne  (i'  — i)djf,  ccf 
qui  ne  forme  qu'un  infiniment  petit  du  premier  6rdre  et  représente  le 
rectangle  iifQ5iV^  de  la  figure  ^,  n*  4?^^   P^g^  ^^9* 

Ibid.^  ligne  f  en   remontant,  ajoutez  : 

Jcî ,  on  néglige  sur  le  prisme  (ou  colonne)  ayant  pour  base  MhiilN^Tt!^ 
tin  corps  moindre  que  le  parallélépipède  àxAjAz  (ce  d^  élant  celui  de 
la  surface)^  terme  du  troisième  ordre  ^  tandis  que  ziutày  n'est  que  dn 
second.  En  intégrant  le  produit  dj:37*dz  par  rapport  à,  2,  depuis  z=:^ 
jusqu'à  zs=c',  il  viendrait  àxàj{d  -^^c)  prisme  qui  répond  au  rectangle 
MQSN  cité"  plus  haut,  et  qui  surpasse  la  somme  des  volumes  négligés 
dans  l'évaluation  de  la  tranche  dont  les  deux  ordonnées  extrêmes  sont 
Zz=.  Cy  ztszc^y  et  comprise  entre  deux  plans  dont  l'un  passe  par  ces  or- 
données, et  l'autre  leur  est  parallèle^ 

Si  l'on  intégrait  ensuite  le  produit  àxàj{c' — c)  dans  le  sens  de  l'épais^ 
aeur  de  cette  tranche,  c'est-à-*dire  par  rapport  à  or  ou  h  j^  seulement , 
on  n'arriverait  encore  qu^à  un  résultat  du  premier  ordre,  qui  devrait 
par  conséquent  se  négliger  vis-à-vis  des  quantités  finies^ 

N^  5^5^  a  ïajinj  page  198- 

ï'our  s^assurer,  par  la  considération  des  infiniment  petits,  que  le 
quadrilatère  MXZT  ^  placé  sur  le  plan  tangent,  est  le  seul  dont  il  faille 
tenir  compte,  il  suffit  de  remarquer  qu'il  est  le  seul  dont  l'expression 
soit  du  deuxième  ordre  ;  les  deux  autres  quadrilatères  et  les  deux  triangle^ 
ayant  une  de  leurs  dimensions  du  premier  ordre  et  l'autre  du  deuxième  ^ 
sont  nécessairement  du  troisième.  Comparant  ensuite  les  triangles  YMZ 
et  nMNy  le  premier  formé  par  des  tangentes  et  le  second  par  des  cordes, 
qui  ne  diffèrent  que  dans  les  quantités  du  second  ordre ,  on  voit ,  saos^ 
calcul ,  que  leurs  aires  ne  peuvent  différer  que  dans  le  troisième  ordre^ 

Il  manque  ici  un  exemple  de  l'usage  de  la  formule 


s  =  ffAxày  \/i^p-^q-  : 
la  sphère  en  fournit  un  très-simple.  Comme  on  a 

x^  +^*  4- s*  =:  /•*,     X  +pz  =0  y    ^ -f- ^s  =: o 
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il  vient 

on  obtient  ensuite 

-="  Œ2  r  arcf  sm  =     .,      —  1: 


en  prenant  cette  intégrale  depuis  x:^o  jusqu'à  Jtr s=s  v/r* — ^j%  on  trouva 

•^,  et  l'on  a^par  la  seconde  intégration  ,  y— dy-  s=p^.  Ceci  n'est  en^i 

X^T.îi.  ^^"^^  ^"^  l'expression  de  BDHF^  fg,  i8  du  tom,  II;  c'est-à-dire  Je 
quart  de  la  zone  entière,  qui  est  donc  égale  à  2^/7,  résultat  qui  s  accorde 
avec  les  élémens  de  Géométrie,  et  qui,  étant  pris  depuis  ^=; — rjus^ 
^qu'à  ^  =  -J-  r,  donne  4^/'*  pour  )a  spbère  entière. 

N*  526 j  page  ao5,   après  la  ligne  10. 

La  figure  citée  à  cet  article,  ne  représente  pas  le  cône  dans  la  si^ 
tuation  la  plus  ordinaire  et  la  plus  aisée  à  concevoir;  on  trouvera  peot'» 
être  ce  qui  suit  plus  simple. 

FiG.  afi  ^^  cercle  AMyJig.  :26,  représente  la  base  placée  sur  nn  plan  hori«» 
zontal,  la  hauteur  du  cône  est  SS  \  ST  est  la  perpendiculaire  abaissée 
du  sommet  sur  la  tangente  menée  au  point  M  de  la  base,  et  par  cent 
séquent  la  hauteur  du  triangle  mSM^  qui  es)  l'élément  de  Taire  de* 
mandée.  Ppsant^en  conséquence^ 

SS^=ia,    OS'zizb,     OMz=ir,    A0M:=^9, 

(Çt  menant  S^E  parallèle  à  MT  y  on  a 

EO  r=  OS*  cosS'OE  =  icos^,      5T=  OM  —  jEO=  r— *cos», 

ST  =  l/y"? + W  =    V^*  +  (r— *cos(p)% 
mSJil  =  i  Mm  X  STssz^rdtp  v/a*  +  (r— *cos^. 

N*  529^  à  lajin^  page  206,  ajoutez  ; 

|.  Lfi  transformation  des  variables  de  l'équation 

«^'   I  y   •  ** 


a* 
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par  les  formules  de  M.  Yvory  (addit.  au  n*  Soy)  ,  donne  lîeu  à  une  ap- 
plication fort  simple  des  précédentes.  Quand  on  fait  ' 

x=:  a sint  cosuy      jr  =  b.sin t  sinu  y      z=:  c  cost^ 
il  vient 

P  =3  acostcosuy        Q  =  — -  astntsinuy 
P' zss  bcostsinu,        Ç'=        ôsinfcostt, 
PQ'  —  P'Q  =2  absint  cos  t, 
et 

JJzdxdjrssiabcJfdtdu sine  cos i*  =5  abcfàuf — d(cos^)cost* 

«=  —  ^  fducost^; 

mais  cos^'  pris  entre  les  limites  ^  =  o  et  ^=:7r  donnant  *-*  :i>  on  a  pour 

dernier  résultat 

2abc  /.j  ùobc  A'TFahc 

lorsqu'on  intègre  entre  les  limites  a  =  o  et  u:=iT7r. 

Cette  expression  du  volume  d'un  ellipsoïde  quelconque  ^  devient  celle 
du  volume  de  la  sphère  y  quand  a  =  &  =  <?• 

II.  L'aire  de  l'ellipsoïde  dépend  de  l'expression 

1  ^ 

JTàxAjr\/i+p^  +  q^^ffàxdjr\/i+  —^  +  ^,y 
que  la  transformatioii  ci-dessus  change  en 


abffàtûusxntcost  V/  x  H ^rz::-^ —  + 


a^cost*       ^^      h^QOst^ 


=  fàufàt  sin  f  \/û»i»  cos  ^^  -|-  ô»c*  sin  i*  cos  u'  +  a»c*  sin  ^*  sio  a*. 

On  ne  peult  effectuer  en  termes  finis  qu'une  seule  de  ces  intégrations. 
Si  l'on  commence  par  la  variable  ty  qu'on  fasse 

A*  coszi^  +  a*  sin  u'  =  a%         cos  t=i  Sy 

et  qu'on  chasse  sin^%  il  viendra,  pour  la  première  intégration ^ 


qui  dépend  des  logarithmes,    parce   que  a*A*    surpasse  toujours   a^c\ 
quand  on  a  soin  de  prendre  pour  c  la  plus  petite  des  trois  quantités 
a  y  by  C  :  cela  se  voit  en  cherchant  le  maximum  de  la  fonction  cC^ 
5.  87 
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La  seconde  mtégralio»  scirpdsisani  les  forces  aelueUea  ée  FAaaJyse  , 
il  est  plas  commode  de  eommeiicep  par  rédknre  l^  radical  en  série; 
maïs  afin  de  ne  pas  avoir  la  fonction  et  au  dénominateur^  reprenons 
la  formule 


c*  sin  f*  an  w* 


b*  cos  t* 


en  faisant  passer  cos;  sous  le  radical^  et  mettant  pour  cos/*  sa  valeur 
]  —  sin/*,  nous  aurons 


ab/fdtàusint  y  i  —  ^i  —  ^cosa*— ^  siuttMsin/»; 
mettaul  dans  k-parentliëse  sin  z£*-f-costt%  au  lieu  àt  r,  nons  trouTerons 

abffàtàu sin / 1/ ï  —  \^—^  cos tt*  4-     IT^'  ^^"^ "*) s^'^  ^V 
expression  où  le  radical  prendra  la  forme 

V/i—  (^*cosM»  +  5*sintt*)sin/*=  Vi  — /3*sin/% 
si  Ton  fait 

tlZlL^A',     51=11*:=^,    ef    ^•cosii*-f-^"sintt*  =  jS'. 

Le  reste  du  calcul  n'est  pas  difficile,  et  d^aitleurs  on  peut  consulter 
les  Exercices  de  Calcul  intégral  (tdra.  I,  p.  183);  on  y  trouvera  en 
outre  la  solution  du  même  problème ,  en  prenant  pour  élément  de  Taire 
im  quadrilatère  compris  entre  les  lignes  consécutives  de  plus  grande 
et  de  moindre  courbure.  M.  Legendre  est  parvenu  de  celte  manière  à 
ramener  aux  transcendantes  elliptiques  la  dernière  intégrale. 

CHAPITRE  m  DU  SECOND  VOLUME. 

N'*  546^  ^  la  fin  y  page  a  27^  ajoutez  : 

Toute  fonction  difTérentielle  qui  ne  satisfera  pas  à  cette  condition  ^ 
ne  pourra  pas  résulter  d'une  difTérentiaiion,  et  ne  sera  par  conséqiieut 
pas  une  différentielle  exacte. 

J'ai  employé  quelquefois  le  mot  complète ^  au  lieu  d'exacte;  mais  ce 
dernier,  qui  est  le  plus  en  usage,  me  parait  aussi  le  plus  convenable, 
parce  que  complète  est  plutôt  opposé  à  partielle j  et  sjnonjme  de  totale, 
et  que  les  différentielles  partielles  doivent  être  exactes  par  rapport  aux 
quantités  qu'on  y  a  regardées  comme  variables^ 
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iV*  548,  page  a3o^  ligne  17^  ajoutez  en  note  : 

On  Cassure  aisément  qu'aucnne  de  ces  equatîoDs  n'est  la  conséquence  des  deux  autres, 
et  qu'elles  sont  tontes  nécessaires.  En  diiFérentiant  la  première  par  rapport  à  2 ,  la 
seconde  par  rapport  i  y ,  on  arrive  à 

d*ilf  _  d;W        d^  _   d;P       g^^     dW  _  A^P 
âyds       djcda  *      d«dy        àxày  '  dxda        dxdj^  * 

.équation  qui  semble  d*abord  la  différentielle  de  la  troisième ,  par  rapport  à  x  ;  mais  ell« 
est  plus  générale  que  celle-ci^   car  on  la  déduirait  aussi  de  Téquatton 

d/V       àP   ,     , 

dans  laquelle  p{^y^  z)  désigne  une  fonction  quelconque  des  variables  j^  et  s. 

CHAPITRE  IV  DU  SECOND  VOLUME. 

JV'  56g  ^  à  la  Jin^  page  205,  ajoutez  : 

Il  suit  de  là  qae  si  Von  parvenait  à  découvrir  deux  facteurs  distincts, 
propres  à  rendre  int^grahle  Téquation  differanrtielle  proposée ,  on  aurait 
sur-le-ehamp  son  intégrale.  En  effet ,  Tua  de  c^s  facteurs  étant  pris 

pour  z,  Tautre  serait  z|(^);  et  en  faisant  ^^^z=:£on^L^  on  aurait.^. 
^(u)zs:ceast.y  ce  i)ui  revient  à  k;=sc. 

N^  5j2  j  à  la  fin,  page  267^  ajoutez  : 

On  a  remarqué  qu'une  équation  différentielle  homogène  n*a  pas  tou* 

jours  pour  intégrale  une  équation  primitive  homogàne.;  on  a  cité  ea 

exemple 

^dx+(:rf +  xOdj  =  o,  ^ 

dont   le  facteur  esl  — r^ — —  *  voici  le  calcul. 

axy*  +  x^y 
ydx-  (j^+xQdy  _^      yàx        .    Ixdlf^ 

En  intégrant  la  différentielle  par  rapport  à  jr  ^  on  irouve 

fjH^'L^    —  Y    C        ^^  ==   Y    f——  =  ^  1  r^=^^ 

J  2xy+x^  ""  •^  J  i^+yy—y''         *^  J  ^*— y         2y     \z+yj 

clou  II  suit 

â  djf  '^  ây  ~  iy^  +  xy  ~yi^y  +  x)  ' 
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et  en  effectuant  la  différentialion  indiquëe^ 

OQ  a  donc 

r=ir-ic,  er  Ki^-iC^+3j)]+ï7=ï^>  ^«•rv/^^=^- 

i^*  58a  j  page  28a j  ligne  1 1,  ^^^rè^  facteurs  ,  ajoiUez^  : 

En  représentant  une  équation  primitive  quelconque  par  f(jc,  J,  ^)==^i 
la  supposant  résolue  par  rapport  à  k  constante  c^  et  désignant  par 
ç(pc^j)  Tune  des  expressions  de  cette  constante  ^  on  aura 

et  passant  aux  différentielles^ 

—  d^(^>  -r)-F(a:, ^,  c)  +  [c  —  p(x,  /)]dF'(jf,  7-,  c)  =s  o;: 
ce  résukat  sera  vérifié  par  le  concours  des  deux  équations 

C-^^X^,  j)  =  O,         d(p(x,  7)  ==:  O  ,. 

c'est-à-dire  en  mettant  les  valeurs  qu'elles  donnent  pour  j*  et  d;".  Off 
voit  par  cette  notation  ce  que  représentent  les  lettres  M  et  if. 

L'équation  {{a:.  J'y  c)=o,  étant  résolue  par  rapport  à/,  donnera^ 
des  valeurs  de  la  forme 

jr  =:  f/o:,  c),     ^  =  f^X^,  c),      fz=z  f^^x,  c),      elc.,. 
qui ,  ayant  la  propriété  de  vérifier  l'équation 

[e  —  (Pipe,  y)]  F(x,  ^,  c)  =  o^ 

identique  avec  la   première,  annulleront  séparément  l'un  des  fadeurs 
de  la  forme  €-^^{00,  jr)i  ainsi  te   concours  des  équations 

jr  =  f,(a:,  c),       àj  =  f/(x,  c)àx 

vérifiera   Téquation   à^Xy  y)  =  o,  qui  est  identique    avec    l'un  des 
facteurs 

Ë~'^=^^    %:-P'=''y    Ê-'^"^^'    ^^^• 

A  ce  qui  précède  nous  ajouterons  que  les  équations  primitives  où 
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la  conâlantç  arbitraire  eat  isolée^  ont  ce  caractère,  que  leur  difFéren- 
tielle  immédiate  suffit  seule  pour  satisfaire  k  l'équation  diflférentielle 
proposée,  c'est-à-dire  que  la  substitution  de  la  valeur  de  djr  en  x  eij^, 
tirée  de  -la  différentielle  immédiate,  suffît,  et  il  ne  faut  pas  y  faire 
concouri]^  celle  de^^  tirée  de  la  primitive ,  avec  laquelle  rentrerait  né-* 
cessairement  la  constante  c,  qui  a  été  éliminée. 
Par  exemple,  si  on  développe  l'équation 

qui  est,  comme  on  le  voit  dans  la  suite  de  l'article  cité 5  l'intégralef 
complète  de  âjr*  -^a^àx^  zsz  o,  on  aura 

j^  —  ^cy^  c»  =  a^x\     (jr  —  c)àjr=  a^xdx,     djr  =  1— f , 

et  la  valeur  de  djr^  substituée  dans  l'équation  différentielle^ proposée^ 
la  change  en 

qui  ne  devient  identique  qu'après  qu'on  a  mis  pour  f  —  ^  sa  Valeur> 
tandis  que  si  l'équation  primitive  était  différentiel  sous  la  forme 

y-^c  s±:dbaXy      d'où      dy- :±=  =b ad j:, 

la  valeur  de  d^  rendrait  identique  sur-le-champ  l'équation  différentielle 

proposée^ 

JV'  591  j  page  ag5j  ligne  10^  ajoutez  en  note  : 

M.  Ampère^  dans  le  17*.  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique  (p.  554)  >  ^^^ 
dut  de  cette  remarque  ^  le  nombre  de  constantes  arbitraires  que  doit  renfermer  l'in- 
tégrale complète.  Après  avoir  dilFérentié  m  fois ,  en  partant  des  quantités  primitives , 
on  aura  m  -f- 1  équations  ;  mais  si  l'équation  différentielle  proposée  est  de  Tordre  n , 
et  qu'on  la  différentie  jusqu'à  l'ordre  m  ïnclusiyem^nt ,  M  étant  supposé  ^n,  on  se 
procurera  m— •  7t-f>  1  nouvelles  équations^  auxquelles  devraient  se  réduire ,  après  l'éli*- 
mination  des  constantes  arbitraires*,  les  m  -f-  1  différentielles  déduites  de  l'intégrale 
primitive  :  il  faudra  donc ,  en  désignant  par  r  le  nombre  de  ces  constantes ,  que 

Page  3^ j  ligne  12 ^  après  différentiels^  ajoutez  : 

.  Il  faut  d'abord  observer  que  les  expressions  des  constantes  arbitraires 
contenant  la  quantité  a^  en  même  temps  que  les  nouvelles  constantes 
données^  ces  dernières  quantités^  quoiqu'on  nombre  tï  +  i^  ne  for-' 
meraient  encore  dans  l'intégrale  que  n  groupes^  et  se  comporteraienif 
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par  conséquent  oômnie  n  constantes  'distincte».  Cela  9è  *^èlt  4)iefi  pftT 

les  équations 

qui  se  présentent  pour  -déterminer  les -canstanff es  àârîtnâres^  lorsque 

Quand  l'expression  de^,  qui  termine  la  page  2^  du  volume  cité, 
s'arrête,  on  opère  immédiatement  ce  partage ,  et  par  suite  laréduôtioa 
des  consltantes. 

L'équation  5^  =  j^  »  V^^  exempfc ,  conduit  a 

ce  qui  revient  à 

^n  faisant 

J--J,=^C       et        J,e-'  =  C. 

N^  604,  à  lafoiy  page  5.i6^  ajoidez  ; 

Le  nombre  des  constantes  arbitraires  .qui  entrent  dans  l'intégrale 
primitive  d'une  équation  difTérenlielle  quelconque^  étant  toujours  égal 
à  celui  qui  marque  Tordre  de  cette  équation ,  cela  suflit  pour  montrer 
qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  de  n  termes  irréductibles  dans  l'intégrale 
de  réquation  difTérentielle  du  premier  degré  de  l'ordre  /z,  et  que  par 
conséquent  la  fonction  déterminée  par  une  telle  équation  ne  doit  avoir 
qu'un  pareil  nonibre  de  valeurs  particulières  essentiellement  distinctes 
par  rapport  à  Tiutégration  ;  cependant ,  il  n'est  peut-être  pas  tout-à- 
faii  inutile  de  connaître  les  relations  nécessaires  qui  lieraient  lentr'dles 
ces  valeurs^  si  leur  Bonnfbre  surpassait  celui  qu'oin  vient  d'indiquer. 

Le  procédé  par  lequel  on  a  prouvé,  à  la  page  617  du  présent  volume, 
que  deux  valeurs  qui  satisfont  à  une  équation  drfférentieHe  du  premier 
degré  et  du  premier  ordre  ne  peuvent  étr^  <|ue  de  simples  multiples 
Tune  de  l'autre,  s'étend  sans  peine  aux  ordres  supérieurs.  Si,  par  exemple, 
il  existait  pour-  le  second  ordre  trois  valeurs  y  y  f\  j"\  satisfaisant  aux 
équations 

dy  +  JPdr'd^  4-  Ç/dx*  =  o,' 
dy'  -^  JPdy'd:r  4-  Qfàx^—  ô, 
d>''''+  Pd^^"dx+  Qj^^àx^zz:^  O, 
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et  qu'on  prit  dao5<  les  deux  premières  équations  les  valeurs  de  Pdx 
et  de  Qdx^y  pour  les  subsUtuer  dans  la  troisième  y  on  obtiendrait 

d'7'"(yd/'--:r"4rO + dy'xy'dy-y<iyo+7''X4r'dy'-dy'dy) = o , 

résultat  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

y(dy'dy''-d/'''dyoHTr''(aj'''dy-4r'd^ 

et  qui  n  est  autre  chose  que  celui  de  Félimination  des  constantes  a!  et  o^^ 
entre  réquation  primitive 

et  ses  dlfTérentielles  première  et  seconde;  en  sorte  que  cette  équation 
est  rintégrale  complète  de  la  précédente. 
Cela  posé^  il  est  évident  que  Tintégrale 

jr  =z  cy+  cy  +  cy  =  (p — cic'')f + {C'^d'a'')f 

n'est  pas  plus  générale  que 

j  =  cy  +  cy. 

iV"*  606^  à   lafin^  page  519^  ajoutez  : 

Le  raisonnement  employé  par  d'Alembert,    pour  compléter  Finté- 
grale  de  Téquation   proposée.,  lorsque  l'équation  en.  ut  a  des  racines 
égales,  est  trop  ingénieux  pour  le  passer  sous  silence ,  et  ne  doit,  ^^j#' 
me  semble,  présenter  aucune  difficulté,  quand  on  s'est  fiimilîarisc.ai>^y^ 
la  théorie  des  limites,  appliquée  aux  grandeurs  assujéties  à  la  loide 
continuité;  cependant  comme,  au  premier   coup-d'œil,  on    pourrait 
croire  que  quelques-unes  des  constantes  primitives  d^iivent  être  suppo-- 
sées  infinies  pour  que  les  nouvelles  ne    soient  pas  nulles  ,  on  a  paru 
désirer  une   autre   manière  d'arriver  à  ce  résultat;  et  déjà  je  ferai  ob- 
server qu'un  simple  changement  de  constantes,  comme  on  peut  Je  voir 
au  n*  607,  ramenant  l'état  de  la  question  à  déterminer  la  vraie  valeur 
d'une  fraction  qui  se  présente  sous  la  forme  f ,  suffit  pour  lever  toute 
difficulté.  On  atteint  aussi  le  même  but,  en  renvoyant  l'examen  des  cas 
particuliers  de  l'équation,  qui  n'a  pas  de  terme  indépendant  de ^,  à  la 
discussion  de  l'équation  complète  qui  les  comprend  tous ,  ainsi  que  je 
Faî  fait  voir  dans  les  n<^«  612  et  61 5,  et  qui  donne  à  celui  des  racines 
égales,  ta  forme  de  ^.  On  revient  de  là  à  l'équation  incomplète,  en 
faisant  y  ;=:o. 
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Mais  pour  ne  rien  laisser  a  désirer  sur  ce  sujet ,  j'exposerai  une  ma« 
nière  4îi*e<^(6  d'obtenir  Tintégrale  de  Téquation 

dy+Pdr-ydx  4-  Qàr-ydx^ +  pydx'  =  o, 

lorsque  Téquation  en   m  a  des  racines  ëgales. 
On  donne  d'abord  à  l'expression  de  j^  la  forme 

j  =  Xé^  +  <^'^'*  +  <^'«"'*  4-  etc. , 

dans  laquelle  m\  ml^  etc.,  désignent  des  racines  inégales,  etonrem* 

place  par  le  terme  Xe^  celui  que  fournissent  les  racines  égales.  On  tire 

de  là 

àf  =  A.Xé^  +  {Cé^'ni  4-  C'^''ni'  +  etc.)dr, 

d»j=  d*.Xe-"+  (C'^'W*-f-  C"f^'m"^+  etc.)dx% 
dy=z  dr.X^-i-  (C'e"''m'«-f-  CV''/?i''«+'etc.)ic»j 
or,  par  le  n*  91, 

d^Xer*  =  JTe-^/Ti-dx"  +  -  c"'m—'dr"-*dJr 

'     1 

n(n—i)  e«x^«-aj^.-.dax. . .  .4.  e^d'X, 

formule  d'après  laquelle  on  exprimera  les  différentielles  de  tous  les 
ordres  du  terme  Xe"%pour  les  substituer  dans  l'équation  proposée,  et 
où   il  suffira  d'avoir  égard  aux  termes  qu'elles  produisent,  puisque  ceux 

^ui  proviennent  des  racines  inégales  se  détruisent  entr'eux.  De  cette 

^;i^#re  on  aura 

X {w"  +  Pm'-'  -f-  Qm«— 4-  U  }\ 

+  T  5!  t'^"^'  +  («-i)Pm--  +  (/ï-2)Qm-3  4.  etc.} 

4- etc.  ) 

Les  quantités  comprises  entre  les  accolades  sont,  dans  la  première 
ligne,  le  premier  membre  de  Téquation  qui  détermine  m;  dans  la  seconde 
ligne ,  la  fonction  qui  devient  égale  à  zéro  quand  cette  équation  a  deux 
'  racines  égales  j  en  troisième  ligne ,  la  fonction  qui  devient  égale  à  zéro 
quand  cette  même  équation  a  trois  racines  égales,  et  ainsi  de  suite.  Ne 
supposons  d'abord  que  deux  racines  égales,  la  première  et  la  seconde 
ligne  seules  s'évanouiront  ;  mais  pour  faire  disparaître  le  reste  de  l'équa* 
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Hou  précédente^  il  suffira  de  poser  j-;=0)  ce  qui  donnera  X=d9+^'^f 


et  par  conséquent 

j^  =s  ^(D+D'a:)  +  Ce-'*  +  C't^''  +  etc. , 

comme  dans  le  n*  606. 

Si  l'équation  qui  détermine  m  a  trois  racines  égales,  la  troisième  ligne 

se  détruira  aussi  y  et  on  satisfera  au  reste  en  posant  ^  =  o ,    d'où.  • 

-X^  = -O  +  Z^x  +  iy'jtr*,  ce  qui  est  le  second  résultat  du  numéro  cité, 
et  fait  voir  que  les  deux  méthodes  s'accorderont  toujours.  La  dernière 
est  celle  que  M.  Maurice  a  donnée  dans  le  tome  III  des  annales  de 
Mathématiques  j  page  ^6, 

N^  6i5,  à  la  fit,  page  Sîg^  ajoutez  : 

n  est  k  propos  de  remarquer  qu'il  suffit  d'obtenir  Fiùtégrale  primi« 
tive  de  Féquation  finale  à  deux  variables  ^  pour  arriver  à  m  équations 
primitives  entre  toutes  les  variables;  puisque  les  équations  subsidiaires 
dont  on  s*est  servi  pour  chasser ,  comme  des  inconnues  distinctes, 
ut-— >i  variables  et  leurs  coefficiens  différentiels,  donneront  les  valeurs 
de  ces  variables ,  au  moyen  delà  variable  indépendante ,  de  la  variable 
dépendante  conservée,  et  de  ses  coefficiens  différentiels ,  qui  se  dédui<« 
ront  de  l'intégrale  obtenue  et  de  ses  différentielles. 

Dans  l'exemple  du  n"*  yS,  on  tirera  des  équations  (i)  et  (2)  une  va- 
leur de^  en  r,  X  et  -^^  et  Ton  chassera  *  et  -gj,  au  moyen  de  Tinté* 

grale  complète  de  Téquation   finale  du  second  ordre  en  x  et  t. 

On  voit  par  là  que  le  nombre  d^  constantes  arbitraires  introduites 
dans  les  équations  primitives  qui  répondent  à  un  système  d'équations 
différentielles  simultanées,  est  égal  à  l'exposant  de  l'ordre  de  l'équation 
finale  entre  deux  variables,  c'est-à-dire  au  nombre  des  équations,  mul- 
tiplié par  l'exposant  de  leur  ordre,  lorsqu'il  est  le  même  pour  toutes. 

N""  655 j  page  Syo  ,  ligne  8  en  remontant,  ajoutez  : 

Quand  l'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  l'axe  des  2,  on  a  ji=zjy 
Bz=zo  (537);  et  pour  déterminer  la  constante  qui  est  de  trop,  il  vient 
l'équation  Ca(C|  +  i)=o,  à  laquelle  on  satisfait  en  posant  C.  =  o,  ou 
C^  +  I  =  o,  ce  qui  donne  deux  intégrales  distinctes  , 

dont  la  première  indique  une  ligne  droite,  et  la  seconde  un  cercle. 

S.  88 
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N""  634^  à  la  fin  j  page  5j2j  ûJoiUez  : 

Monge  a  calculé  Téqualion  différentielle  qui  résulta  d^  Télîinîndtioa 
des  cinq  constantes   jé,  B^  C,  D^  Ey  daos  1  equaiion 

^•  +  2i?x^-f-Cr*+22?^4-  2Ex+  1=0 (^), 

comprenant  toutes  les  lignes  du  second  degré j  et  il  a  lrou?é  pour 
résultat  Téqualion 

dans  laquelle 

dx— ^>    di==^*   di— '■>    j;^      '>    ai  — '> 

et  qui  est  par  conséquent  du  cinquième  ordre  (Correspondance  sur 
l'École  Polytechnique^  toni.  Il,  p.  5i). 

Cette  dernière  équation  étant  vérifiée  par  toutes  celles  qui  résultent 
des  cas  particuliers  de  la  première  y  peut  servir  utilemeat  à  Tintégra- 
tion  de  celles-<;i. 

Pour  en  faire  une  application ,  Monge  forme  1  équation  différeolielie 
d'un  cercle  quelconque,  en  éliminant  le^  constantes  a  y  &  et  c  de 
l'équation 

{x—ay+{y^hy^c% 

et  cherche  ensuite  à  intégrer  le  résultat 

(i+;^»)r=  Zpr {C). 

Il  le  différentie  d'abord  deux  foisfpafin  de  parvenir  aa  cinquième  ordre, 
ce  qui  lui  donne  Us  équations 

ii+p^)Hz=.  i5pq\5^7p^); 

et  prenant  les  valeurs  de  r,  ^  et  /,  pour  les  substituer  daiî$  (B),  cette 
dernière  est  satisfaite.  L'intégrale  de  1  cquation  (C)  sera  donc  un  cas 
particulier  de  l'équation  (^),  et  s'obtiendra  en  réduisant  à  trois  les 
cinq  constantes  que  celle-ci  contient. 

En  la  différentiant  trois  fois  y  pour  en  tirer  les  valeurs  des  coefficiens 
différentiels  p  y  7,  r,   qui   entrent  dans  (C) ,  et  posant,  pour  abréger, 

Jj'+Bx  +  D  =  M,      Bj  +  Cx+E^Ny 
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on  trouve 

P  —  '-M^      ^  = Mi > 

valeurs  qui  changent  {C)  en 

M  yiN^  —  2BMN  4-  CM'\B{M^—N^)  +  MN{C— J)]  =  o. 

Cette  équation  dôvant  se  vérifier  indépendamment  des  variables  x  etjr, 
on  ne  peut  faire  M=o  ,  ce  qui  donnerait  jà=zo,  Jff=o,  2?=:o,  et 
ne  laisserait  que  deux  constantes  arbitraires    au  lieu  de  trois.  Par  Ja 
même  raison,  il  ne  faut  pas   égaler  à  zéro  le  second  facteur. ........ 

^iV*  — ,  ^BMN-^  CM""  ;  mais  le  troisième  s'évanouissant  quand 

jff   =  o,  C  —  A  pa:  o, 

remplit  la  condition  exigée  et  change  Téquatlon  ÇA)  en 

A{x^  +  x^)  4-  ^Dj  4-  :kEx  +1=0, 
qui  est  bien  celle  d*un  cercle  quelconque. 

N""  6^jj  page  Sgi,  ligne  11^  ajoutez: 

La  proposition  qui  vient  d'être  démontrée,  parait  avoir  été  remar^ 
quée  d^âbord  par  Trembley.  Voy.  les  Mémoires  de  V Académie  de  Turin, 
lom.  V,  p.  10,  a*'  pagination. 

CHAPITRE  VII  DU  SECOND  VOLUME. 

N""  686^  a  la  fin  y  page  4^4^  ajoutez  : 

Jean  Bernoulli,  qui  8*est  occupé  aussi  du  développement  successif 
des  courbes,  en  a  conclu  que  si  Ion  prend,  aorune  courbe  quelconque^ 
un  arc  teroiiné  par  deux  tangentes  perpendiculaires,  et  qu'on  en  forme 
les  développées  successives  ,  mais  en  sens  inverse  Tune  de  l'autre,  elles 
tendront  de  plus  en  plus  vers  la  forme  cyclo'idale,  en  aorte  que  celle 
opération ,  poussée  àrinflni, engendrerait  la  cycloïde(voy.  Joh.  Bemoulli, 
opéra,  tom.  IV,  p.  98).  Euler  a  donné ,  dans  le  lome  X  des  Noi^i  Com^^ 
ment.  Acad,  Petrop.,  une  démonstration  de  ce  théorème;  on  en  trouve 
de  nouvelles  li  la  fin  du  second  volume  des  Exercices  de  Calcul  intégral 
et  dans  le  tome  IX  des  Annales  de  Mathématiques. 

Au  /i*  689^  P^^  469  j  après  la  ligne  a^,  ajoutez  : 
Pour  remonter    directement  de  la   dé/el<>ppée  à   l'équation  de   la 
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développaste,  il  semble  d'abord  qu  il  Êtadrait  intégrer  rë<{aalioir 

résultat  de  la  substitution  des  valeurs  de  a  et  de  ^^  dans  réquatiou 
de'  la  développée  j8  =(p(a).  Or,  si  Ton  fait  âj  =  pdûo,  qu'on  diflférentie 
ensuite  l'équation 

et  qu'on  n^'indique  la  fonction  que  par  sa  caractéristiquei  on  aura 

qui  se  décompose  dans  les  facteurs 

dont  le  premier  ji^  qui  revient  à 

et  ne  mène  qu'à  Téquatioa  primitive  des  cercles  esculatears.  En  effet, 
d'af vès  Téquatioa  dont  nous  sommes  partis,  on  a  siroaltaaëmeot 

^ -r       ^       —t.,       jf — —  c, 

tous  la  condition  €x:(p(a)}  et  si  on  élimine  ^iil^^,  des  expres- 
sions de*  Cet  de  C'f  on  tronre 

(^—  <^>  +  ^—  C  =  o,      d'où      (jc—  C^»  -f.  (^  ^  C)'  =  C", 

ce  qui  revient  à 

[a:  ~  «]'  4.  Cj^— ^(«)]»  »  >•, 

équation  d'un  cercle  dont  le  centre  est  sur  la  développée,  et  qui  peut 
passer  par  deux  points  quelconques,  à  fcause  des  arbitraires  a  et  >. 

Le  second  facteur  1  ■i-p(p'  =  o  ,  qui  ne  conduit  qu'à  une  solution 
particulière  du  premier  ordre ,  est  précisément  celui  qui  donne  l'équa- 
tion de  la  développante.  On  voit  d'abord  qu'il  revient  à  l'équation  (5), 

dard»  -f-  d;'dj3==  o. 
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drf  n*  2^6  y  lorsqu'on  met  pour  f '(«)  sa  valeur.  Ensuite ,  si  on  le  corn-* 
bine  avec  Tintégrale  première  j 

Cr— C>+jc— C'  =  o,    ou    lj—(p{C)]p+x—C  =  o, 

pour  en  éliminer  py  on  obtiendra- une  équation  primitive  ne  contenant 
qu'une  seule  constante  arbitraire,  et  qui  sera  celle  de  lotîtes  les  dévelop* 
pantes  que  fournit  la  même  courbe ,  à  raison  des  diverses  longueurs 
qu'on  peut  donner  au  fil ,  à  Torigine  du  développement. 

On  arrive  aussi  à  ce  résultat  par  la  conibinaison  des  équations  (4) 
et  (6)  du  n"*  2a6,  qui  donnent  les  valeurs  de  a:— ot  et  de^ — /3,  au 
moyen  des  quantités  a ,  ^,  7,  et  de  leurs  différentielles;  car  ayant ,  par 
une  intégration^  déduit  de 

dy  =  V^dcf  +  d/S-  =  da\/i+^â)\ 

la  valeur  de  >  en  a  y  avec  une  constante  arbitraire,  il  suffira  de  I» 
substituer  avec  celle  de  /3  en  et,  dans  celles  de  x — «  et  de  ^-— jS, 
pour  pouvoir  éliminer  a  de  ces  dernières  et  parvenir  à  Téquation  de  la 
développante  cherchée. 

Lagrange,  à  qui  l'on  doit  les  recherches  précédentes ,  les  a  variées 
de  plusieurs  manières ,  pour  lesquelles  on  doit  consulter  les  Mém.  de- 
ï Acad.de  Berlin  j  année  17799  p*  i^S. 

CHAPITRE  IX  DU  SECOND  VOLUME. 

N""  715^  a  hxjm,  page  5o4^   ajoutez  r 

Si  Ton  change  le  signe  de  tous  les  termes  de  la  deuxième  équation  ÇAJ^ 
et  <{u'on  l'écrive  commtf  il  suit  ^ 

il  suffira  de  multiplier  respectivement  chacune  des  équations  (A)  par 
celle  des  lettres  P^  Q,  È,  qui  n'y  entre  pas,  et  de  faire  la  sonm;>e 
des  produits ,  ce  qui  est  comjJètement  symétrique  :  et  cet  état  de  choses 
se  reproduira  toujours  quand  on  aura  Tattention  de  mettre  successive-» 
ment  chacune  des  trois  différentielles  àP^  dQ,  dR,  au  premier  terme. 
L'équation  {B)  est  écrite  plus  élégamment  sous  la  forme 
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parce  qtx*on  y  retrouvô  les  équations  de  condition  qui  serateot  s«lb« 

faîtes  si  Pdx  +  Qdjr+Rdz  était  une  difSsi'eatielle  exacte. 

J'ai  suivi  dans  cet  article  la  marche  ordinaire;  mais  on  pourrait  lai 
donner  Celle  du  n^  569,  ^^  montrant  que  si  Téquation  proposée  dé« 
rive  d'une  équation  primitive  k=c,  elle  est  nécessairement  Suscep* 
lible  de .  devenir  und  différentielle  exacte,  par  le  moyen  d'un  facteur 
convenable.. J£ii.«0ét,i'équaUon'  différentielle  propose  devant  alors  avoir 
Heu  eu  mém^  temps  qne 

les  valeurs  de  dz  ,  tirées  de  Tune  et  de  lautre  de  ces  équations,  doivent 
être  identiques,  indépendamment  des  valeurs  de  dxet  d;  ;  on  aura  donc 
les  équations 

àm  au  au 

'Note  de  la  pi^e,55y j  aJoiUez  ; 

Le  volume  dé  VAcad.  àe  lîcjrlih,  cîté  dan*  le  texte,  n'i  parti  qu'en  1781; 

iV*  735^  page^Sl^i ,  ligne  9  en  remontant  y  après  proposée,  ajoutez  : 

Il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  montrer  plus  en  détail  comment  l'ia^- 
tégrale  complète  iel  «pnîtnitfte  de  l'équation  différentielle  du  troisième 
ordre,  obtenue  par  l'élimination  de  deux  des  quatre  variables  contenues 
dans  les  équations  (2),  conduit  aux  trois  intégrales  complètes  du  sys- 
tème ;  et  je  suivrai  pour  ce  calcul  la  marche  générale  tracée  par  M.  Pfaff, 
dans  les  Mémoires  de  VA^démie.  de  Berlin,  années  x8 14^-^1815. 

Les  équations  (a)  étant  mises  sous  la  forme 

darss'odi»,       Ajrrszfiduy      de  ^as^da, 
si  l'on  différentie  la  première ,  en  prenant  du  pour  constante,  on  aura 

d*.r  =;=  ^  dK*+  ^  dudx  +  ^  d/^d;^+  ~  dwdz, 

et  mettant  pour  djtr,  d^*  ^ei.  ds ,  leurs  valeurs  tirées  des  équations  pré- 
cédentes, la  résultante  sera  de  la  forme 

d\r  =  cL'du\ 
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a'  élanl  une  fonction  primitive  de  w,  a:,  ^et  z.  Diffërentiant  celte 
dernière  équation,  et  éliminant  comme  ci-dés5US^  dx^  d;"  et  dz,  on 
aura  encore 

Cçla  fait ,  il  n'y  aura  plus  qu'à  élimiàer^  et  Zy  entre  les  trois  équations 
do:  =  aduy       d*ar  =  a'du^       d^x  =  et!' du?, 

pour  arriver  à  l'équation  du  troisième'o/dre,  qui  doit  donner  la  rela- 
tion entre  x  et  u.  De  plus ,  comme  on  a"ura  tiré  de  ces  mêmes  équa- 

dx 

tions  las  valeurs  dej^  et  die  s,  en  fonction  dgs  quaatité^  ^^  ^^  éù* 

x-Ty  îl  suffira  de  remplacer  les  trois  dernières  par  leurs  valeurs,  dé- 

**—  ,  »  .       '       • 

duites  de  l'intégrale  complète  de  l'équation  du  troisième  ordre  «n  x 
9i  u,  pour  obtenir  les  équations  primiliv^^  q^i  exprimei^t^  et  z  par 
la  variable  indépendante  u. 

N""  759^  à  hfn,  page  5^Ty(ijoutez  : 

Les  équations  àf^x=sOy  âUcssOy  ne  sont  que  des  cotnhinatsôps des 
équations 

Pdz^Rdx^Oy     Qd2^iRdf=i:o (3) , 

multipliées  par  des  facteurs  ;  et  il  suit  de  \k  qu^l  existe  au  moins  d^mc 
systèmes  de  facteurs  au  moyen  desquels  on  peut  déduire  des  équations  (9) 
deux  différentielles  exactes  à  trois  variables. 

En  effet,   ces  équations  ^yant  Ueik  enxpéfaç  temps  q^i^  âU:=so  et 
d/^=:o,  ou 

Jdx^+  Bdy  +  Cdzz=z  o,       A'dPQ  +  B'dff^Cij^i=.  o, 

si  Ton  met  dans  ces  demièjres  les  valçpr&^de  djr  etjle  ^JPy  tirées  des 
premières,  elles  deviendront  r     . 

et  seront  rendues  identi<jues;   on  aura  donc 

Cl  par  ces  valeurs  les  équations  dCfeo,  d/^=o,  prendront  la  forme 
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^(Pdz^Rdx)  +  J(Qd5-.iîdj)  ==  o, 

d'après  laquelle  oa  voit  qoe  ces  équations  revienae&t  anx  équations  (2) 
muhipUées  successivement  par  les  facteurs 

puis  combinées  ensuite  par  addition. 

De  plus,  coname  il  a  été  prouvé  dans  le  n*  75^,  qu'il  existait  toa« 
jours  des  équations  de  la  forme  a  =27,  b^sF'^  correspondantes  aax 
équations  (a) ,  Texistence  des  £sicteurs  indiqués  ci-dessus  est  également 
prouvée. 

Il  ne  serait  pas  difficile  d'étendre  ces  considérations  aux  équations 
«analogues  pour  quatre   ou  un  plus  grapd  nombre  de  variables. 

iV"  741^  à  lajirij  page  55o^  ajoute:^  : 

A  Texemple  donné  ^^ns  cet  arlicle^  d'après  Lagrange,  je  jotodrai 
réquatioa 

appartenante  à  la  surface  dpnt  toutes  les  normales  sont  égales  à  r  (354); 
.et  dont  Tintégration  présente  quelques  circonstances  remarquables.  Ëa 
la  differentianty  on  en  tire 

jBd5(x  •+■;>' -H ^*)  +  2*/?d;i4-<5V^^'=^*'  ••  ••'•(0> 
d'où 

P^  —  qàx  =:  O ,  \ 

pàz  —  Xq^^p^)àx  ==  o,  S --(a). 

^  zpàq  -f.  q{\  ^-^•  +  ^*)da?  =  O,   ) 

]En  vertu  de  la  deuxième  des  équations  (a),  la  dernière  devient 

zpdq^  qàxr\^  pqàz  =  0^     ou     z.d^  -f- ^ds  •+- d;"  =7  o (S), 

puisque  9  par  la  première  des  mêmes  équations,  9dj:=:/?d;^..ReVjeDaQt 
ensuite  à  réquation  (i),  qui  se  divise  par  z  et  se  réduit  à 

di(i  W-A'*  +^*)  +  ^P^P  +  ^dy  =jo  , 
pour  en  retrancher  l'équation  (3) ,  multipliée  par  q  y  ou  trouvera 
dz  4-  /?*d5  +  zpàp  —  qàj  ;;=  o; 
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puis  en  observant  que  dz  —  qàyzsspdxj  on  pourra  diviser  par  p^  et 
il  viendra  .  ^ 

zàp+pdz  +  da:  =  o. (4)* 

En  intégrant  les  équations  (3)  et  (4)  9  ^^  trouvera 

^+7  =  *>       zp  +  x  —  ^f 
dont  on  tirera 

b  —y  a  — X 

valeurs  qui  changeront  Téquation  proposée  en 

doùy  pTar  le  moyen  des  constantes  arbitraires  a  et  &^  qd  passera. à 

rintégrale  générale 

«•  +  [a:-  «]•  +  [j  -  (P(a)]*  =  /*, 

x^a     4-  [/  —  <P(a)>'(«)  =  o. 
iV*  747^  «  ^  ^/i^  p^^  56jj  ajoutez  : 

M.  Poisson  a  inséré  dans  le  Bulletin  des  Sciences  (année  iSiS,  p,  x83) 
et  dans  la  Correspondance  sur  F  École  Polytechnique  (  tom.  III ,  pag.  ^1) 
une  note  ayant  pour  but  de  prouver  que  les  intégrales  déduites  des 
considérations  de  cet  article ,  sont  au  fond  les  mêmes  que  celles  qu'on 
trouve  par  le  procédé  de  Charpit^  procédé  qui  a  l'avantage  de  dispenser 
de  l'équation  (5).  Les  raisonnemens  sur  lesquels  s'appuie  M.  Poisson 
étant  un  peu  abstraits,  je  les  particulariserai  d'abord  sur  l'équs^tion 

z  —  pq  zss^o. 
Dans  ce  cas,  les  équations  auxiliaires  étant 

on  a^  pour  déterminer  ^  dans  sa  plus  grande  généralité,  Téquation 

qu'on  peut  remplacer  par  le  système  équivalent 

^=^a  +  x,       a^-nij^^/jr^^^ .(*). 

Cela  posé ,  ea  mettant  la  valeur  de  q  dans  l'équaiiop  propose'e  z—pfs=«, 
3.  89 
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on  a  !«•  expfeteiont 

qui  ont  la  propriété  de  rendre  possible  Tintégnilios  de 

djs  —  pix  —  y4r  =^  > 
qui  devient  alors 

d» î-r^^ ('a-]*ar)dr  =  o^    ou     — ; — •*"  7— î— r;  —  dr=ro. 

En  prenant  la  questidil  dans  tonte  son  étendue ,  on  doit  consi- 
dérer ici  a  comme  une  fonction  Tariable^  et  Ton  a  par  conséquent  à 
intégrer  une  équation  différentielle  à  quatre  variables  x^y  y  z  et  a,  ce 
qu^oti  peut' faire  f>ar  une  méthode  analogue  II  celle  du  n*  716 ,  en  re« 
gardant  d'abord  comme  constante  la  quatrième  variable  a.  On  troa- 
Tera  ainsi 

k  désignant  une  arbitraire  qui  sera  fonclioa  de  a.  Différentiant  ce  ré- 
isultat  en  y  faisant  tout  varier,  pour  le  comparer  à  la  proposée,  il 
testera 

■        \j aa  =  aky    ou    —  ;- ,    ;,  ssï  3- (fl), 

qui  esl,  à  proprement  parler,  une  équation  de  condition^  puisque  le 
premier  membre  doit  se  réduire  à  une  fonction  de  a  seul ,  ou  de  A:  et 
de  a,  pour  que  l'intégration. ooît  pWsiMe ,  comme  on  le  suppose  (jiS) , 
condition  que  remplirait  nécessairement  l'expression  de  b  donnée  par 

Féquation  (a).  En  effet,  si  l'on  met  dans  celle-ci,  pour  -^ J,  sa 

valeur  X:,  elle  deviendra 

d'où  il  £iut  conclure  que 

-rf-^ô^  =  "(«>*) («'), 

n  étant  une  fonction  dépendante  de  ^.  Cette  valeur  changeant  1  équa- 
tion (j3)  en 

remplit  la  condition  exigée  pour  Tintégrabilité* 
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n  sait  de  là  qqe  IMquatioa  (fi)  doit,  pAr  rapport  k  U  détermination 
de  a  enx^  jr  ei  Zp  tenir  Uea  de  réquttion  (cf);  et  pour  y  satisfaire  de 
la  manière  la  plps  générale»  il  faut  poser  k=;^<p{a);  d'oii  il  résulterf 
pour  rinlégrale  de  l'équation  différentielle  partielle  proposée  »  le  sys-« 
tème  d'équations  .... 

Eiiitile»  4^aillei 
qui 9   devenant 


II  est  Uw  iniitile»  ^^ailleors,  lie  conserver  Téquation  n(a,  k)^^^ 


ne  fait  qu'établir  une  dépendance  entre  les  fonctions  p  et  (T,  en  sorbe 
que  Tune  devant  rester  arbi traire ,  rend  l'autre  pareiDeroexit  arbitraire^ 
dans  les  équations  où  elle  ^ntre  seule ,  ce  qui  e^t  Iç  cas  de$  iqtégi^ales 
ci-dessus.  ' 

En  général 9  si  Ton  remplace  les  équations 

par  les  symboles  équivalens 

•      tf  =;=  f.(^,  jr,  Zyq),     b  =  f^x,jr,  z,  q),       e  =  f,(ar,  /,  9,  y)^ 

qu'on  tire  de  la  première  une  valeur  de  (jy  pour  la  substituer  dans  celles 
de  h  et  de  c,  et  celles-ci  dans  la  quatrième  équation^  on  aura  un  sys«p 
tème  d'équatioss  que  je  désignerai  par 

q  =  4(^,  J^,  z,  à),    41  Œ  <4«(^  Jf  «^  ^)>  4.(^#  fy  h  <»)]-  •  •  •(«)  , 

et  qui  déterminera  en  x^  y^  Zj  les  fonctions  q  et  a.  Gda  posé,  l'équa- 
tion proposée  donnera  aussi  en  x^jr^  z  eX  a,  une  valeur  de  p,  qui, 
conjointement  avec  celle  de  q  indiquée  ci-dessus^  rendra 

dz  -^  pdx —»  qdjr  ^=  o (y) 

susceptible  d'intégration  >  en  y  regardant  a  coofime  constant.  Soit 

F(a:,  >,  z,  a)  =:  k 
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cette  intégrale  ;  pour  retendre  au  cas  où  a  serait  variable,  il  fandra, 
d'après  le  procédé  de  llntégration  des  équations  différentielles  totales  à 
plus  de  deux  variables  y  que  le  premier  membre  de  Téquation 


fe — di ^^>v  ^ 

se  réduise  à  une  fonction  de  a  ei  de  k  seuls,  ou  a  TlÇa^  k);  condi- 
tion qui  serait  remplie  nécessairement  par  ht  valeur  de  a  tirée  de  Téqua- 
tion  (<x) ,  puisque  cette  valeur  doit  conduire  à  l'intégrabilité  de  Téqaa- 
tion  {y)]  et  il  ne  résulterait  de  Téquarion  (jS),  réduite  à  h  forme 

d'autre  détermination  que  A:s=^(a),  ^  désignant  une  fonction  dépen"* 
dante  de  n,  et  par  conséquent  arbitraire  comme  celle-ci^  lorsqu'elle 
se  trouverait  seule. 

*  Il  suit  évidemment  de  là  que  l'équation  (j8) ,  lorsqu'on  y  fait  k=(^a)^ 
peut  tenir  lieu  de  Téquation  (a) ,  et  que  par  conséquent  le  système  des 

équations 

T(x,jr,  z,  a)  =  (p(a), 

donne  Tintégrale  de  Féquatiqn  proposée  aussi  généralement  qu'il  est 

possible. 

iV*  748^  à  la  fin,  page.  5j2,  ajoutez  :- 

M.  Pfaff ,  en  prenant  une  autre  voie  pour  intégrer  les  équations  dif- 
férentielles partielles  du  premier  ordre  >  a  évité  la  difficulté  indiquée 
dans  cet  article.  (Voy.  l'addition  au  n*  811.) 

N*  ^Ggj.page  616,  Ugw  9>  après  proposée^  ajoutez: 

ou  bien,  on  posera  les  deux  premières  équations  de  la  page,  et  on  dé- 
terminera les  quantités  m^  riy  K^  Ly  par  la  comparaison  de  l'équa- 
tion résultante  de  Télimination  de  %*  avec  la  proposée. 

iV^  772^  a  la  fin,  page  625  >  ajoute^  : 

La  dépendance  qui  lie  les  fonctions  i^  et  .z  a  conduit  Monge  à  cou" 
sidérer  comme  réciproques  deux  surfaces  qui  ont  pour  coordonnées, 
lune  Xy  J'y  Zy  l'autre  ;p,  y,  t^.  En  eflfet,  les  équations 


i%-; 
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i^  =1  px  -^  qjr  —  z,       d(^  =  xàp  +  J'dy, 
z=/?a:  +  î7"  —  ^j       cb=:  pàx  +  9^X  y 

étant  telles  que  si  l'on  change  Zy  x  tijr  en  t^,  p  eï  q  et rëciproquement, 
dans  la  seconde  ligne ,  on  obtiendra  la  première^  il  s'ensuit  qua 
chaque  point  de  la  surface  qui  a  pour  coordonnées  Xy  jr^  Zy  repond  y 
(Sur  la  surface  ayant  pour  coordonnées  py  qy  Vy  ua  pqjnt  duquel  on 
revient  au  premier^  comme  on  a  passé  de  celui-ci  àTautre.  (Bulletin 
des  Sciences j  par  la  Société  Philomatique  j  année  1808^  p.  nSo.) 

La  même  relation  a  lieu  dans  les  courbes^  au  moyen  des  équations 

t^  =  px  —  jTy        di^  =  xàpy 
jr  —  px  —  vy      *  dj^  =  pàxy 

dans  lesquelles  p  z^  ^. 

iV*  775^  page  634^  ligne  5  en  remontant^  après  la  citation  (587),  ajoutez  : 

do 

On  en  tire  -^zrza^   d'où 

(i  +  q*)a*  — 2pqa  -f-  i  +;?*  =  o  j 

et  prenant  les  deux  valeurs  de  a  pour  les  quantités  qui  doivent  entrer 
sous  les  fonctions  arbitraires  y  on  aura  les  expressions 


annoncées^  mais  non  rapportées  sur  la  page  6^5^  ligne  7^ 

Page  620^  ligne  dernière* 

Ici  il  faut  observer  que  les  deux  valeurs  de  dp  sont  regardées  comme 
égales^  en  vertu  d'une  détermination  convenable  des  quantités  a  et  b, 
savoir^  celle  que  fournit  Féquation 

aq  +  a:=b{i —  /3, 
de  laquelle  il  résulte,  en  regardant  7  comme  constant, 

(»+s)^=(»-fO'«- 

Page  62&  j  ligne  8  en  remontant,  après  -r-^,  ajoutez  : 

et  que  dans  l'expression  de  x  on  doit  changer  (p{a)  et  4(*)  ^^  ^'W 
et  4'(*) ,  comme  on  Ta  fait  pour  arriver  à  celle  de  v* 
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N^  792i  à  lafi^j  page  667,   youtez  : 

M.  Ampère ,  dans  le  17'  cahier  du  Journal  de  V École  PoljrtechnùjuB 
(p.  55i),  a  fait  sar  ce  aujel  des  reœarqaes  dont  Toici  l'extrait.  Poor  être 
assez  étendue,  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  doit  contemrnn 
nombre  d'arbitraires  tel ,  qu'après  un  nombre  quelconque  n  de  diffé- 
rentiations,  e|  réliminatioa  de  toutes  les  arbitraires  introduites  jusqu'i 
la  dernière  différenliation,  le  nombre  des  équations  restantes  soit  le 
même  que  celui  qu'on  obtiendrait  en  partant  de  l'équation  différentielle 
proposée  «t  s'élevant  jusqu'à  l'ordre  f».  On  a  va  déjà  dans  l'addition 
au  n**  591 ,  comment  ce  principe  s'applique  aux  équations  différentielles 
ordinaires;  je  vais  montrer  ce  qu'il  donne  pour  les  équations  différen* 
tielles  partielles  à  trois  variables.  En  partant  de  l'intégrale  primitive 
pour  s'élever  à  l'ordre  n,  le  nombre  des  équations,  y  compris  cette  îa« 

tégrale,  est  r^ — 'A^-H^;.  ^^  gj  l'équation  différenUeUe  proposée  est  de 
Tordre  m^  m  étant  <n,  en  la  différentiant  jusqu'à  l'ordre  n^  on  aura 
en  tout  ^i \ ^"^  équations  ;    amsi 

marquera  le  nombre  d'arbitraires  que  doivent  contenir  l'intégrale  et  ses 
n  différentielles.  Ce  nombre  ci^issant  avec  n,  £ait  voirq«e  de  simples 
constantes  ne  sauraient  copapléter  les  intégrales  des  équations  différen- 
tielles partielles. 
Soit^  par  exemple^ 

yp;r  •+•  ^=3SJ5,       d'où       ZZBS:  ax^bjr  ; 

a  ei  b  étant  des  constantes  arbitraires»  En  passant  au  second  ordre^  Tîn- 
tégrale  donne 

r  =  O,  s  i=r  Of  i  i=i  o  ^ 

et  l'équation  différentielle  , 

XF'i^jrs  r=  O,  XS  ^Jt  =3Ç  O, 

équations  plus  générales  que  les  trois  précédentes. 

Mais  si  l'on  part  de  Tintégrale  générale  j?  =  a:4('^)i  on  aura 
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.=,^,4",    ,  =  -^4",     '  =  14", 


'«•' 


équations  qai  se  rëdaisent  à  deux  quand  on  élimine  la  fonction  arbi- 
traire 4"- 

Si  Ton  représente  par  h  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  conte- 
nues dans  l'intégrale^  quand  on  sera  parvenu  à  l'ordre  n^  il  s'en  trouvera 

(/ï  +  \)h  dans  les  ^^     ^^^"    ■  ^^  équations  obtenues^  dont  on  ne  tirera 

par  conséquent  une  résultante  délivrée  de  ces  fonctions,  que  si 

X  •Si 

On  ne  peut  prendre  h^=^n^  dès  que  ra>i;  car  /i=:2  conduit,  dairs 
cette  hypothèse,  à  6  d'un  côté,  et  à  5  de  l'autre. 

M.  Ampère  examine  ensuite  comment  les  fonctions  soumises  à  des 
signes  d'intégration  indéfinie  ou  définie,  se  prêtent  à  la  loi  qu'il  a  établie. 

jy*  8ii,  a  lajin,  page  697^  ajoutez  : 

Dans  le  Mémoire  cité  à  la  page  702  du  présent  volume,  M.  Pfaff 
s'est  proposé  de  ramener  à  Tintégration  des  équations  du  genre  de 
celles  qu'on  vient  de  traiter,  l'intégration  des  équations  difierentielles 
partielles,  et  voici  de  quelle  manière. 

En  commençant  d'abord  par  celles  qui  ne  contienneol  que  trois  va* 
riables,  il  considère  l'équation 

djB  =  pàx  +  qdx, 

après  qu'on  y  a  substitué,  au  lieu  de  7,  sa  valeur  en  p,  x,  jr  et  z , 
tirée  de  l'équation  donnée,  comn>e  étant  entre  quatre  variables  or, ^, 
2  et /7,  et  comme  il  parvient  alors  à  en  obtenir  l'intégrale  par  deux 
équations  primitives  seulement,  l'élimination  de  p  entre  ces  dernières 
le  conduit  à  l'intégrale  de  la  proposée. 

Ce  n'est  encore  là  qu'une  autre  manière  de  traiter  le  problème  résolu 
d'après  Lagrange,  dans  le  n*"  740;  mais  lorsqu'il  s'agit'  des  équations 
h  quatre  variables,  pour  lesquelles  la  méthode  proposée  par  Charpitpa* 
ratt  en  défaut  (748)  >  si  l'on  considère 

ds  =  ndu  -f-  pdx  -|-  yd/, 

après  réliminatioB  de  7,  CQjocune  une  équation  difierentielie  entre  les 
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six  variables  Uy  x  y  y  ^  ^y  n^  elp^  et  qu'on»  en  oblienne  Tintégrale  par 
trois  équations  primitives  entre  ces  variables,  l'élimination  des  coeflSi-- 
ciens  différentiels  n  et  p  donnera  l'intégrale  de  la  proposée.  C'est  ce 
que  fait  M.  Pfaff,  qui  a  reconnu  que  l'intégrale  d'une  équation  diffé*" 
rentielle  contenant  2n  ou  a/i — .i  variables  peut  toujours  êlre  représentée 
par  n  équations.  Les  calculs  sur  lesquels  reposent  ce  théorème  et  ses 
applications ,  étant  trop  compliqués  pour  trouver  place  ici  y  nous  ren- 
voyons le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  Pfaff,  dont  la  méthode ,  s'étendant 
h  tous  les  cas  que  peuvent  présenter  les  équations  différentielles  pâr^- 
tielles  du  preniier  ordre,  nous  parait  remplir  une  lacune  d;ins  la  Science. 
Nous  ferons  seulement  observer,  d'après  Tanteur  lui-même,  qu'il  a 
suivi  des  indications  données  par  Monge^  qui  regardait  Tintégralion  des 
(équations  dijQTérentielles  dites  absurde^,  comme  la  clef  de  celle  des  équa^p 
tions  différentielles  partielles;  mais  Ciequ^M.  Pfaff  ignore  sans  doute,  c'est 
que  son  théorème  fondamental  avait  été  présenté  à  l'iostitut,  an  1814»  P*^ 
M.  j^inet  aine,  qui  Ténonçait  ainsi  :  a  Uoe  équajion  linéaire  (c'est-à-dirç 
I)  où  les  différentielles  ne  passent  pas  le  premier  degré)  aux  différences 
n  ordinaires,  qui  ne  satisfait  a  aucune  des  conditions  d'intégrabilité,  et  qui 
Il  renferme  un  nombre  n  de  variables,  peut  toujours  être  satisfaite  si  rt 

»  est  pajre ,  par  un  nombre  ^  d'équations  intégrales  renfermant  una 
»  fonction  de  -•— 1  quantités,  et  si  n  est  impaire,  par  un  nombre 
j»  ^^-^^  d'équations  intégrales  renfermant  ime  fonction  de  ^ *—  1 

»  quantités.  »  Chargés,  M.  Poisson  et  moi ,  de  l'examen  de  ce  Mémoire, 
nous  n'en  fîmes  pas  le  rapport  ^  p;arce  que  l'auteur  le  retira  pour  1(» 
perfectionner. 

N^  816^  p(tge  70g,  ligne  ij  après  cUdessns,  ajoutisz  : 

c'est-à-dire  U=:(p(a},  ^^  =  (p'(a). 

■  N"*  820^  à  lajin,  page  71 5^  ajoutez: 

La  détermination  de  Ja  surface  qMi  a  dans  chacun  de  ses  points  une 
infinité  de  lignes  de  courbure  (addit.  9u  n*  527)  est  un  problèmes  du 
genre  des  précédens,  puisque  cette  surface  doit  satisfaire  en  même 
temps  aux  deux  équations  différentieUes  partielles 

<x  r{-q^)s  —  p^t  =  o ,        {}  +p'')s  ^pqr^si  o , 
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qxà,  reyeoantà 


S              qt 
ou  k 

s            pr 
q        i+p^* 

àq               dp 
q    •**■   1  +p'  » 

ont  pour  intégrales 

/,•;!:=:  14.  y*, 

q*r^,+p% 

en  représentant  par  X  et  par  K  des  fonctions  arbitraires.  Tune  de  x^  et . 
l'autre  de  j:  On  '  tire  de  là 

et  la  condition 

àp âq  yj   y  dX        1         àV        t 

33 d:r  >  dr  I    ""  d^  3  > 

ne  peut  être  remplie ,  à  moins  que  les  deux  membres  ne  se  réduisent 
à  une  même  constante.  En  la  désignant  par  nJ^  on  formera  les  deusc 
équations 

dont  les  intégrales 

\/x+i  *        v^y+i       ^ 

donnent 

^  ~     {Ax+By    >  ~     (^Ay+cy    * 

valeurs  dont  la  substitution  dans  celles  de  p  ei  de  q^  conduit^  par  le 
moyen  de  dz  r=  pda:  +  qdjr ,  à 

^  ,     —  (Ax  +  B)Adx  ~  {Ay  +  C)Ady 

^  ~       \/i-(^Ax  +  By^iAy+cy 

En  intégrant  cette  dernière,  on   parvient  enfin  à 


jz  +  D  :^  y/i  —  çjx+By—  (w[x+  cy, 

qui  revient  à 
5. 


9<> 
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il  ny  a  donc  que  la  sphère  qui  satisfasse  à-la-foisaux  deux  équations 

proposées. 

iV*82i^  a  la  fin,  page  716^  ajoutez  i 

Voici  deux  questions  fort  simples^  qui  pourront  jeter  quelque  jour 
sur  cet  article  et  sur  le  précédent,  en  le  rattachant  au  n""  822.  Soit  pro- 
posé de  déterminer  les  courbes ,  où  la  soname  des  soutangentes,  dans 
le  sens  des  x  et  dans  celui  des^,  est  constante. 

Les  formules  rapportées  dans  Taddilion  au  n*  344  9  donnent  TéquatioQ 

et  par  conséquent 

a: +j^  =  alj5  — «IC^      z^  Ce  «    . 

Toutes  les  courbes  demandées  peuvent  donc  se  grouper  de  manière  à 
former  des  surfaces  courbes  comprises  dans  Téquation  ci-dessus.  Ces 
surfaces  participent  a  deux  lois  de  génération,  qu'on  trouvera  par  la 
considération  des  équations  diiTérentielles  partielles 

;?=-,    p=(f,     données  par     ds  =  — +-^. 
L'intégrale  de  la  première  est 

X  XX 

z  =  e"^(jr),     d'où     p  =  l4^f(jr),      y=e^^'(^); 

et  pour  satisfaire  à  la  seconde,  il  faut  que 

i<P(j)  =  <P'(7)>    ou  bien    ^=^    et     <fCr)=C^, 

ce  qui  ramène  au  résultat  précédent. 

Supposons  à  présent  que  dans  les  courbes  cherchées,  la  sonrme  des 
soutangentes  considérées  ci-dessus  ^  soit  égale  au  produit  des  coordon- 
nées ûc  ct^-,  divisé  par  une  ligne  constante  a;  l'équation  différentielle 
à  intégrer  sera  alors 

zdx    .    zdy  _,^  2]K        ^^      g(d.g  -^  ày)  d« 

àz    ^^  dz  "~    a  ^  xy  "^  z  * 

équation  qui  ne  satisfait  pas  à  la  condition  d'intégrâbilUé^  et  qui^  trai- 
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tée  par  le  procédé  du  n*  809 ,  conduit  à 

Ainsi,  voilà  deux  propriétés  du  même  genre  en  apparence,  qui  établissent 
cependant  une  grande  différence  entre  les  familles  de  courbes  auxquelles 
elles  appartiennent ,  puisque  les  unes  peuvent  se  grouper  en   surfaces 
courbes  déterminées ,  et  les  autres   ne  le  peuvent  pas. 
L'équation 

donnant 

as 
P  =  ^     ^^     Pj='1> 

exprime  deux  lois  de  génération  qui  ne  sauraient  s'accorder;    car  la 
première  conduit  à 

a  a  a 

y  *y 

a 

et  pour  remplir  la  condition  p  c=z  q  ^  il   faudrait  que 

ce  qui  est  impossible  lorsqu'on  Regarde /*  comme  indépendant  de  x. 

iV*  823^  page  jijj  après  la  ligne  lïj  ajoutez: 

Les  courbes  NN^N^....  sont  les  développées  à  double  courbure 
de  la  courbe  -B'jP,  (349). 

Ibid. ,  à  la  Jifiy  page  719^  ajoutez  : 

On  peut  joindre  aux  questions  résolues  dans  cet  article ,  ceUes  de 
la  détermination  des  courbes  dans  l'espace ,  par  Téquation  de  la  ligne 
suivant  laquelle  les  surfaces  formées  de  leurs  tangentes  rencontremt  un 
des  plans  coordonaés,  celui  des  j^,  par  exemple. 

Les  coordonnées  du  point  où  ce  plan  est  rencontré  par  une  tangente 
quelconque,  étant 


Digitized  by 


Google 


7i6  CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 

la  forme  géacrale  de  réqualion  proposée  sera  •:;-.  .' 

j^/zàx  zAy  \ 

Prenons  pour  exemple  particulier 

(t— )+@-^)"='. 

ou 

{zàx  —  xAzY  -f-  (zàj  — jàzY  =  a^Az*^ 
et  faisons 

a:  =  ts,        J"  =  "«î 
nous  obtiendrons 

2^(di»  +  da*)  =  a^àz\ 
qui  revient  à 

At^  -h  da*  =  d^% 

lorsque^  pour  abréger,  on  pose 

aàz         j  j>    %  û 
r  =  d^  •     d  ou     ^  =2  -. 

L'équation  finale  que  nous  venons  d'obtenir  est  comprise  dans 

ds' =  /7i*(dx*  +  dj. ') ,  intégrée  au  n*  812,  et   en  faisant   les  change- 
mens  convenables^  on  aura^  pour  le  cas  qui  nous  occupe  ^ 

,  =  (i^)'+("-=iwy, 

o=:^-A  +  [a~4(A)]VC*), 

o  =  —  I  —  4W  +  [a-4(A)]4'X*>. 

CHAPITRE  X  DU  SECOND  VOLUME. 

N*  828^  page  726^  ligne  9^  après  la  fonction ^.«  ajoutez  : 

relatifs  à  x. 

iV*  854^  P^g^  756^  «/?rè^  i^  ligne  4^  ajoutez  : 

Pour  mettre  une  analogie  plus  exacte  entre  les  formules  du   n*  855, 
et  leurs  correspondantes  dans  les  n^  838  et  848,  il  faudrait  écrire  a» 

à  la  place  Ae  ^y  ei  entendre  par  celui-ci  la  variation  totale  de  j". 

N*  838^  page  744^  ^^  lieu  de  la  première  ligne  ^   écrivez: 
j  j  d#         d(dy— pdx)  d*«        d*(dy— -pd-r) 

^^Ajr^pAx,      -=-L2_eLJ,      ^^^}S[^p^^      etc., 
en  observant  que  Aj  est  ici  ce  que  représente  co  dans  le  n*  835. 
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iV*  861^  à  ta  Jirij  page  780. 

Celte  reslriclion  a  éié  leve'e  par  M.  Poisson  [È ullet in  des  Sciences  ^ 
par  la  Société  Philomatique ^  zniïée  1816,  p.  8?),  en  changeant  les 
variables  x^jy  en  d'aulres,  avant  de  prendre  la  variation.  Soient  u  et 
V  1^8  nouvelles  variables;  Oii  aura 

dz  ^;^  da  dx  j^  dz  dy  èx    ,        ày    , 

£r'~d:i3r*"+".d^dt  ^^  di:"^^'da> 

dz  ^_^  ds  djc  ^^  dz  dy  _^_^       ^  j.       5^ 
d;;~did;î'*"d^di/'~''di;  '^^^  Av  * 

ce  qui  donnera 

àz  ày  ^»  ^  .      Ëî  ^"^  dz  d£ 

au  di/  di/  du  ^__^  dv  du  du  d\f 

^  *"  drdy  djTdy  *  P*  '^^  àx  Ay  àx  dy* 

du  dt/  di/  du  du  di/  du  du 

Prenant  alors  la  variation  de  ces  deux  valeurs,  en  regardant  comme 
des  fonctions  de  u  et  de  i^  les  variations  de  x,  ^  et  js,  on  pourra  chan- 
ger les  expressions 

Au  moyen  de  cette  remarque  et  en  faisant ,  pour  abréger^ 

djcd^        djcdy «        Ëî^_^âï— .JT       ——        ds  dr         y^ 

du  df        dv  du  *      du  àv        di/  du  ""      ^     dv  du  "^  du  di^  """      * 

il   viendra 

^  ZiX-^XiZ  .  ZlY—YiZ 

^P  =  "" — z* '      ^''^  ~ Z^ * 

où 

j^y  ^^^  dy  dJU:  ^^  dr  d/y  d^  d^r        dx  dJ^ 

"""  di/   du         du  d*^  du   dv  dv    du  '   . 

(^  y dy  àtz         àz  àiy  ày  d/z         dz  àty 

dw    du     "^  du  di/  du   di/  dv  du  * 

iv  ^  ^^^  dx  d^  ^^  âz  àt'v  dx  d^lz         dz  d/'x 

"""  du  dw      •"  év  au  du    du         du  di'  * 

Pour  revenir  ensuite 9  de  la  manière  la  plus  simple ,  aux  variables  pri« 
mitives,  M.   Poisson  pose  uz=:Xy  (^=J'>  ce  qui  mène  à 


dx 

di' 


dx dy d^ ^^  _  ^2 
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puis  à 

^  dH  d^x  àly 


A^  d^  d«^x  à^ 


Ce  nest  d^aîlleurs  que  pour  abréger  le  calcul^  que  M.  Poisson  a. 
forme  rhypolhèse  ci*dessus;  car  il  observe  qu'on  parviendrait  au  même 
résultat  en  laissant  indéterminée  la  relatioa  dçs  variables  oretjr  avec 
u  et  p^  si  Ton  mettait  dans  S'p  et  S'p^y  les  valeurs 


d^z   d/îs  dx        dJ'z  dy 

da            dx  du          Ay  du* 

àH  d^  àx    .    Hz  Ay 

A\f           djc  di^    *     dy  àv^ 

dJy  dJ^y  djc  _,    àiy  dy 

du            djc  du  "*^   d^  du' 

àiy  d^^  dx  ^^  d^y  dy 
df            àx  dy  "■     dy  dv  ' 

di^r  _  Uxdx        d/lrdjr 
du        '    dr  du    *     djr  du  * 

d/x  _^  di'xdx  .  d/j?dy 
di/     "~    dx  dv     '     dy  di^  ' 

par  lesquelles  ces  variations  y  considérées  d'abord  comme  des  fonctions 
fie  x  et  de  /y  sont  rapportées  aux  nouvelles  variables  u  et  f^. 

Pour  passer  aux  variations  des  coefEciens  différentiels  du  second  ordre^ 
M.   poisson  cherche  d'abord  les  valeurs  de 

qui  prennent  une   forme  remarquable.   En  effet ^  on  a,  par   ce  qui 
précède, 

et  comme 

il  viei^t 

pu  trouvera,  d'une  manière  semblable,  que 

Mainteoant ,  ai  l'bn  met  ces  équations  sous  la  /brm^ 
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*'di"~  à^'^^^àvày'^^' ar  w> 

et  qae^  dans  la  première  ^  on  remplace  z  par  ^,   on  aura 

dxd^        dx'dj^  djcdjr*   *^  dx  ^ 

ce  qui  revient  à 

qui^  en  vertu  de  Téquation  {b),  devient 

et  fera  connaître  J'q,. 

La  difficulté  qui  termine  l'article  cite,  n'a  plus  lieu  ici ,  parce  qu'on^ 

tire  le  même  résultat  de  l'équation  (^),  en  y  changeant  z  en  ^ ,  ce  qui 
donne 

d'où,  par  l'équation  (a)  y   on  retombe  sur  ce  qui  vient  d'être  otlenu. 

On  formera  de  même  les  variations  des  autres  coefficiens  différen* 
tiels  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs*  La  loi  est  comprise 
dans  la  formule 

en  sorte  que  si   Ton  pose 

Sz  — pJ'X pfSy  =z=  û>  , 

on  aura 

etc» 
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La  substitution  de  ces  valeurs ,  daus  l'expression  générale 

donnera 

.    +  (^S  + 1?''' + -dF^'+  a^  ^"  +  ^^«^^  )  '^^ 

ce  qui  revient  k 


ea  représentant  par  -3--^  "V"^>  ^®*  coefficîens  différentiels  de  f^,  pris 

en  faisant  varier  tout  ce  qui  dépend  des  quantités  xeij",  iniplicîtienient 

d'""*""z 
comme  explicîlçmeql,el posant -^-^j-j  =  z^^^^y  M.  Poisson  représente  par 

S'œ^  ce  que  je  désigne  ici  par  a,  pour  conserver  lanalogie  avec  les  for- 
mules de  Tahcien  texte;  et  d*ailleurs  cette  quantité  <»  n'étant  pas  une  dif- 
férentielle exacte,  suivant  la  caractéristique  S",  semble  n'en  pas  devoir 
porter  le  signe. 

iV^*  86&J  page  780^  ligne  6  en  remontant  j  à  ce  qui  suit  cette  ligne  substituez  : 

-  Quand  on  change  les  variables  ir  et  ^  en  u  et  p^  le  produit  ^djr 
doit  chÂng^èr,  et  la  formule  du  n*   539,  donnap.t 

conduit  à 

en  regardant  d^^  et  d(^  comme  constantes  par  rapport  à  la  caractéris- 
tique cT.  Quand  on  fait  ensuite  m=j:,  t'=?^,  on  réduit  la  valeur  qi- 
dessus  à 

la  même   qu'on  obtiendrait  sans  cette  supposition,  si  l'on  mettait^  aa 
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lieu  de 

d£r        à/'x        d^        ài^ 
au  '      "HÏT*      du  ^       di/  * 

lears  expressions  rapportées  dans  Taddilion  au  numéro  précédent;  car 
il  résulterait  de  cette  substitution^ 

et  Ton  a  déjà  vu  que 

Il  faut  encore  remarquer  que 

comme  on  l'a  trouvé  dans  Tancien  texte ,  en  differentiant^  par  rapport 
à  la  caractéristique  J'y  le  produit  drdj^. 

Avec  cette  valeur  et  celle  de  SP^^  indiquée  dans  l'addition  au  numéro 
précédent,  on  trouve  ensuite 

SJJVdxdjr  =  fpFdxilj  +  JT^JÇàxdjr) 

mais  il  est  visible  que        ^ 
OU  a  donc  enfin 

formule  dont  la  seconde  ligne  est  le  développement  de 

rapporté  sur  la  page  782  du  second  volume^  et  se  traitera  de  même. 
Ceci  correspond  bien  d'ailleurs  avec  la  formule  di;  n'  848^  trouvée  par 
Euler  pour  l'intégrale  simple  fVdx, 

3.  91 
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CORRECTIONS  ET  ADDITIONS 

POUR  LE  TROISIÈME  VOLUME. 

CHAPITRE  PREMIER. 

N*  887>  à  la  fol,  page  lo^  ajoutez  en  "noie  : 

I.  La  formule  principale  de  cet  article  petit  être  appliquée  ntilement  i  la  AioFÎe 
des  nombres;  et  M.  Laplace ,  dans  mi  petit  Mémoire  imprimé  à  la  suite  d'une  édidoa  à» 
V Algèbre  de  Bossut  (celle  de  1776),  en  a  tiré  des  démonstrations  ff^rt  simples  de  quelques 
théorèmes  sur  les  nombres  premiers ,  parmi  lesquelles  se  trouve  celle  du  théorème  dt 
Wilson>  énoncé  à  la  fia  du  Complément  de  mes  Êlémens  d'Algèbre;  voici  comment 
en  y  parvient. 

On  fait  d^abord  usrx"'— i,  n=sm,  A  =  i>  dans  VexpressioB' générale  de  A*u  (883), 
et,  en  observant  que 

A"{jc"— 1)  =  Ar*.ar"  s=s  1 . 1.3. . .  .m  y 
on  a  réquation 

qui  devient 

•n  faisant  xt=  1 ,  m=p—- 1,  et  en  ajontUnt  Tamté  à  chaque  membre.  Cela  poii, 
lorsque  p  désigne  un  nombre  premier,  tout  le  premier  membre  est  divisible  parp, 
parce  que  le  théorème  de  Fermât,  démontré  dans  le  Complément  des  Élémensd^ Al- 
gèbre, et  par  lequel  le  nombre  4#~^— 3  est  diwjiUe  par  p  lorsque  0  ne  Test  pas, 
fait  voir  que  le»  nombr|p 

<p-iy--i,       ,(p_a)T-*_,,        (p_3)r-«_,^       etc., 
sont  tous  divisibles  par  p  \  le  second  membre  de  l'équation  sera  donc  aussi  divisibl* 
par  p  :  c*est  là  lé  théorème  «âe  Wîlson. 

II.  Celui  de  Fermât  peut  eiissi  se  démontrer  par  les  calculs  suivansr 

P(P--iXp-a) a.         .  .     1 
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développement  dan»  lequel  les  numérateurs  des  coeificiens  des  puissaocet 

ont  tous  un  facteur  commun  p ,  puisque  les  dénominateurs  ne  sont  pas  divisibles  par 
ce  nombre^  qu'on  suppose  être  premier.  On  peut  dcnc  doimer  à  ce  résaUat  la:  ferate 

a'-«  =  l{Ca~ry-hf:Ka-i>+i}, 

dans  laquelle  E  désigne  ua  nombre  entier. 
On  conclut  de  là  que 

nP-V^i  =l{(a— iy4.£:p(a  — i>4-i}-i 

mais  a  étant  supposé  d*abord  <^p ,  si  a'"* —  i  est  divisible  par  ce  nombre ,  il  faudra 
que  (ut— i)P'-*  4rjE/7-»  1  k  soitaKsai»  et  réciprocpiement-,  dWil  suit  ^«  (<»— ty"'— l 
doit  être  divisible  par  p  ou  nul. 

Or,  en  allant  de  procbe  en  proche,  on  trouve  que  si 

a  =  n  y        (a — 1)'^«  —  i  =  i''^»  —  i  =  o  , 

et  que  par  conséquent  fl'~'<  — i  est  divisible  par  p'^  puia  faisant  a  =3/  il  vient 

3^'—  1  est  donc  encore  divisible  parp,  et  ainsi  de  saite,  tant  que>  a-K^p*' 
Lorsque  a'^p,  oa  pose  a.=:7ip<-|rÇr  d*où 

résultat  dont  tous  les  termes ,  à  partir  du  tteisième,  ont  p  pour  facteur,  et  les  deux 
premiers  ,  iocioaiit.rexpression^^f'''  *-^  i  >.  donoent*  vn^nOM^urer  divisible  pai;  j^iy  gHÎ^q;^ 
9  <  p  i  donc  (np  -f"  ÇY"^  -^  *   est  divisible  par  p. 

Enfin,  quand  a  est  divisible  par  p,  comme  alote  o^^  Test  pareiHemeat,   si  Ton 
déaigffft  œ.  qjiolîeiit  pas  iTj.  il  vient 

a^"* — 1  a^*        1  ^ 1 

P     ~~     p~       r* 

équation  qui  montse  pourquoi  le  tbàorème  a'a  pi»  lieu..  » 

en 

III.  Si  a  est *.mL facteur  de  p.-*  i,,  il  enat»  un  noaibre  x,  tel  qae  x  ^  -—m'est 
^  divîs3>le  jM:  p;>  ax  étant  Kj'^    ;  ca»  si.  cette^  valeur  et  toutes  celle»  q^i  la  pté- 

en 

cèdent,  rendaient  x,-^  -«»i  •  divisible  par  p,  tentes  .'les.  expressions 
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seraient  diyiaibles  par  p ,  et  par  conséqaent  aussi  la  fonction 


a 


\a  J 


p—i 


C^X^-) 


_i  ^..-^  — ^  "    ^^  -^ ^  +etc. 

1  i.a 

or,  si  l'on  fait  A  =  i ,  m  =^         ,  dans  l'éxpreaftion  de  A*,  jc*,  qui  termine  le  n®  887, 

on  verra  que  la  première  ligne  du  développement  ci-dessus ,    revenant  à 

1 .  a .  3 ^  ,  n'est  pas  divisible  par  p,   puisque  ^        ■  ^p  ;  quant  à  la  seconds 

ligne,  ce  n'est  autre  cBose  que  — (r — i)  **    =0. 

C'est  ainsi  que  M.  Laplace ,  dans  une  note  qu'il  a  bien  vouhi  me  communiquer, 
démontrait  le  théorème  précédent ,  sur  lequel  s'appuie  la  résolution  des  équations  à 
deux  termes,  découverte  par  M.  Gauss. 

N'  Sg5j  page  16^  aptis  là  dernière  ligne. 

M.  J.  Binet  m*a  faît  observer  qu'on  pouvait  arriver  tout  de  soile  à 
ce  résultat  ^  en  partant  de  Téquation 

A*  sin  x  s=  —  4(siû  ï  A)*sin(ar-t-A), 

dëmbntrëe  dans  le  numéro  précèdent;  car  si  on  récrit  ainsi  : 

A^sinor  =  —  (asîn-j  A)'{Asina:+  sina:}, 

et  qu^on  prenne  la  différence  de  Tordre  n-^2  dans  les  deux  niembres^ 
il  viendra 

A"  sinx  =  —  (asin^  A)*{  A"—'  sin  jc  +^"~*si'^  «^r). 

CHAPITRE  11  DU  TROISIÈME  VOLUME. 

JV^'  962^  à  lu  Jin^  page  g6^  ajouter  en  note  : 

La  considâ-atîon  des  sommes  successives  a  été  employée  par  M.  Budan,  pour  donner 
à  uir  polynôme 

»•  +  ax^-^  +  îx»-î  +  cx*^^ +  px^  +  ç:t*  +  rx  +*, 
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]a  forme 

C  Nouvelle  Méthode  pour  résoudre  les  Équations  numériques ,  p.  i3),  ce  qui  s'opère 
sans  difficulté  en  posant  x=zy  -|-  i ,  et  ordonnant  le  résultat  suivant  les  puissances  de  y, 
mais  pour  pins  de  symétrie,  je  mettrai  un  coefficient  au  premier  terme  du  polynôme. 
£n  récrivant  ainsi  > 

flx*  +  ix"~'  +  cx""^ +  px*  +  qx"^  +  rx*  +  5JC  +  ^ , 

la  substitution  de  ^  +  i  >  ^^  lî^u  de  x,  donne  pour  résultat ,  en  commençant  par  les 
termes  sans  y ,  et  prenant  ceux-ci  dans  l'ordre  inverse  de  ceux  du  polynôme  en  x  > 

<-f-    *+   '■+    9+    p....+  a 
^Çs  +  2r  +  5q  +  4p....  +  ^ajy 


+  etc. 


•+ 


7l(«— 0 


I  .2 


a)j^ 


La  première  ligne  est  la  somme  des  coefficiens  du  polynôme;  le  coefficient  de  y^ 
darsla  seconde,  se  compose  des  termes  de  la  première,  à  partir  de  5  comme  le  déve- 
loppement A^'u  rapporté  ci-dessus  se  forme  avec  les  u,  à  partir  de  u_^  ;  le  coefficient  de 
y^  se  compose  à  partir  de  r,  comme  ^"^u ,  se  formerait  à  partir  de  u.j,  et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  prend  les  coefficiens  du  polvnoroe  en  x  dans  leur  ordre  primitif,  le  coef- 
ficient de  y  est  alors  la  sonmie  des  sommes ,  ou  la  somme  seconde  des  termeî$  de  la 
première  ligne,  jusqu'à  s  inclusivement;  le  coefficient  de  j^*  la ^o/nme (roûiéme,)U8^ 
qu*à  r  inclusivement,  et  ainsi  des  autres» 

En  considérant  les  sommes  successives  de  la  série 


on  trouvera  le  tableau 

Sommes  1'**. 

a 

a  +  h 

a  +  b  +  c 

a  +  b  +  c  +  4 

etc. 


a,  &,  c,  d,  e,  etc. , 

Sommes  a**r 

a 

aa  +    b 
5a  +  ab  +    c 
4a  +  5b  +  ac  +  d 

etc. 


Sommes  5^. 

a 

5a  +    b 
6a  +  5b  +    c 
loa  -^  6b  +  5c  +  d 

etc. 


d'après  lequel  on  voit  que  si  m  désigne  le  nombre  des  termes  de  la  série ,  la  somme 
deuxième  sera 

Ja  somme  troisième 

I  a  ^        i.a  '  i.a 

et  ainsi  de  suite.  Mais  si  le  nombre  de  termes  de  la  suite  diminue  d'une  unité  â 
mesure  que  le  rang  de  la  somme  augmente,  en  sorte  qu'il  passe  de  n-f^  1  à'n ,  à 
n.»  1  ^  etc.^  dans  ce  cas  on  fera  m=n  pour  obtenir  la  somme  seconde 
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peuvent  également  être  généralisées  dans  la  suivante , 

Ffo  =  fF«, 

où  les  caractéristiques  F  et  f  ne' sont  assujéties  qu'à  la  seule  condition 
de  donner  le  même  résultat,  dans  quelqu'ordre  qu'on  les  applique  à  la 
quantité  Uy  et  M.  Servois  nomme  /onctions  eomnmtatives  celles  qui 
jouissent  de  cette  propriété. 

Toutes  les  combinaisons  qu'on  peut  faire  des  fonctions  qui  sont  corn- 
niutatives  deux  à  deux,  donnent  aussi  des  fonctions  commutatives.  Ainsi 
les  équations 

emportent 

car  on  peut  d'abord  permuter  entr'elles  )es  deux  caractéristiques  con>«> 
tiguës  '^  ei  nar  dans  le  terme  <py\/^Uy  ce  qui  donnera  ^^^u;  et  posant 
ensuite  -^usszt^  permuter  dans  ^^t  les  caractéristiques  ^  et  4r,  d'où 
il  résultera  ^^t  =  ^Ç'^u ,  et  la  caractéristique  na  aura  passé  par  toutes 
les  places  de  Texpression, 

Les  fonctions  commutatives  entr'elles  le  sont  aussi  ^vec  leurs  inv«rseS| 
et  celles-ci  le  sont  également  entr'elles,  c'e^t-à-dire  que,  de 

Fftt  =  fFw,     il  suit    Vf-'u  =  [-'Fu ,    et    F-'f— «  =  f-'F— «. 
En  effet,  d'après  l'article  II,  on  a 

Fff-'tt  =  Fw,     ff-'Ftt  =  Fw,     d'où    Fff— tt  =  ff-'Fw  j 

mais  si  l'on  échange  entr'elles  les  caractéristiques  F  et  f,  dans  le  prje«- 
mier  membre  de  la  dernière  équation ,  elle  devient 

fFf-'w  =  ff-^tt ,       d'où      Ff-«tf  =  f-Ta, 

en  supprimant  la  caractéristique  f  placée  à  la  tête  de  chaque  membre; 
et  comme  rien  n'empêche  qu'on  n'écrive  f  au  lieu  de  F ,  et  récipro* 
.quement,  on  aura  aussi 

f  F-*ii  =  F-fa. 

Enfin,  puisque  «  =  FF-*«,  on  a  l'équation  £-'«=  f-»FF""'tt,  dans 
le  second  membre  de  laquelle  on  peut,  d'après  ce  qui  précède,  écban* 
ger  entr'elles  les  caractéristiques  f~'  et  F ,  et  il  viendra 

f-'tt=Ff-'F-«,     d'où    F-«f-'tt  =  f-^F^'«, 
en  prenant  la  fonction  F""*  de  chaque  membre. 
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ly.  Considérons  quinlçoaak  deu3(  fonctions  F  etF.^  définie^ par  lea 
équations 

dans  lesquelles  les cAcacXéristiqn^s  ?^  4'  ^f  9>'  4o  '^i  >  désignent  des 
fonctions  quelconques  ;  si  Ton  veut  prendre  la  fonction  ,Ft  de  la  fonc- 
tion ^Uy  on  posera  d'sJ^ord  Vur=zu^,el  on  aura* 

F,tt,  =  (p.Mc -1-4il^c  4*  csr.u,,,, 
ce  qui  revient  à  '^      .!    t       .    -> 

FtEii  2r=  Ip,  (^M*  +  4«*  +  '»«)  )  -  /;' 

+  4, ((pu  +  4ii  4-  «■«)  \;  ' '--'         •  :  --'  '^ 

4-  ^©•^(qpii  4-  4"  ■+"  ^^)  y 

Si  les  fonctions  ^.^  %[/,  ^  «zr,^  spnt  distribulives,,  on, pourra. séparer  les 
termes  renfermés  dans  les  parenthèses^  et  il  yien.dra  l'équation 

F.Fi* 

4-. 

dont  le  second  membre ,  quand  on  en  a  6té  la  lettre  ju^  n*est  tnlrit 

chose  que   ' 

(^i  4.  4,  4^  ^,)((p  +  4,4-iW»)  : 

en   faisant  la  même  opération  sur  Fii  et  F.u^  on  pourra  donc  écrire 

F«  =  (^  +.4  +  ♦>>     F,tt»(f,4^4,4.4r,)ii, 
F.Fii  =  \f,  +  4i+^0(^  +4  H-  '^>f 

puis       .      -  •        '    '  ■•  ;.*-•/-;'*-    --^      --  '•  ' 

en  observant  de  placer  dans  le  mémo  ordre  les  indices  dans  les  deux 
membres. 

On  ne  serait  pas  assu]éti  à  cette  condition ^  si  les  fonctions  9»  4>  •  *  •  > 
9,9  etc. 9  étaient  commutatives  deux  à  deux^  puisqu'alors  ^jfpu^z^p^u^ 
et  ainsi  des  autres.  Dé  plus^  ço^ipe-on  {M>uiTail  ranger  dans  *  tel  ordre 
qu'on  voudrait  les  indices  du  premie^r  membrjs,  il  s'ensuit  que  les  fonc-* 
lions  F  y  F,  9  F.^  seraient  commutatives  entr'e^çjs^ 
'  Dans  ce  cas^  si  les  caractéristiques  du  premier  membre  étaient  les 
5.  .9» 


4'^"  4-  4»4«  4-4«'*'"  r  # 
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cations  à  la  Géométrie  et  à  la  Mécanique,  sur  lesquelles  se  fonde 
presque  toute  son  importance ,  esigeaat  toujours  des  considérations  qui 
tiennent  toutes  plus  ou  moins  de  celle  des  limites,  demanderaient  qu'on 
ajoutât  de  nouveaux  principes  à  ceux  qui  auraient  été  posés  d'abord. 
Il  semblé  donc  plus  court  de  commencer  par  les  principes  mêmes  qui 
conviennent  à  tous  les  cas,  parce  qu'ils  sont  réellement  tirés  de  la 
nature  du  sujet,  c'est-à-dire  de  la  formation  des  grandeurs  assujéties 
à  la  loi  de  continuité  dont  les  limites  sont  l'expression  (page  xxiy  et 
suiy.  de  la  Préface  du  premier  volume). 

i^*  977^  à  la  Jm,  page  îi6,  ajoiUez  : 

M.  Brinkley,  dans  le  volume  des  Transactions  philosophiques  de 
Tannée  1807,  i^^part.,  est  parvenu  à  une  expression  du  terme  général 
de  Z"ii,  et  M.  John  W.  Herschel,  dans  le  même  recueil  (année  1816^ 
i^^parl»),  a  donné  les  formules  pour  développer  Téquatiou 

:  ;•   -  f(i+A>,  Œf{eA*i^K,    ' 

où  pu  représente  g^* 

.       '     N*  1006^  à  lajin,  page  i5i  j  ajoutez  : 

Ce  /ésultat ,  obtenu  d'après  Euler  (Institut.  Cale,  dijfferential. ,  pars  If, 
n*  i55),  vient  bien  à  l'appui  des  remarques  insérées  dans  les  n^  898  et 
938;,  puisqu'il  a  été  prouvé  au  n*  974,  que  les  nombres  de  BernouUi^ 
considérés  dans  le  développement  de  Su,  doivent  être  nuls  pour  les 
indices  pairs,  tandis  qu'ici  on  leur  trouve  des  Taleurs  assignables. 
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liment  petits ,  aS/ ,  iiSq.  -—  Déter- 
atîon  de  son  signe ,  488* 
u  cercle  :  son  développement  en  se- 
lon expression  au  moyen  de  Tare,  493. 
note  sur  ce  mot,  614. 
*une  surface  de  «éyolntion ,  5i5.  — - 
le  surface  quelconque  »  SaS  »  BaS  a. 
re  donne  des  limites  des  restes  de  la 
sdeTaylor,  173,  11 56  A'bte.— s'oc- 
)  des  paraboles  oscula^îces/aaS.  — 
K>se  pour  les  courbes  une  forme  d*é- 
ion  indépendante  de  leur  position , 
.  — -  Ses  remarques  sur  l'intégration 
fractions  rationnelles  >  StS.  —  Sa  re* 
crue  sur  les  équations  aifférentielles 
Utanées ,  6fla.  —  Sts  remarques  sur 
ploi  des  facteurs  dans  le  calcul  des 
itîonS)  870.  -—  Comment  il  déter- 
s  le  nombre  des  constantes  arbitraires 
doivent  entrer  dans  les  intégrales 
plètes,  591  a.  —  Ses  remarques  sur 
unbre  des  fonctions  arbitraires  côn- 
es dans  les  intégrales  des  éqiiatiçns 
rentîelles  partielles,  7Qaa. 
^/edes  puissances  avec  les  différences, 

•  970  û., 

se  combinatoire ,  ce  que  c^est,  Jntr* 
las. 
^  multiplication  c(es  angles  par  New- 
J^ioetlaNote. 

til  des  voûtes  elliptiques ,  633. 
tcimation  :  réQexions  sur  l'incertitude 
méthodes  d'approximatioo'j  dont. on 


fait  usage  dans  la  solution  des  problèmes 
géométriques  et  mécaniques  ,  1 1 67. 
jirbogast  :  ses  notations ,  83  Note.  —  S^s 
procédés  pour  développer  une  fonctfon 
quelconque  de  polynômes,  laa.  — Son 
Calcul  des  dérivations,  laa,  i3o. — Sa 
manière  d'aopliquer  le  Calcul  différentiel 
à  la  rechercne  des  tangentes ,  ao5  ,  306. 
—  prouve  que  les  fonctions  arbitraires 
des  intégrales  des  équations  diff^érentielles 
partielles  peuvent  être  discontinues,  804  > 
1 1  o3.  — Son  calcul  sur  les  Echelles  de  dé^ 
Tivation ,  970  a,  —  donne  aux  produits 
de  facteurs  équidiff^érens  le  nom  de  Foc 
torielles,  981  »  — -Eprme  qu'il  assigne  pour 
les  équations  avBSerences  partielles  du 
premier  degré  ,^K4  ^^^-  —  remarqué 
une  faute  de  calcul  échappée  à  Lagrange, 
1  lai. 
jircs  de  cercle  :  analogie  qui  existe  entre  les 
arcs  de  cercle  et  les  logarithmes,  Intr.^i  ; 
389, 389  a,  495.  — Leur  expression  par  ifs 
sinus,  au  moyen  des  exponentielles  imagi- 
naires, Intr.  43  ;  389,  389  a, — Leur  déve- 
loppement par  la  tangente,  Intr.  43, 53;  89, 
41 5.  — Par  les  sinus  et  cosinus,  Intr.  59- 
—  Par  les  sinus  et  sinus  verses ,  fntr.  58  ; 
88 1  89  Note,  417 ,  4 '9-  "^  Leur  expres- 
sion numérique  en  parties  du  rayon»  fntr. 
45.  —  Arc  égal  an  rayon,  ibid.  —  Moyen 
pour  obtenir  les  sinus  et  les  cosinus  d'arcs 
multiples,  /n«;v47-5i.  — E^)ression  des 
puissances  du  sinus  et  du  cosmus  de  Tare 
simple,  par  lès  sinus  et  cosinus  de  ses  mul- 
tiplês./^oy.  Sinus  et  Cosinus. — Dévelop« 
ùement  des  arcs  de  cetcle  parles  sinus  ae 
leurs  multiples,  Intr.  56.  — Expression  de 
l'arc  par  des  produits  indéfinis  de  cosir^ud 


Digitized  by 


Google 


734 


TABLE  DES  MATIERES. 


ou  de  sécantes  â*arcs  continuellement 
sous-doubles,  Intr.  67.  -^  Expression  de 
la  difFérentieHè  premièrt  d*ap  arc ,  58  ; 
de  celle  d'ua  orore  queleonqse ,  88  ;  d^ 
duite  du  Calcul  aux  différences,  1064.  •— 
Expression  de  Tare  de  3o  degrés  en  série , 
88.  -*-  Usage  de  la  division  des  arcs  en  par- 
ties égaies ,  pour  résoudre  les  équations , 
//iftr.  67-74,  76-80.  —  Expression  d'un 
arc,  en  fraction  contiBoe,  au  moy'ea  desa 
tangente ,  670*  •*-  InoonTénîent  de  Vintro-^ 
duction  des  arcs  de  corcle  dans  les  inié~ 
grales  en  séries  des  équations  diiF«ren-« 
tiellesy  6/5.  —  Leurs  propriétés  déduites 
de  la  comparaison  de  deux  différentielles 
circulaires;  6qi.  —Leur  expression  en 
produits  indéunisi  1188.  —  Séries  des 
arcs  dont  les  tdflgentes- procèdent  suivit 
une  loi  donnée»  196 j* 

j4rc  d'une  courbe  :  son  rapport  avec  sa 
corde  a  pour  limite  Vunité  »  aiB.  ^^  Li- 
mites entre  lesquelles  est  compris  un  arc 
de  courbe ,  ai5  seconde  Note,  et  p.  6S4 
du  3*  volume.  -^-  Sa  difirérentielle  «n 
coordonnées  rectangles»  ai 6;  en  copr- 
données  polaires ,  aoi  ;  par  les  infiniment 
petits,  337,  aBo. 

Arc  d'une  courbe  a  double  courbure  :  sa  diff 
férentielle ,  347-       * 

Arcs  elliptiques  :  leur  expression  en  série, 
5oa.  «^  Transformations  de  leur  différen- 


tielle ,  5o4 ,  5o8.  —  Leurs  propriétés ,  re- 
lativement à  leur  additiça  ^  à  leur  mul^ 
tiplication,  à  leur  division,  698-708.-^ 
Leur  détermination  par   la  bissection , 

Î'o3.  —  Moyens  de  trouver  deux  arcs  el- 
iptiques ,  dont  la  différence  soit  ^^le  à 
une  ngne  droite ,  708.  —Construction  de 
leur  relation  par  les  triangles  spbériques, 
705,710. 

Arc  hyperbolique  :  transformations  de  sa 
difTérentielle ,  Sq4^  5oq.  —  Peut  s'e^q^i^ 
m^r  par  deux  arcs  d'ellipse,  503. 

Archimède  :  son  style  comparé  à  celui  de 
Leibnitz,  a56  Note,  —  découvre  les  prin- 
cipales propriétés  de  la  spirale  de  Co- 
non,  34^1  2480,  225o  ;  quarre  cette 
spirale  ,  49ft«  -"  quatre  la  p^irabol*  > 
5oo  a.  —  Rectification  de  la  spirale , 
5i3.  ^ 

Arêtes  de  rebrQusseçxemt ,  33^»  344>  ^8- 
^—  Leur  liaison  avec  la  correspoi^dance 
qui  règne  entre  les  équations  différentielles 
partielles  du  premier  ordre,  et  lef^  ^na- 
tions différentielles  qui  ne  satisfont  p^s 
aux  conditions  d'iotégc^lûlité,  8a3. 

Asymptotes  droites  »  198.  «-«>  Leur  détermi- 
.  nation  par  le  Calctd  différentiel,  ai4i  — 

courbes ,  9o3.  ->«-  des  auifaees,  3ia. 
AxBs  prineîpaux  des  surfaces  courbes ,  So/, 

307  «. 


B 


Babbage  :  procédé  qu'il  nomme  Calcul  des 
fonctions  f  ia66. 

Ha^e  des  logarithmes  Népériens ,  Intr.  210 , 

.  27.  —  Propriété  remarquable  de  ce  nom- 
bre, 16a. 

Beaune  (de)  .-  son  [uroblème  sur  la  méthode 
inverse  des  tangentes ,  678. 

Bérard  :  sa  méthode  pour  dinciiter  les  lignes 

'    et  les  surfaces  du  second  ordre,  307  a ,  et 

■    la  A^o/e. 

Bernoulli  (Jacques)  :  résout  le  pr(Alème  de 
Beaune ,  67&  —  résout  le  problème  des 
isopériniètres  qui  a  conduit  à  la  méthode 
des  Variations,  873.— -Nombres  qu'il  a  re^ 
juarquésAe  premier,  ^S 1 .  Voyez,  Kombre. 

.Bernoulli  (  Jean)  /  s'occupe  le  premier  des 
exponentielles,  hUr*  ai.  -^  a  démontré 
le  théorème  de  Côtes  .Intr.  76.  -«•Euler 

.    lui  attribue  lea  expreesicov  exponentielles 

des  sinus  et  cosinus,  /«(T.  4^  a.  -*>6aeon' 

•  troverse  avec  Leibnitz aur  les  Ipgarithmes 


des  «ombres  négatifs,  Intr.  8a. — ^Expres- 
sion de  la  circonférence  du  cercle  qu'on 
lui  attribue,  //ler.  W.(^oy«»  ses  Œuvres, 
1. 1,  p.  400»)  —  relève  une  méprise  échap- 
pée à  llewton ,  a58  a.  ««  Son  développe- 
ment général  des  intégrales  1 4^^*  —  kxar 
mon  de  son  assertion  sur  les  logarithmes 
des  nombres  néeatifs ,  49^-  —  Sa  quadra- 
ture d*une  cou Ae  du  3*  degré ,  ^^£.  — 
s*oooupe  de  la  recherche  des  courbes  ouar- 
râbles ,  etc. ,  534»  —  résout  le  problème 
de  la  courbe  rectifiable  sur  une  surface 
donnée,  SSg.  -^  a  remarqué  que  par  le 
développement  successif  d'uee  courbe 
quelconque  >  on  approchait  sans  cesse  de 
la  cycloï(]e ,  686  a. 

-ffemoùlU  ^es)  ne  conn^îssaîent  paa  bien  la 
nature  et  l'étendue  des  intégrales  des  équa- 
tions diiFérentielles ,  688.  '—  Leur  mé- 

*  thode  pour  trouver  1  es  maximums  et  mini- 
mums  des  intégrales  définies,  ne  donnait 
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pas  les  équations  telatives  soûl  limités^ 
fô8.  -^  s'occupent  du  problèttiè  ded  Tra- 
jectoires tétiproqûes,  ia63. 

Bèmn^dli  (Daniel)  :  discassioto  «nlrft  M  %t 
JEiilvr  sur  les  lit&îteB  des  séries  de  siMi^  et 
de  cosinus,  ioi4* 

Sertrand  Xde  Genève)  ri^porte  des  fe^ 
mules  de  Maobin, /^oyeft  AfocAm. 

Besiél  ••  ses  rècliefches  stir  Tintégrate  /  y  f 

ia3i,  133a. 

Bwo^ .-  sa  «nétliodè  d*éKmitaatioti  par  les 
polynoiAes  tainltiplicateuts ,  ]û3t.*^iSon 
théoràkne  sur  h  d^éaKi^ael  ttieiAlnènfter 
l'équation  finale  résultante  de  plusieurs 
équations  algébriques  j  io35* 

Bidone  (Georges)  :  ses  travaux  sur  les  inté* 
grales  définies,  iai5,  1217. 

^inet  (aine)  :  démontre  un  théorème  sur  les 
limites,  81  A^ota.  •—  Son  tlijprème  sur 
les  intégrales  des  équations  dnRrentielles 
du  premier  ordre,  qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  d'intégrabilité  ,  81 1  a. 

Unet  (J.)  :  sa  remarque  sur  les  différences 
du  sinus  ^  89?  a. 

Sinome  .•  convergence  du  développement 
des  puisi^ances  d'un  binôme ,  InW.  5-7. 
— -I)éveloppement  de  la  puissance  m  au 
binôme  y  in^n  i§  etsuiv.,  p.  604  du  3* 
volume.  —  Preuve  que  les  deux  priemlers 
termes  du  développement  de  la  puiHance 
n  du  binôme  1  +  ^  ^ont  1  +  nx,  loi^ 
même  que  n  est  irrationnelle  ou  imagi- 
naire, Jntr,  55.  — *  Sa  démonstration  par 
îe  Calcul  différentiel,  19.— ^Sondévelop- 

£em€nt  en  fracticn  continue  ,  G69.  ,— 
démonstration  de  la  Formule  du  binôme, 
par  le  Calcul  intégral  aux  différences  »  961 
jVbie,  *^  FormuJ  e  du  binôme  exprimée  par 
les  factorieIl^^,  gSS.  —  Développement 
'd'une  fectûrielle  à  base  binôme,  987.  — 
Expression  apprcrchée  du  coefiicîent  d*un 
terme  gtielconque  d'une  1res  haute  puis- 
s^cednbÎDOmej  ibio. — Ihi  rapport  de 
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ce  coefficient  à  la  somme  de  tous  les  autres, 

'  ihid.  —  Expression  approchée  du  tenne 
Iboyen  d'une  puissance  paire^  ibid»  -— 
Son  développement  en  série,  1  i5a  Nùte. 

Biot  ••  démontre  latraaaforttation  de  Téaua- 
tion  dee  surfaces  du  second  ordre,  opérée 
parËuIet,  3o  1 .  —  Son  mémoire  sur  les  in- 
tégrales indirectes  des  équations  aux  dif-^ 
férences,  1073.  —  s'occupe  rfes  équations 
eux  diiFérences  mêlées,  iâ56,  ia64i  ia65. 

BtsstdioH  des  arcs  elliptiques ,  703. 

Borda  /  sa  formule  pour  calculer  les  loga- 
.  rtthm^^Àfr.  3q.  --  Ses  remarques  sur  la 
teétbmrde  dfes  Vîiriations  ,838. 

Bossut  :  ses  recherchies  sur  le  problème  de 
la  vottle  ^airable ,  54ft>  543. 

Bouttuer  détenniae  les  cùurbe^  de  poursuite^ 

Btûcnystùchronè ,  83ô  NoU . 

Branches  d*une  oonrbe  :  kttr  CGtrr«tfpon- 
dance  avec  les  diverses  racines  de  son 

,    équation,  176,  176.  ' 

Branches  infimes  :  teur-déterminatron  par  la 
transformation  des  coordoimées ,  19Q- 
196.-— Moyen  de  recjpnnaitre  ei  elles  sotit 
hyperboliques  ouparaboUqioes,  fltoS,  ao4« 

Branches  paraboliques,  ao3.  -— hj^perbo- 
lique«^  ibid, 

^riggs  :  son  système  de  logarithmes  1  I^tr, 
àb,  27.  —  cotinabsait  la  dérivation  svc- 
cessive  des  termes  des  puissances  dit  bi- 
iïcwre,  p.  604  du  S*  volume.  —  a  le  pre- 
mier eu  ridée  de  Vitjterpokitîon,-9io. 

Btmkley  ;  «es  remarques  sur  rexpression 
exponentielle  de  A"ii,  93o,  93a  ;  de  Z"u, 

Bnsson  /  ferme  uvi  nouveau  |;isnre  de  «érieè 
pour  déveloj^er  lies  int^ales  des  équa- 
tions différentfefles  partielles,  7%. 

Budan  :  emploie  les  sommes  successives 
pour  transformer  ks  équations  a]gébri>- 

.    ques  ,  gSfl  a. 

BurmafHn  .*  son  théorè^^e  pour  développer 
1b9  fonctions  en  séries,  1  \Za. 


CAtCtL  difrérentiel  :  fa, définition,  5.  — 
ïléflexion^  sur  sa  métaphysique  et  ^a  no- 
tation,^ 8o-83.  —  Inconvénient  quû  y 
aurait  à  changer  sa  notation ,  8d,  83.  -— 
Conâparaison  de  celles  qu  a  proposées  La- 

§  range,  avec  celles  de  Waring^,  d'Euler, 
e  Fontaine ,  etc. ,  8fl ,  83.  •—  Son  usage 
pour  trouver  les  tangentes  d<«s  courbes , 


ac&-ai4.  *^.Soo  application  i  la  théorie 
des  courbes,  à  la  manière  d'Arbogast, 
2iû6  ;  par  les  lilnites ,  adQ  \  à  la  ma- 
nière ce  Leibnitz,  ou  par  ia  xsonsîdéra- 
tion  des  infiniment  petits ,  â56.  «•-  Son 
application  aux  surfaces  courbes.,  3i3et 
suiv.  —  appliqué  aux. courbes  à  d<'ubliB 
comrbure^  044  fetsuiv.  — "Ck)mment  il  se 
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déduit  du  calcul  des  difTérences  ,  939 
Note,  943.  —  Son  exactitude  envisagée 
comme  la  compensation  de  deux  erreur^), 
p.  643  dn  3»  volume. — (Pour  l'histoire  du 
Calcul  différentiel,  t;oye2  la  Préface  du  i*' 
vt>l.  et  les  Additions,  p.  6oi-6o3  du  3'). 

Ca/cu/ intégral  :  sa  définition,  5,  366. 

Calcul  intéçral  indéterminé ,  534-544.  — 
comprend  l'intégration  des  équations  dif- 
jpéirentielles  à  plus  de  deux  variables,  qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégra- 
bilité,  810. 

Ca/czi/ intégral  des  différentielles  partielles^ 
ou  Calcul  intégral  aux  différences  par- 
•    tielles  :  sa  définition,  728. 

Calcul  des  variations ,  8a3.  —  Questions 
géométriques  qui  lui  ont  donné  lieu,  sa 
définition  analytique,  /'àzV/.-* Manière  de 
le  déduire  des  principes  du  Calcul  di(fé« 
rentiel  eaqposés  dans  cet  ouvrage,  BaS^ 
843. 

Calcul  direct  des  différences  :  sa  définition , 
879.  —  Ses  rapports  avec  le  Calcul  diffé- 
rentiel »  929  Note  y  949. 

Calcul  direct  des  fonctions  génératrices , 
calcul  inverse ,  1 109. 

Calcul  inverse  des  différences  :  sa  définition, 

â43.  —  Comment  ce  calcul  se  distingue 
u  Calcixl  différentiel,  par  rapport  aux 
équations,  1037. 

Callet  :  ses  remarques  sur  la  série  1  -^  i  + 1 
—  i  +  etc. ,  ioi4iVote. 

Caluso  :  ae$  recherches  sur  l'intégrale  /  y^ , 

iq3i  Note, 

Caractéristiques  t  Tordre  des  caractéris- 
tiques d,  i^tfy  A,  2,  appliquées  les  unes  sur 
les  antres,  peut  être  interverti,  a8,  39, 
54s  Note,  844-846,  963  Note. 

Caractéristiques  des  surfaces  limites ,  336 , 
8o3.  —  Leur  liaison  avec  la  correspon»- 
dance  des  équations  différentielles  par*- 
tielles  du  premier  ordre ,  et  des  équations 
différentielles  qui  ne  satisfont  pas  auK 
conditions  d'intégrabilité ,  8a3. 

Carnot  :  propose  pour  les  courbes  une  forme 
d'équation  indépendante  de  leur  situa- 
tion ,  â55.  —  propose  une  notation  pour 
les  angles ,  et  aonne  une  relation  entre  les 
côtés  aun  polygone  plan  ou  gauche,  994 
Noie. 

Cauchy  t  ses  recherches  sur  les  intégrales 
définies,  iai6,  iai7i  1248; 


Centre  des  courbes,  i83. 

Centre  des  surfaces  du  second  ordre,  299  o, 
3o3.  —  des  surfaces  en  général ,  3ifl. 

Centres  absolus  de  courbure  â*une  courbe 
à  double  courbure  ne  sont  pas  sur  ses  dé- 
veloppées ,  35o ,  353, 

Cercle  t  comment  il  peut  se  déterminer 
dans  l'espace ,  a83.  •—  peut  avoir  une  in- 
finité de  centres  ,  349  i^^ote.  — Son  aire, 
493.  —  Analogie  entre  le  cercle  et  Thy- 
perbole  équilatère,  494»  495»  —  Sa  recti- 
fication, 5oi.  -—  Son  équation  différen* 
tielie  générale ,  634  ^'  —  renferme  sons 
un  périmètre  domié  le  plus  grand  espace , 
874. 

Cercle  touchant,  221. 

Cercle  osculateur,  221^  222.  •—  Ses  pro« 
priétés,  224  >  224  a ,  226 ,  226.  —  Quand 
il  a  un  contact  du  troisième  ordre,  23o. 
—  Son  apôtre  déterminé  comme  étant  à 
égale  dibtance  de  trois  points  consécutifs 
de  la  courbe  proposée,  261 .  —  déduit  de 
Tintersection  de  deux  normales  consécn*- 
tives ,  ibid.  —  sert  à  construire  les  éqna* 
tiens  différentielles  du  second  ordre,  68o« 

Charles  t  sa  formule  d'interpolation  par  les 
sinus  et  les  exponentielles ,  908.  —  Sa 
méprise  sur  les  solutions  particulières  des 
équations  différentielles ,  1 078.  —  s'oc- 
cuj^  des  équations  aux  différences  mê* 
lécP,  1267. 

Charvit  :  réduit  rîntéèration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  ordre 
&  trois  variables ,  où  les  coeificieos  diffé- 
rentiels passent  le  premier  deeré,  à  celle 
de  trois  équations  différentielles  simulta- 
nées, à  quatre  variables,  741 -745>  747^* 
-^  applique  son  procédé  aux  équations  à 
quatre  variables,  748 ,  748  a ,  749. 

Circonférence  du  cercle  :  son  expression  en 
décimales,  /n^r.  4^,  4?  a.  —  Séries  pour 
Tobtenir  ,  Intr.  43,  44*  — Expression 
de  la  circonférence  du  cercle  par  tes  ima- 
ginaires, Intr.  a.  -^  Celle  de  ses  expres- 
sions que  l'on  doit  à  Waliis,  obtenue  par 
les  factorielles,  989;  par  les  intégrales 
définies ,  1 1 66.  —  Usage  de  cette  exprès^ 
aion  dans  la  détermination  d'une  constante 
arbitraire,  1008;  dans  l'interpolation  de 
certaines  suites  ,  1024-  — Ses  expressions 
en  produits  indéfinis ,  celles  de  son  loga- 
rithme, 1188,  1197. 

Clairaut  a  donné  tm  moyen  pour  décrire 
des  spirales  par  un  mouvement  CQntinUi 
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,  I  tf.  —emploie  les  sons-tangentes  dans 
les  courbes  à  double  courbure,  544  ^*  *~ 
8*occupe  dn  développement  de  la  fonc- 
tion (i  -f-  ncos  z)"*,  463.  —  Sa  théorie 
des  courbes  i  double  courbure ,  tom.  I , 
p.  5oi.  —  remarque  les  équations  qui 
s'intègrent  après  une  difrérentiation^  Soj. 
—  Ses  remarques  sur  la  tractoire,  67g 
NoU. 
CoeJJicienl  différentiel:  sa  définition ,  X.  -« 
Coefficiens  aifférentiels  de  tous  les  ordres, 
leur  définition,  ai.'— Les  fonctions  de 
deux  yariables  en  ont  plusieurs  dans 
ctiaque  ordre,  3i. —  Us  demeurent  les 
mêmes  dans  quelqu'ordre  qu*on  effectue 
les  différentiations  partielles  d*où  ils  ré- 
sultent, sAy  39.  — -  Méthode  pour  trou- 
ver ceux  d'une  fonction  implicite  donnée 
par  une  équation  entre  deux  variables , 
41 9  44  >  ^°^®  plusieurs  variables  ,  74^ 

Îrg.  —  Es  ont  chacun  autant  de  va- 
eurs  que  la  fonction  dont  ils  dérivent , 
45, 47*  ~~  Transformation  des  coefficiens 
différentiels  relatifs  ky^  dans  ceux  qui  se 
rapportent  à  x ,  lorsque  les  variables  x 
et  y  sont  liées  entr'elles  par  une  équation, 
B9-61.  -—  sont  les  limites  du  rapport 
des  accroissemens  de  la  fonction  et  de  sa 
variable,  81.  — Manière  de  les  représen- 
ter, 8a,  83.  —  Expression  des  coefficiens 


différentiels  de  f 
X,  lag 


ntiels  de  f  (y) ,  y  étant  fonction  de 
^ •  —  Les  coefficiens  différentiels  de- 
viennent infinis  dans  certains  cas,  86,  i3i  ; 
pourquoi ,  i3a ,  i38.  -*  La  même  fono* 
tion  peut  en  avoir  dans  certains  cas  de 
finis,  de  nuls  et  d'infinis,  i3i,  i33.  —  Pa- 
raissent quelquefois  sous  la  forme  ^,  1 34- 

—  Comment  on  en  trouve  la  vraie  valeur 
pour  les  fonctions  implicites,  iS5,  i36. 
-—  deviennent  quelquefois  imaginaires, 
quoique  la  fonction  primitive  soit  réelle , 
iSg.  —  Cas  où  celui  du  premier  ordre  a 
le  même  signe  que  la  fonction,  170. 

Coefficiens  indéterminés  (attention  qu'il  faut 
avoir  dans  la  méthode  des),  Intr,  ai. 

ComAiiuitoire  (analyse)  ,  Intr.  ao;  laa. 

Condorcet  .*  comment  il  présente  la  forma- 
tion des  équations  différentielles ,  4^  ^* 

—  Sa  théorie  des  équations  de  condition, 
551-557.  —  propose  une  méthode  gé- 
nérale d'intégration,  58 1.  —  Son  éloge 
d'Euler,  cité ,  838  Note.  —  Forme  qu  il 
donne  à  l'intégrale  aux  différences  du 
produit  de  deux  facteurs ,  gSg.  —  Ses  re- 

3. 


marques  sur  la  détermination  des  fonc- 
tions arbitraires,  qui  entrent  dans  les 
intégrales  des  équations  différentielles  par- 
tielles ,  1061,  Mo3.  *-  détermine  les 
équations  de  condition  relatives  à  l'int^ 
grabilité  des  fonctions  différentielles  et 
des  fonctions  aux  différences,  1104.  ^^ 
Ses  recherches  sur  les  équations  aux  dif-* 
férences  mêlées,  ia56. 

Cône  tangent  aux  surfaces  du  second  degré, 
3i6  a. 

Cône  droit  :  son  volume,  5a  1 ,  Bai  a,  5a5. 
•*- Son  aire  ades  portions  quarrables,  544- 

Cône  oblique  :  expression  de  son  aire ,  5aS, 
5a6a. 

Conon  (spirale  imaginée  par) ,  a48. 

Constantes  :  des  quantités  regardées  comme 
constantes,  1 .  — disparaissent  par  la  diffé- 
rentiation,  8,  49  >  et  lorsqu'on  prend  les 
différences,  881. 

Constantes  d'une  équation  :  ce  qui  arrive 
lorsqu'on  les  fait  varier,  aGa. 

Constantes  arbitraires  :  leur  utroduction 
dans  les  intégrales  et  leur  détermination , 
2^7»  4?^'  —  J^eur  nombre,  590  ,  591 , 
Sgi  a,  6i5  a.  —  Cas  où  on  les  fait  varier, 
610,  617,  635,  638,  639,  674,  738, 
740,  loSg,  10S4,  1073,  ia6a.  —  Usaee 
de  leur  variation  dans  les  questions  de 
maximums  et  de  minimums  des  inté- 
grales définies,  838. 

Contact  des  courbes  :  condition  du  contact 
de  deux  courbes,  ai8.  —  Distinction 
entre  le  contact  et  l'osculation ,  aaa.  — 
considéré  comme  la  réunion  d'un  certain 
nombre  de  points  d'intersection,  aaa; 
par  les  infiniment  petits,  s6o. 

Contact  des  surfaces,  3i5,  3i8,  8ai. 

Continuité  :  la  loi  de  continuité  se  mani- 
feste par  la  considération  des  limites,  aag» 

—  Expression  de  la  continuité  des  sur^ 
faces,  3i3.  —  N'existe  pas  dans  certains 
passages  des  aires  des  courbes  du  positif 
au  négatif,  49a  ;  et  des  volumes,  617. 

Coordonnées  ;  leur  transformation  et  ses 
principaux  usages  dans  la  théorie  des  li- 
gnes cobrbes,  18a. 

Coordonnées  dans  l'espace  (les)  ,  sont  au 
nombre  de  trois  pour  un  mêpie  point,  a66. 

—  Interprétation  de  leurs  signes ,  ibid.  — i 
Leur  transformation ,  ago  -  ag7 ,  ag4  ^  > 
agS  a.     ' 

Coordonnées  |»ol^es ,  a48,  —  Passage  des 
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coordonnéeë  reètangles  aux  coordonnées 
polaires,  a49-fl53;  dans  Tespace,  297. 

Cordes  vibrantes  (problème  des),  8049 1 101 , 
iio3. 

Cosécante  d'un  afc  de  cercle  :  ses  déyelôp- 
pemens  en  produits  indéfinis,  1 188. 

Cosinus  :  développement  du  cosinns  suivant 
les  puissances  de  Tare ,  Inir.  87 ,  3g  ; 
par  lea  limites,  Intr.  5fl.  — Son  exprès-* 
sion  en  exponentielles  imaginaires ,  Intr, 
4t  i  4^  ^*  —  Expression  du  cosinus  d'un 
arc  mnkiple ,  par  les  puissances  du  cosi- 
nus et  du  sinus  de  l*arc  simple,  Intr^  4?-^ 
5i  ,  4^  a-,  99-101.  —  Expression  des 
puissances  du  cosinus  par  les  cosinus  des 
multiples,  Intr.  54,  54  fl;  lOfl,  lofla.— 
Sa  différentiation  ,  i5.  —  Développe- 
ment du  cosinus  par  Tare,  87.  —  Ses  dé- 
teloppeiiiens  en  produits  indéfinis,  1 180, 
1 180.  —  Celui  ae  son  logarithme,  1181. 
<—  série  qui  exprime  son  logarithme  sui- 
vant les  puissances  du  sinus ,  896  Note, 

Cosinus  â*àTcs  imaginaires,  Intr.  86.*^  hy- 
perboliques, Intr.  86  Note}  495. 

Cotangente  d*un  arc  de  cercle  :  ses  déve- 
loppemens  en  produits  indéfinis,  11 88. 

Côtes  :  sa  définition  des  logarithmes ,  Intr. 
36  Note.  —  Son  théorème,  Intr.  76.  — 
Usage  de  ce  théorème  pour  décomposer 
les  exponentielles  en  facteurs,  1189. 

Courbes  algébriques,  1 74.  — transcendantes, 
1 74 ,  34^  ■"  ^54.  —  mécaniques ,  1 74.  — 
Division  des  courbes  en  genres  ,  ibid.  — 
Construction  par  points,  177.  —  Examen 
du  cours  d*une  courbe  d'après  son  équa- 
tion ,  1 75  - 1 8 1 .  —  Nombre  des  branches 
infinies  des  courbes,  178,  194.  —  Leurs 
points  singuliers ,  leurs  points  multiples , 

.  leurs  limites,  leurs  points  d'inflexion,  1 80, 
191.  —  Leurs  points  de  serpentement  « 

.  190,  190  o*-^  Leurs  points  de  rebronsse- 
ment ,  181.-^  Noeuds  ,  ibid.  Feuilles , 
Und.  —  Leurs  points  conjugués ,  ibid.  — 
Leur  centre  ,  i83.  —  Leurs  diamètres , 
1 83  -  1 85.  —  Leurs  axes ,  1 84.  •—  Oscu- 
lation  des  branches  d*nne  courbe  ;  leur 
embrassement ,  188,  aoa,  aoao.  —Le 
nombre  d'intersections  de  deux  courbes  ^ 
1 96  Note.  —  Détermination  des  circon- 
stances du  cours  des  courbes  par  lés  se- 
"^«1  197-204.  —  Préparation  de  leur 
équation  pour  faciliter  leur  construction 
par  points  ,  au  moyen  des  artifices  de  Tar 
nalyse  indéfermicée',  igg  Note.  —  Leurs 


branches  hrperboUqnes  et  paraI>oIiqiTes  ; 
no3.  — *  Elles  ont  pour  asymptotes  des 
courbes,  soS ,  1104.  ---  Les  ordres  de  cour« 
bes  se  divisent  en  genres  par  la  considé- 
ration des  branches  infinies,  et  en  espèces 
par  celle  des  points  singuliers ,  nob.  — 
Expressions  générales  ae  leurs  soutan- 
gentes,  tangentes,  sounormales  et  nor- 
males, fli3  ;  moyen  de  trouver  ces  expres- 
sions, lorsque  les  coordonnées  f<mtun  angle 
qoelconaiw,  ibidé  —Expression  delà  dif- 
férentielle de  Tare  â*une  couAe.  Foyet 
arc  ;  de  la  âfieremielle  de  son  aire.  F'ojez 
aire.  «-^  Courbe  contenant  les  centres  de» 
cercles  osoulatenrs  d*nne  combe  don- 
née, aa5,  aa6*  — •  Description  des  courbes 
planes  par  le  développement,  aaS,  aaS. 
.  —  Elle»  ont  une  infinité  de  développées , 
349.  —  Les  développées  des  courbes  al- 
gébrioues  sont  rectifiables ,  fla6.  — -  Equa- 
tion a|pne  couibe  an  moyen  de  son  arc 
et  de  sa  oourbtire ,  fi55 ,  a55  a ,  686.  — 
Courbes  osculatrices  déterminées  par  la 
considération  des  polygones  tondians  et 
des  poljrgones  touco^,  a6o.  ^oye&  lignes 
oeciilatrices.— Courbes  envisagées  comme 
des  polygones  ,  â56-a65.  — Distinction 
de  la  courbe  rigoureuse  et  de  la  courbe  po- 
lygone ,  a58  a.  —  Trouver  Téquation  de 
celles  qui  en  touchât  une  infinité  d'autres 
d'une  nature  donnée ,  et  assujéties  à  se 
succéder  suivant  une  certaine  loi ,  a6a.  — 
Courbe  décrite  par  une  courbe  donnée 
roulant  sur  une  antre  ,  fl63-  266.  —  Une 
courbe  quelconque  étant  donnée,  on 
peut  toujours  en  trouver  une  qui ,  roulant 
sur  une  autre  courbe  aussi  donnée ,  en- 
gendre la  première  par  un  de  ses  points , 
a65.  —  Usage  des  courbes  paraboliques , 
I>our  évaluer  les  intégrales  aux  diflTéren- 
tielles,  476,  ioa5-ioa8;  pour  Tinter- 
poiation  'aes  suites  ,  898.  —  Quadrature 
des  courbes  ,  487-499*  —  quarraWes  , 
487  ,  574*  "^  Lenr  rectification  ,  SoC'** 
5i3.  -*-  ayant  un  nombre  donné  d*es- 

Saces  quarrables ,  536.  —  engendrant 
es  volumes  dont  Févaluation  dépend 
du  cercle ,  536.  —  rectifiables  ,  537.  — 
Trotiver  deux  courbes  algébriques,  telles 
que  la  somme  de  leurs  arcs  dépende 
d*une  différentielle  donnée  ,  538.  —  Dé- 
termination des  courbes  pour  lesquelles  on 
a  une  équation  homogène  entre  l'arc  et  les 
coordonnées  rectangles,  586.  —  Déter- 
mination des  courbes  ;  dont  le  rayon  de 
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courbure  ^  coBstai^,  5^5  ;  ou  «xprioié 
»ar  une  fonction  de  Tuae  aea  coordoaAées, 
97.  -*  Cona^ction  de  la  qouA^  doat  la 
soutangente  £flt  une  fonction  doipsée  d^ 
TabaGÛse ,  677.  r^  Trouve^  uae  courbe 
dan9  laquelle  la  aoutaingeBie  aoit  à  Tor-^ 
donnée  coxxuae  u^e  lignç  constante  eat  à  la 
somme  ou  à  la  diiFéremce  de  Tordonnée  de 
cette  courbe  et  de  celle  d'une  ^uUre  tracée 
d*une  manière  quelconque,  £78.  <;—  Con- 
struction des  courbes  données  py^r  des 
équatioos  entre  Tare  et  Le  çoeSicient  diffé- 
rentiel de  Vordonnée,  679.  •—  Trouver  la 
courbe  qui  coupe  toutes  celles  d'une  es-» 
pèce  donnée  sous  un  angle  doiuié,  681 .  — 
Equation  de  celles  dont  le  rayon  de  cour- 
bure est  égal  à  la  normale  prise  avec  le 
signe-^etayec  le  signe— >  684.— Déter- 
mination des  courbes  qui  sont  semblables 
à  leurs  développées  successives,  685,686. 
—  Une  courbe  qui  en  touche  une  infi- 
nité d'autres ,  représente  la  solution  par- 
ticulière de  l'équation  différentielle  du 
premier  ordre  qui  appartient  i  celle-ci , 
087.  —  Trouver  une  courbe  telle  que 
toutes  les  perpeudiculaires  abaissées  d'un 
point  donné  sur  ses  tangentes  soient  égal  es 
entrç  elles ,  ibid.  —  Trouver  l'équation 
de  la  courbe  où  la  longueur  de  la  normale 
et  la  distance  de  son  pied  à  l'origine  ^es 
abscisses,    ont  entre  elles  une  relation 
donnée ,  688.  —  Courbes  de  poursuite , 
689.  "^  Courbe  décrite  par  le  sommet 
d*un  an|^e  dont  les  côtés  touchent  contir- 
nuellement  une  couibe  donnée,  ibid.  — 
—  Courbe  de  la  plus  vite  descente ,  83o 
Note.  — *  Trouver  celle  dans  laquelle  la 
taogente  prolongée  de  part  et  d'autre  du 
point  de  contact,  jusqu'à  deux  ordonnées 
correspondantes  à  des  abscisses  donnéjes , 
détermine  sur  ces  ordonnées  des  parties 
dont  le  produit  soit  un  maximum  ou  un 
minimum,  833.  — -  Courbe  qui  produit 
par  sa  révolution  la  surface  qui  éprouve 
la  moindre  résistance  de  la  part  d'un 
fluide  ,  867  Noie,  f—  Détermination  de 
celle  dans  laquelle  l'espace  compris  entre 
la  courbe ,  sa  développée  et  deux  de  ses 
rayons  de  courbure,  est  un  maximum  ou 
un  minimum,  868.  —  Trouva  celle  le 
long  de  laquelle  doit  descendre  un  corps 
soumis  à  l'action  de  la  pesanteur,  et  éprou- 
vant de  la  part  du  milieu  dans  lequel  il  se 
meut,  une  résbtance  proportionnelle  à  la 
puissance  2n  de  la  vitesse ,  pour  «icqué- 


rir  le  maximum  de  vitesse ,  87a  Noie.  — 
Courbe  élasticpie;  sa  détermination;  elle 
engendre  par  sa  rotatioi^  un  solide  dont 
1b  vobpne  est  im  muximum  ou '^n  mini^ 
mum  relatif,  874.  -^  Coiwrbe  <pii ,  sous  un 
périmètre  donné,  renferme  le  plus  grand, 
espace,  ibid.  —  Déterminer  celles  qui,  par 
une  double  ré&exion ,  renvpyent  un  rayon 
lumineux  au  point  d'où  il  edt  jparti ,  1 264 
ffote.  — Trouver  celles  dans  lesquelles  le 
carré  de  la  normale  surpasse  celui  de  l'or- 
donnée éleviepar  son  pied  d'une  quanti t6 
constante,  lafe.  »-r  Trouver  celles  dans 
lesquelles  la  soutangente  etf  dans  un  rap^ 
port  consla&t  avec  la  sousécaçte  corres- 
pondante à  une  différence  donnée,  1267. 
Courbes  à  double  courbure  ,  344  «^^  '"^X* 
—  Par  l'ensemble  de  leurs  tangentes  for- 
ment une  surface  développable ,  344  « 
344  a.  -^Equations  de  leurs  i^ojections , 
ibid.  —  Equ^ions  de  leur  tangente,  344  » 

345.  -T-  Leurs  soutangentes ,  344  ^*  '" 
Leurs  osculations ,  345.  —  Leur  contact 
avec  des  surfaces ,  leur  plan  osculateur, 

346,  347 ,  347  a.  •;— Considérées  comme 
des  polygones ,  347*  -<--  Différentielle  de 
leur  arc ,  ibid.  -^  Leur  plan  normal ,  la 
surffLce  des  plans  normaux ,  348.  —  La 
sphère  osculatrice  ,  348,  35 1.  -t-  Leurs 
développées ,  35o.  —  Les  équations  de  ces 
développées ,  354- 

Courbes  a  double ,  triple  courbiure  ;  ce  que 
c'est,  35o  o.  — Les  courbes  à  double  cour- 
bure ont  deux  espèces  d'infieTÛons ,  355. 
—Deux  flexions,  ibid. ,  355  a,  —  Déve- 
loppement ou  applanissement  des  courbes 
tracées  sur  des  surfaces,  357-365.  — 
Leur  rectification ,  533. 

Courbes  rectifiablessur  une  surface  donnée, 
sur  la  sphère ,  539.  —  qui  déterminent 
sur  une  surface  donnée  des  aires  6u  des 
volumes  exprimables  algébriquement,  sur 
la  sphère,  540 -543;  sur  les  surfaces 
ooniqujes ,  544*  ^^  IVouver  l'équation  gé- 
nérale de  celles  dont  toutes  les  tangentes 
font  le  même  angle  avec  le  plan  des  xy  , 
Saa,  8a3  a\  qui  résultent  d'une  ligne 
droite  tracée  sur  un  plan,  lorsqu'on  a  roulé 
ce  plan  sur  un  cylindre  quelconque ,  ibid. 
—  Intégrale  de  l'équation  de  la  courbe  que 
produit  une  ligne  droite  tracée  dans  un 
plan  qui  enveloppe  une  surface  conique 
quelconque ,  8i4*  *—  Trouver  celles  dont 
le  rayon  de  courbure  absolu  est  constant, 
8a4» 
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Courbure  d'une  courbe  :  sa  mesure,  aa^, 
âa4  a,  a55  a,  p.  646  du  3*  Tolume.  — 
Ses  variatious  y  ayant  et  après  une  in* 
flexion^  ou  un  rebroussement,  334*  Voye% 
hayon  de  courbure. 

Courbure  des  surfaces ,  3ao  et  suîy.  3a7  a, 
3a9  a. 

Cousin  transforme  les  équations  différen- 
tielles ordinaires  en  équations  différenr- 
tielles  partielles ,  739. 

Cramer:  sa  méthode  pour  développer  les 
fonctions  en  série,  citée,  Intr.  65.  — 
Exemples  de  points  singuliers  tirés  de  son 
ouvrage,  190  a ,  aoa  a.  —  Sa  division 


des  courbes  de  même  ordre  en  genres  et 
en  espèces ,  ao4* 

Cubaturedes  volumes,  5i4^tsniv. 

Cycloide ,  a44-^7  »  M4  «•  —  Sa  construo* 
tion  «  a44  O'  —  ^°  équation  déduite  de 
celledes  roulettes,  a64»  aG^^- — Saquadra* 
ture,  4981  49S  ^*  ~"  ^^  rectification,  ^£, 
5ia,  Bia  a.  —  est  elle-même  sa  dévelop- 
pée^ a46 ,  685.  —  est  la  bracfajstocbrone, 
83o ,  866.  — renferme  entre  sa  dévelop- 
pée .et  aes  rayons  de  courbure  un  espace 
maximum  ou  minimum,  868.  —  accoor* 
cie,  564,  5ia  a.  —  aloneée,  ibid. 

Cylindres ,  ao3  —paraboliques,  3io.  — 
projetans,  344- 
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Dalembert  :  seê  remarques  sur  la  con- 
vergence du  développement  des  puissances 
du  binôme ,  Intr,  5,6,  7.  —  Son  théo- 
rème sur  les  quantités  imaginaires ,  Jntr. 
Î^g.  — prend  part  à  la  contestation  sur  les 
ogaritfames  des  nombres  néeatifs,  Intr.  8a. 
•—  Sa  manière  d'envisager  le  Calcul  dif- 
férentiel par  les  limites ,  80 ,  81  ,   a56 
Note,  —  développe  par  parties  la  série 
de  Taylor,    173,    n54  ,    ii55;  Con- 
dorcet  lui  attribue  mal  à  propos  cette 
série,  ii54iVbte.  —  confirme  l'existence 
des  points  de  rebroussement  de  la  se- 
conde ^pèce,   a34.  —  Caractère  qu'il 
trouve  pour  reconnaître  si  une  courbe  est 
plane ,  344  o.  -^  Ce  ou'il  entendait  par 
courbes  à  double,  triple,  quadruple  cour« 
bure ,  35o  a.  —  Sa  méthode  pour  com« 
pléter  les  intégrales  des  équations  diffé- 
rentielles du  premier  degré ,  dans  certains 
cas ,  606  a.  —  Sa  méthode  pour  intéorer 
conjointement  plusieurs  équations  diffé- 
rentielles du  premier  degré,  6aa.  —  Com- 
ment il  intègre   l'équation   du  premier 
degré  d'un  orare quelconque,  à  deux  va- 
riables ,  6a3.  —  Sa  dispute  avec  Euter 
•ur  la  continuité  des  fonctions  arbitraires 
des  intégrales  des  équations  différentielles 
partielles ,  804.  —  Sa  manière  de  pré- 
senter les   équations  différentielles  par- 
tielles,  843  A'ote.  —  La  méthode  qu'il 
a  donnée  pour  intégrer  les  équations  dif- 
férentielles du  premier  degré ,  s'applique 
aus.siaux  équations  aux  différences,  1039.. 

Définitions  :  but  des  définitions  ,   tom.  I , 
p.  140. 

Dejlers  s  ses  remarques  sur  le  développe- 


ment des  puissances  du  cosinus  par  les 
sinus  et  cosinus  multiples ,  10a  a. 

Degua  :  son  triangle  analytiaue,  Intr,  60.  •» 
conteste  l'exbtence  des  reDronssemens  de 
la  seconde  espèce ,  a34* 

Delambre  ;  ses  formules  pour  calculer  les 
logarithmes,  Intr.  33.  —  Ses  expressions 
des  différences  de  logarithmes,  890;  de 
celles  des  sinus ,  89a ,  894  ;  des  losa- 
ridimes  des  sinus  et  des  cosinus ,  896 
etlaTVote. 

Descartes  ;  ne  croyait  pas  qu'il  fût  possible 
de  rectifier  une  courbe ,  aa6 ,  5oo  a. 

Développante ,  3a6.  -—Recherche  de  la  dé- 
veloppante par  la  connaissance  de  sa  dé- 
veloppée, a65,  689  a. 

Développée  d'une  courbe,  'aa6,  aa6a.  —  Ce 
qu'elle  devient  pour  les  points  singuliers , 
a34.  —  I-ia  développée  de  la  cycîoïde  est 
une  autre  cycîoïde  inverse  de  la  première, 
346,  685.  —  La  développée  de  la  spirale 
logarithmique  est  une  spirale  semblable , 
a54, 685,  686.  —  consîaérée  comme  l'in- 
tersection des  normales  consécutives,  a6i. 

—  Développées  imparfaites ,  36a  ,  356. 

—  Problème  inverse  des  développées , 
a65,  689  a.  —  Une  courbe  plane  a  une 
infinité  de  développées ,  349.  —  Forma- 
tion des  développées  d'une  courbe  à 
double  courbure,  35o.  —  Leurs  équa- 
tions ,  354.  —  Leur  analogie  avec  les  so- 
lutions particulières ,  689.  —  Dévelop- 
pées successives  d'une  même  courbe  :  leurs 

'  équations ,  685.  —  Tendent  vers  la  cy- 
cîoïde, 683  o. 


Digitized  by 


Google 


TABLE  DES  MATIÈRES. 


Développement  :  distinction  établie  entre  le 
développement  et  la  valeur  d'une  fonc- 
tion ^  tntr»  3»  J^.'^àes  puissances  du  bi- 
nome^  Intr.  i5  »  18,  — *aes  puissances  des 
polynômes,  Jntr.  19,  ao,  a4;  de  leurs 
fonctions,  94-*98,  laa.  ia8.  ■—  d'une 
fonction  de  x+ A  ;  pourquoi  ce  déyelop- 
pement  ne  contient  point,  en  générai , 
de  puissances  négatives  de  A,  17;  de 
puissances  fractionnaires,  137,  i37  a, 
i38,  i38  a  ;  circonstances  où  ce  déve-< 
loppement  contient  des  puissances  frac- 
tionnaires, i3a,  a3 1-235;  comment  on 
le  trouve  alors,  140  ;  expression  de  la  li^ 
mite  d*une  portion  quelconque  de  ce  dé- 
veloppement ,  1 G9- 1 73 ,  1 1 54-  1 1 56  et 
la  Note;  expression    en    lignes  de  ses 


I4f 


différens  termes,  ai8,  aiq.  —  en  série 

aDles,q3 
107.  — Remarques  sur  l'emploi  des  déve- 


des  fonctions  de  deux  variaoles ,  q3 ,  104, 


loppemens  en  série,  10a  a  et  la  Note,  •— 
d'une  fonction  quelconque  d'une  quantité 
déterminée  par  une  équation  à  deux  va- 
riables, 107,  lai.  —  d'une  fonction  de 
deux  quantités  déterminées  par  deux  équa- 
tions a  trois  variables ,  1 08.  —  des  sur- 
faces développables ,  35o  Note.  —  de  la 
fonction  (1  4"  '^  cos  z)*",  4^6-^66. 

Développoïdes ,  356. 

Z>iflfn^fre5  des  courbes,  )83,  184. — abso- 
lus, 1 85.  —  plans  des  surfaces ,  ag8, 3oa. 
—  Plan  diamétral  absolu,  3i2. 


Différences  :  ce  que  c'est,  4«  —  Différences 


880 ,  888.  —  Formation  numérique  des 
différences  de  divers  ordres,  880.  — Leur 
indication  générale,  881.  —  Expression 
générale  d'une  différence  A"u,  883.  — 
Leur  analogie  avec'les  puissances,  884, 
q3o  ,  5)33 ,  û34 ,  935 ,  940,  94â ,  970  û  ; 
déduite  des  fonctions  génératrices ,  1 1  a6- 
1 133.  — des  fonctions  rationnelles  et  en- 
tières ,  885-887.  —  des  fonctions  loga- 
rithmiques,. 889,  890.  —  des  fonctions 
exponentielles ,  89 1 .  —  des  fonctions  cir- 
culaires ,  89a ,  8q3  a ,  894*  —  des  loga- 
rithmes de  ces  fonctions,  896.  —  des 
fonctions  de  plusieurs  variables,  ^i3-9aa. 
—  Différence  d'un  produit,  920.  —  Ex- 
pression des  différences  d'une  fonction 
lorsque  les  différences  successives  des  va- 
riable» indépendantes  ne  sont  pas  ooa* 


stantes,  931 ,  gaa.  —  différence  première 
d'un  produit  de  facteurs  équicfifférens , 
oaG,  937.  —  Leur  développement  en 
différentielles ,  par  le  théorème  de  Tay- 
lor,  930-936  ;  par  les  fonctions  généra- 
trices, iia6,  1137.  —  Différences  où 
l'exposant  de  l'ordre  est  négatif,  re- 
viennent à  des  intégrales ,  963.  —  Ex- 
pression générale  de  la  différence  d'un 
ordre  quelconque  d'un  produit  de  deux 
facteurs,  96a,  1129.  —  partielles  :  leur 
définition,  3i  ;  leur  notation,  9i3.  — 
Expression  des  différences  totales  d'une 
fonction  par  ses  différences  partielles^  919. 

—  Expression  par  une  intégrale  définie  des 
différences  de  oc^,i  a55.  —  mêlées ,  1  a56. 
—•successives,  ibid, 

Differentiatio  de  curvâ  in  curvam  ^  546 
NoU. 

Differentiation  .*  règles  pour  la  différentm- 
tion  des  fonctions  d'une  seule  variable , 
algébriques, 6-ia;  tr^sceadantes,  i3-i5. 

—  des  fonctions  deWux  variables,  39, 
3o«  —  des  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables,  38.  —Lorsqu'on  dé- 
range l'ordre  des  différentiations  indi- 
quées ,  et  qu'elles  restent  les  mêmes ,  et 
en  même  nombre,  le  résultat  ne  change 
pas ,  a8.  —  des  équations  à  deux  va- 
riables ,  4^-53.  —  des  équations  à  trois 
variables,  74. — à  un  nombre  quelconque, 
76.  —  règle  de  la  differentiation  sous  le 
signe/,  546  et  la  Note.  —  La  differen- 
tiation peut  faciliter  l'intégration  dea  équa- 
tions ,  63 1-634. 

Différentielles  (  définition  des  )  ,  4*  — '  La 
différentielle  se  confond  dans  un  cas  avec 
l'acdroissement,  /&û2. —Différentielles  lo- 
garithmiques, i3.  —  Formation  des  divers 
ordres  de  différentielles,  ai. -«  partielles 
(définition des)  ,  3i.  —totales,  3i ,  40.  — 
.  des  fonctions  à  plusieurs  variables  :  leur 
analogie  avec  les  puissances  des  polynô- 
mes, ^,  40.  —  Détermination  simultanée 
de  toutes  lot  différentielles  d'une  fonc- 
tion, par  le  développement  de  cette  fonc- 
tion, 35-37.  —  Différentielle  de  Tordre  n 

de  la  fonction  ,  37-,.  io54.  — 

V/i— X* 
d'une  fonction  de  quantités  dépendantes 
de  la  même  variable ,  4^.  —  Formules 
générales  des  différentielles  d'une  équa- 
tion à  deux  yarl^bles ,  4^.  —  Change-- 
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menthe  différentielle  constante,  64,  70. 
—  Loi  de  rbomogénéité  des  diilere»- 
tîellesi  et  leur  compaiaison  dans  les  di- 
vers ordres ,  80.  -—  Expression  générale 
de  la  différentielle  d'un  ordre  quelconque 
d'uo  produit X  gi ,  1  i3i .  —  Difrérentielles 
de  p(jr)  y  dv  n'étant  pas  constant ,  lag  » 
1 29  a.  —  Détermination  des  différen- 
tielles ,  quand  la  fonction  primitive  a  des 
racines  égales ,  1 33-i  4^* — diff^érentielles 
considérées  dans  les  polygones  d'un  nom** 
bre  infini  de  côtés ,  aBo ,  s58  a.  *—  hi-? 
nomes,  leur  intégration,  3qo*4o^'  *^ 
irrationnelles  polynômes  ,  4o3-4^s.  — - 
des  ordres  supérieurs ,  leur  intégration , 
483,  4Sâ-  —  Intégration  de  celles  du  a* 
ordre  où  do:  n'est  pas  constant,  486.  *— 
différentielles  exactes  ou  complètes,  leurs 
caractères  pour  le  premier  ordre,  646 > 
546  a ,  548 ,  548  a  ;  pour  les  ordres  su- 
périeuxa,  549,  55o.  —  Conditions  géné^ 


raies  d'intégrahilité ,  55d^667.  «-»  Déye- 
loppemeot  des  diS^éreutielles  par  les  dif- 
férences, 937*-94i  ;  déduit  des  fonctions 
^néiatrices»  iia6,  1197.  -^Différen- 
tielles où  l'exposant  de  1  ordre  est  néga- 
tif, sont  des  intégrales,  q€€.  — *E«^erclie 
des  différentiels  des  mnctions  qu'on  ne 
saurait  exprimer  autrement  qu'en  séries 
dont  les  termes  ont  une  valeur  détermi^ 
née ,  1016-1  osa.  «^  interpolées ,  on  dans 
lesquelles  l'^rposant  de  la  caractéristique 
d  est  un  nomore  fractionnaire,  ii6n. <— 
Expression  par  une  intégrale  définie  des 
différentielles  de  3^,  iab5. 
Distance  :  expression  de  la  distance  d'un 

Çoint  à  l'origine  des  coordonnées  dans 
espace ,  367.  —  de  deux  points  dans  l'e^ 
pace^  ibid, 

Duséjour  et  Goudin  /  leur  procéda  pour  dis- 
cuter les  courbes,  i^S. 


E 


Echelles  de  dérivation  ,  ce  que  o'est , 

970  a. 

Elimination  des  constantes,  des  fonctions 
irrationnelles  et  des  fonctions  transcen- 
dantes par  la  differentiation ,  49~5a,  56. 
•7—  des  variables ,  entre  les  équations  dif- 
férentielles,  73,  6i5,  6i5  a,  635  a; 
entre  les  équations  aax  différences,  106a. 

—  des  fonctions  arbitraires  entre  les  équa- 
tions différentielles  partielles  ,  77-79 , 
334 ,  339 ,  345 ,  344 ,  34a  a  -,  détermi- 
nation du  nombre  de  différentiations  né- 
cessaires pour  faire  disparaître  un  nombre 
donné  de  ces  fonctions,  79, 79a  a.  —  Cas 
où  les  fonctions  ne  peuvent  s'éliminer  sé- 
parément, 790.  —  Esprit  et  propriété  de 
l'élimination ,  âaS.  -^  des  inconnues  des 
équations  algébriaues  par  le  moyen  des 
polynômes  multiplicateurs ,  1  o3a- 1  o35. 

Ellipse  :  sa  développée ,  028  a.  —  son  aire , 
comparée  à  celle  du  cercle ,  493-  —  S* 
rectiucatîon,  série  qui  exprime  le  quart 
de  l'ellipse ,  5oa.  —  Transformations  de 
l'expression  de  la  différentielle  de  son  arc, 
go4— *5o3.  —Liaison  des  arcs  d'une  suite 
d'ellipses  dont  les  excentricités  vont  en 
croissant  ou  en  décroissant,  5o5 — 607. 

—  Dans  cette  courbe  ,  la  tangente  d'un 
point  <^elconque  coupe  sur  les  perpen- 
diculaires élevées  aux  extrémités  du  pre- 


mier axe,  des  parties  dont  le  produit  est 
un  maximum  ou  un  minimum ,  833. 
Ellipsoïdes^  3o3,  807,  507c.— de  révolu- 
tion ;  leur  volume ,  leur  aire ,  5i6.  — 
quelconques ,  639  a.  *—  Equation  de  la 
surface  qui  coupe  sous  un  angle  droit  tous 
les  ellipsoïdes  qui  ont  un  même  centre 
et  leurs  axes  dans  la  même  direction,  800. 

Embrassement  des  branches  d'une  courbe , 
188,  aoa,  aoaa. 

Elpicyclôide  y  a64- 

Expiations  t  développement  des  fonctiens 
données  par  des  équations  où  les  incon- 
nues sont  mêlées  ,  Jntr.  60-66.  -—  Ma- 
nière  de  reconnaître  les  plus  grands  ter^ 
mes  d'une  équation  à  deux  variables, 
Intr»  6] .  —  Equations  à  deux  termes , 
expression  de  leurs  racines  et  leur  décom- 
position en  facteurs  du  second  degré,  au 
moyen  des  sinus  et  des  cosinus ,  intr,  67- 
71 .  •«•Décomposition  de  l'équation 

-pV"  —  apa;»4-a=::o 
en  facteurs  du  second  oegré,  Intr.  73, 
73.  «—Formule  des  racines  des  éouatlons 
qui  se  rapportent  à  la  division  de  l'arc  de 
cercle,  Jntr,  77.  — *  Résolution  des  équa- 
tions du  troisième  degré  dans  le  cas  irré- 
ductible par  le  moyen  des  sinus  et  des  co- 
sinus ,  Intr.  78.  -i-  flecherche  des  racines 
imaginaires  des  équations ^  Intr.  80.  — * 
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*  Bilférelidatîon  des  éqnadont  à  deux  Yar 
riablea  »  4i*53.  —  Manière  d*aToir  les  ya* 
leurs  des  coefficiens  difFérentiels  dAis  les 
équation»,  4i-44>  4»  «•  —  Différentisrtîon 
des  équations,  dont  le  nombre  est  moindre 
d'nne  unité  que  celui  des  variables  qu'elles 
contiemient ,  54*  *-  On  peut ,  dans  une 
équation  à  deux  Tariables,  prenne  celle 
qu'on  Toudra  pour  fonction  de  l'autre,  67 
et  miy.  -«•  Diffërentiation  des  équations 
à  trois  yariables  ,74»  —  à  m  nombre 
quelconque  de  variables,  76.  —  Expres- 
sion de  la  somme  des  puissances  sem- 
blables des  racines  d'une  équation  algé- 
brique ^6,  1 37. -^  Expression  des  puis- 
aances  de  leurs  racines  par  le  théorème  de 
Lagrange ,  110,  111.-—  Usage  du  Calcul 
différentiel ,  pour  résoudre  les  équations 
par  approximation,  n4-i  17  »  1 16  a.  — 
Expression  de  leurs  coefficiens  par  les 
sommes  des  puissances  de  leurs  racines , 
138.  •-«  Détermination  de  leurs  racines 
égales  par  le  Calcul  différentiel,  i58.  — 
Formation  des  valeurs  du  premier  membre 
d'une  équation  algébrique  par  ses  diffé- 
rences >  888.  —  Equation  résultante  de 
Télimination  de  plusieurs  inconnues  dans 
les  équations  algébriques ,  degré  auquel 
elle  peut  monter  I  io35. 

Equations  de  condition  déduites  de  la  con- 
cidératiqn  des  surfaces,  3i3.  —  de  con- 
dition qui  doivent  avoir  lien  dans  toute 
différentielle  exacte,  54S,  548-557,  85 1- 
853.  —  de  condition  pour  l'inté^abilité 
des  équations  différentielles  du  second 
ordre  à  deux  variables,  déduite  de  l'in- 
téçration ,  55o.  —  Equation  de  conditioii 
relative  à  l'intégration  des  équafttms  diffé- 
rentielles totales  à  trois  variables,  714»  à 
quatre  variables,  72212.  —^Equations  de  con- 
aition  relatives  a  l'intégrabiiité  des  fonc- 
tions aux  différences,  iio4'-— Leur  ana- 
logie avec  celles  qui  déterminent  las  maxi- 
mums et  minimums  des  intégrales  aux  dif- 
férences, iio5. 

Equations  qtii  représentent  un  sptème  de 
courbes,  17g.  —  Des  divers  genres  d'é- 
quations par  lesquelles  une  mime  courbe 
peut  être  représentée ,  3S6 ,  255  o.  — 
Equations  d'une  courbe  exprimées  au 
moyen  de  quantités  inhérentes  à  la  coufbe, 
fl55,  a55a,  686. 

Equations  différentielles  :  leur  définition,  ^. 
*—  Une  équation  différentielle  répond  à 
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Une  infinité  d'équations  primitives ,  et  une 
équation  primitive  répond  aussi  à  une  in- 
finité d'équations  différentielles ,  53.  — 
Préparer  une  équation  différentielle  entre 
0?  et  y,  de  manière  qu'on  y  puisse  regar- 
der X  comme  fonction  de  y ,  ou  j^  comme 
fonction  de  x,  6 1 ,  64.  — Une  équation  dif- 
férentielle, dans  laquelle  il  ne  parait  que 
deux  variables  et  où  l'on  n'a  supposé  au- 
cune différentielle  constante^  peut  toujours 
être  regardée  comme  dérivant  de  deux 
équations  primitives  à  trois  variables,  70. 
—  Conditions  auxquelles  doit  satisfaire 
toute  équation  différentielle  à  deux  varia- 
bles, dans  laquelle  on  n'a  supposé  aucune 
différentielle  constante ,  ibia,  —  Aucune 
équation  homogène^  par  rapport  aux  diffé-* 
rentiellesj  *ne  peut  être  regardée  comme 
absurde ,   ibia,  — •  Changement  de  va- 
riable indépendante  dans  les   équations 
différentielles,  où  plusieurs  variables  sont 
fonctions  d'une  seule,  7a. — Equations 
différentielles  :  leur  usage  pour  dévelop- 
per les  fonctions,  g4~^o^*  ""  IC^^e  équa- 
tion différentielle  peut  représenter  une  in- 
finité de  courbes  différentes ,  fl55. 
'Equations  différentielles  à  deux  variables 
du  premier  ordre  séparées ,  558.  —  ho- 
mogènes ,  ou  susceptibles  de  le  devAiir , 
56o,  56 1 ,  563.  —  du  premier  degré  et 
du  premier  ordre,  séparation  des  yaria- 
bles dans  ces  équations ,  56a.  —  à  trois* 
termes,  564-  —du  premier  ordre,  înté- 
grables  immédiatement,  567.  —du  pre- 
mier degré  et  du  premier  orare,  leur  fac- 
teur, 570. — homogènes  dupremier  ordre 
et  leurs  analogues ,  leurs  facteurs ,  57a , 
'    57a  ff,  574.  —  détermination  de  l'équa- 
tion quand  le  facteur  est  donné ,  575-58o. 

—  Leur  intégration  par  la  méthode  des 
coefficiens  indéterminés  ,  en  employant 
des  facteurs  de  forme  donnée,  58 1.  — 

—  du  premier  ordre  dans  lesquelles  le» 
différentielles  passent  le  premier  degré , 
58a -589,  58a  a.  —  du  premier  ordre 
qui  s'intègrent  après  leur  différentiation , 
087.  —  du  premier  ordre,  leur  construc- 
tion par  les  tractoires ,  679 .  —  du  premier 
ordre  à  deux  variables ,  construction  qui 
prouve  qu'elles  sont  toujours  possibles^ 
680. 

Equations  des  ordres  supérieurs  à  deux  va-* 
riables ,  590  et  sniv.  —  Leurs  intégrale» 
successives,  nombre  de  ces  intégrales^ 
590 ,  59a.  —  Intégration  des  équationar 
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qui  ne  contiennent  qne  deux  coefilciens 
difierentiek  consécutifs^  5()5,  5^4»  ^^^ 
deux  coefficieDS  différentiels  distans  de 
deux  ordres ,  596 ,  696  ;  que  des  coefli- 
ciens  différentiels  et  une  seule  yariable^ 
597  9  5q8.  —  dans  lesquelles  on  change 
les  différentielles  prises  pour  constantes , 
698.  —  homogènes  entre  les  variables  et 
leurs  différentielles  considérées  comme 
de  nouvelles  variables ,  599-603.  — •  du 
premier  degré  à  deux  variables ,  sans  se- 
cond membre ,  6o3-6o9 ,  604  a ,  60S  a, 
—  du  premier  degré  à  coefilciens  constans, 
leur  intégration  générale,  604,  607;  à 
coefHcîens  variables,  608,  609.  — Lors- 

3u  elles  ont  un  second  membre  fonction 
ejc,  6 10-61 3.  —  du  premier  degré  à 
coefHciens  variables  et  d*un  ordre  quel- 
conque, susceptibles  d*intégration  géné- 
rale, 61 4-  —  dû  premier  degré  en  nombre 
m  et  renfermant  m  +  1  variables  :  leur  in- 
tégration simultanée,  S  i5*Gi  q.  — Intégra- 
tion des  équations  différentielles  des  or^es 
supérieurs,  par  le  moyen  des  facteurs, 
Çno,  6a  1.  — Intégration  des  équations  si- 
multanées par  des  facteurs,  623-634* 
-^  dû  second  ordre  :  leur  intégration  an 
moyen  du  facteur ,  6a5-G3o.  —  du  pre- 
mier degré  et  du  second  ordre  ;  le  facteur 
qui  les  rend  intégrables  peut  ne  dépendre 

Îue  d'une  seule  variable  et  d*une  équation 
u  premier  ordre,  627.  —  du  secoua  ordre 
Gui  deviennent  intégrables  nar  le  moyen 
d*un  facteur  donné,  638-d3o.  —  Lors- 
que les  différentielles  passent  le  pre- 
mier degré,  63 1-634,  ^M  ^-  —Equa- 
tions qui  s'intègrent  après  une  ou  plusieurs 
différentîations ,  63i-634*  —-Leurs solu- 
tions particulières,  635  et  suîy.  —  In- 
tégration des  équations  différentielles  , 
par  approximation ,  au  moyen  de  la  série 
de  Taylor,  669  ;  par  les  coefliciens  in- 
déterminés ,  660-666;  par  les  substi- 
tutions successives,  667,  67 a, '673;  par 
les  fractions  continues,  668-671  ;  par 
la  variation  des  constantes  arbitraires , 
674.  —  Inconvénient  de  l'introduction 
des  arcs  de  cercle  dans  les  intégrales  en 
série  ,  676.  —  du  second  ordre  et  des 
ordres  supérieurs ,  leur  construction  par 
les  paraboles  osculatrices ,  680  ;  par  les 
cercles  osculateurs  pour  le  second  ordre , 
ibid,  —  du  premier  ordre  simultanées , 
leur  transformation  en  équations  différen- 
tielles partielles,  739  -,  leur  facteur,  735  o. 


—  à  deux  variables  du  second  ordre  et 
des  ordres  supérieurs ,  leur  transforma- 
tioa  en  équations  différentielles  partielles 
du  premier  ordre,  739.  —  à  deux  varia- 
bles ,  leur  résolution  par  les  intégrales  dé- 
finies ,  I  a33- 1 34  >  •  —  Leur  résolution  par 
les  intégrales  feT^sfdu  et  fu*vdu ,  1 35 1 . 
Equations  différentielle?  tot^es  à  trois  va- 
riables du  premier  or<ire,  leur  intégration» 
7 1 3, 7 1 5-730.  —  Condition  qui  doit  avoir 
lieu  pour  qu'une  des  variables  y  soit  fonc- 
tion des  deux  autres,  714**-  dites  absur- 
des ,  ont  une  signification  réelle ,  ibid.  — 
à  trois  variables  homogènes ,  leur  intégra- 
tion, 719,  730.  —  à  trois  variai^  où  les 
différentielles  passent  le  premier  degré , 
condition  de  leur  intésrabilité ,  731.  — 
totales  à  quatre  variables,  leur  intégra^ 
tîon ,  733-734.  —  du  premier  ordre  à  m 
variables ,  et  nombre  des  conditions  né- 
cessaires pour  qu'on  puisse  y  regarder  une 
variable  comme  fonction  de  toutes  les 
autres,  ou  qu'elle  ait  pour  intégrale  une 
seule  équation  primitive ,  ibid.  ^~  à  troi j 
variables ,  des  ordres  supérieurs ,  leur 
transformation  parles  coefuciens différen- 
tiels ,  leur  décomposition  en  équations 
différentielles  partielles ,  et  leur  intégra* 
tîon  par  ce  moyen  ;  noii]î>re  de  constantes 


au'on  peut  faire  disparaître ,  quand  on  ne 
tait  pas  varier  àx  et  dy ,  735.  —  totales  à 
trois  variables  d'un  ordre  quelconque,  re- 


cherche des  conditions  qui  doivent  avoir 
lien  pour  qu'elles  puissent  s'intégrer  une 
ou  plusieurs  fois  de  suite ,  736  ,  737. 
Equations  (fifférentielles  partielles  :  leur 
usage  pour  développer  les  fonctions,  104- 
109.  —  partielles  du  premier  ordre  à  trois 
variables,  dans  lesquelles  les  coefficiens 
différentiels  ne  montent  qu'au  premier  de- 
gré, leur  intégration,  739-734»  —  *  quatre 
ou  un  plus  grand  nombre  de  variables , 
735 ,  yoÇ,  —  partielles  du  premies  ordre 
à  quatre  variables ,  conditions  de  l'inté- 
gration simultanée  de  deux  éauations  de 
ce  genre  ,  737,  748.  —  partielles  à  trois 
variables  du  premier  ordre,  leur  intégrale 
générale  déduite  de  l'intégrale  complète, 
renfermant  deux  constantes  arbitraires, 
738.  —partielles  du  premier  ordre  à  trois 
variables  qui  passent  le  premier  degré  par 
rapport  aux  coefficiens  différentiels,  leur 
intégration  ,  740-747 ,  74t  «•  -^  Examen 
d'un  paradoxe  que  présente  ce  sujet, 
747, 747  a»  —  partielles  du  premier  ordrt 
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j^  ifoMte  YàriaUeB  qbi  passent  le  premier 
desré  par  rapport  aux  coeflijciena  oifFéreiH 
tieis,  748,  y49*  —  partieHeidu  premier 
ordre,  leur  correspondance  avec  des  équar 
tiens  différentielles  à  trois  variables ,  qui 
ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'intégta^- 
bilité,  8i5,8a3. 
JE^iui/Zoïudifférrâtiellespartiellesdes  ordre»  ^ 
supérieurs  qui  s'abaissent  on  se  ramènent 
immédiatement  à  des  équations  différeii- 
tielles,  75o,  761 .  •—  du  second  ordre  et  du 
premier  degré,  par  rapport  aux  coeffi- 
ciens  différentiels  de  cet  ordre  :  leur  inté- 
gration ramenée  à  celle  de  deux  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre, 
753-767;   leur    intégration    lorsqu  elles 
peuvent  avoir  une  intégrale  du  premier 
-  ordre»  j56, 7B7.  —  partielles  à  trois  varia- 
bles gui  n'ont  point  d'intégrale  de  Tordre 
immédiatement  inférieur,  767,  790.  — 
partielles  du  troisième  ordre  ou  de  Tordre  n 
et  du  premier  degré  par  rapport  aux  coef- 
Cciens  différentiels  ae  cet  ordre  :  leur  in-* 
tégration  ramenée  à  celle  de  deux  équa- 
.  lions  différentielles  du   premiçr  ordre, 
768-76 1.  -^partielles  du  troisième  ordre 
on  de  Tordre  n,  ne  contenant  que  les  coef- 
£cieDs  diffétentiels  de  cet  ordre  au  premier 
degré,  et  multipliés  par  des  constantes  : 
leur  intégration,  769,760, — partielles  du 
second  ordre  à  quatre  variables,  et  du  pre-* 
mier  deçré  par  rappqrt  aux  coefficiens  dif- 
férentiels ae  cet  ordre  :  leur  intégration 
ramenée  à  ceMe  de  trois  équations  diffé- 
rentielles du  premier  ordre ,  et£ondition 
sans  laquelle  cela  ne  se  peut ,  76a,  763.  — 
partielles  du  second  ordre  et  du  premier 
degré  à  trois  variables  :  leur  tr^rnsformation 
par  rapport  aux  quantités  qui  entrent 
dans  les  fonctions  arbitraires ,  7641  766 , 
769, 769  a;  leur  intégrationparce moyen, 
766-768;  condition  d*où  elle  dépend  , 
766  et    la  Note,    —  partielles  du  pre- 
mier degré  à  coeffidens  variables  généra- 
lement intéerables  ^jyi .  —  ne  contenant 
que  les  coefficiens  différentiels  de  cet  ordre 
multipliés  par  des  fonctions  de  ceux  du 
premier ,  ou  une  fonction  quelconque  de 
ceux  du  second  ordre  :  transiormations  qui 
conduisent  à  les  intégrer,  772-776, 773  a, 
773  a.  —partielles  du  second  ordre  à  trois 
.    variables,  qui  passent  le  premier  degré 
par  rapport  aux  coefficiens  de  cet  ordre  ; 
remarques  sur  leur  intégration ,  776-777. 
»— partiellea  auxquelles  on  satisfait  par  dea 

3, 


741: 


séries  d'exponentielles,  de  sinus  ou  3è 
cosinus ,  .778.  —  p^ielles  î'iëur  întégria^ 
•tien  par  les  séries,  778-787,  789.  —  ué^ 
veloppement  des  intégrales  par  le  théo- 
rème de  Taylor,  775  ;  par  la  méthode  des 
coefficiens  indéterminés,  780,  781 ,  783  ; 
'par -des  infégratiQn))  siiccessives  ,  782.  — ^ 
•partielles  ,  notnlu^ve  des  fonctipns  arbi- 
^aîres  qui  entrent  dans  leurs  intégrales  , 
■781 ,  782 ,  79a  ^  ;  il  né  doit  rester  sons  Te 
signe /qu'une  seule  des  fonctions  arbitrai- 
res ,  787.  —partielles  du  premier  degré  , 
du  second  ordre  et  à  trois  variables ,  qui 
'  n'admettent  point  d'intégrale  générale  en 
termes  finis ,  786.  -^  partielles  du  sc- 
.cond  ordre  à  trois  variables  :  examen  dés 
formes  et  de  Tétendue  de  leurs  intégrales, 
•  788,' 790-79»,  793  a.  —  partielles  à 
.  trois   variable» ,    dans  l'intégrale    des- 
quelles on  ne  peut  faire  disparaître  qu'en 
-même  temps  les  deux  fonctions  arbitraires, 
790.  — ^  partielles  :  leurs  intégrales  com- 
plètes ,  leurs  intégrales  générales  ,79^1  •  -— 
partielles  :  leurs  solutions  particulièrea  , 
793-796.  —  partielles  du  premier  ordre  : 
,4eur  construction   géométrique   par  les 
-  surfaces  courbes  ,  796.  — '  Conatmction 
-géométrique  des  intégrales  de  quelques 
unes  de  «ces  équations ,  798-803 ,  8o4f 
806.  —  Interprétatiou  géométrique  des 
intégrales  de  celles  du  premier  ordre  , 
'  8o3.  —  partielles  du  premier  degré,  du 
second  ordre  et  à  trois  variables  :  déter- 
mination des    fonctions  arbitraires    qui 
.  entrent  dans  leur  intégrale  ,  807.  —  par- 
>  tielles  :  manière  dont  d' Alembert  écrivait 
c^s  équations ,  843  Note.  — .  partielles  à 
trois  variables,  leur  résolution  parles  in- 
tégrales définies,  1  a^a- 1  a5o.  —  partielles 
auxquelles  on  satisfait  par  des  intégrales 
définies,  dont  les  limites  sont  arbitraires  , 
.    1  a48<  *-*  partielles  à  quatre  variables ,  q ui 
•e  rapportent  à  la  propagation  du  son , 
780,  1346,  ia48. 
Equations  différentielles  à  trois  variables  , 
qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'in- 
.tégrabilité  :  leur  intégration ,  808  ■«819. 
—  jdu  premier  ordre,  dans  lesquelles  les 
différentielles  ne  passent  pas  le  premier 
degré,    808—811  ,    811  a.  —  Trouver 
parmi  le  nombre  infini  d'équations  pri^ 
mitives  qui  répondent  à  une  de  ces  équa- 
tions, celles  qui  sont  algébriques,  810.  — 
où  les  différentielles  passent  le  premier 
.    degré  :  leur  intégration^  813,8160^817. 
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7ë- 

rr^^jX  pyemîeç  <{r<îre  :  leara  iptégr^lef;^ 
3.qitea  dq  Ia;v^|:;*tîoii  des  ço«ifitanto,«rhir 
tjcarres  çt  lèiy:*  soliftiôua  p^tf ç^liè^cfl ,, 
ÇiS-,  814  —  ^w  premier  Qrdre  cori^^ 
p^^nîentàdeai  équatiQnadiffqrçnrieJiliea  Mç- 
ttelles  du  pfemier  Oi:dre,  Qi$,,  Siofij. 
'—  du  premier  ordre  ;  leyv  çonstruc^fi 
P4T  les  çqwrbef  4  dpufek  coiirbMe|^;&f^'^ 
Çaq  a,,  821  a,' §22,  Siai^  a /;  Uur  goj>- 
Despondf^ace  avçc  le^  éaua|ipn&  dUFérenr- 
tiell-ea  partielles,  prouver  par  }^çQo^id4- 
ra.tio{i  dea  caractéristiquiQ«  ot  d^s  arêt^ 
de  rebrous^emçnt  des  surfaiçes,  SiiS.  -pd« 
seçonà  ordre  :  remarcfue  «uf  leurs  ii^t4- 
gçale!^,  818,  819..—  du  secojwi  oçdrij  ré- 
pondent ^  des  q[ue#^9D^.  géoip^Opqi^eS)^ 

£9240110714  aux  difFéronoes  <à  deu»  irariable^  : 
40  ^quelle  manière  elle^  foot  connaître  la 
&>ootionic1ierehée;  combien  la.s^rîe  qu'on 
^  déduîit  doit  renlenner  de  termes  arbi^ 
%rairee , . j  q3S.  •^—  Cas  où  on  peu<  k»  tran$r 
foroita:  en  éqiMttioiis.  differentiBlles  d'un 
9oad!we  fiai  de  termes  *,  ellesi  peuvent  to^- 
^UV8,  être  transformée»  ei»-  une  équa- 
tioi}  â*un  nombre  infini  de  terme»,  loBj, 
1  Q$7*  -r-n  aux-  diiFf  rencefi  àœ  prunier  de- 
gré à  deux  variables ,  considérées'  en  g^ 

.  ^ral ,  io38  ^  loSg ,  io65  ;  Iprsqne  iea 
coeitidens.  sont  constans  ,  1 04^-  i  o44  ; 
kjrsque  les  coefficiens  sont  variables  , 
io/^%oSa.  -n-%Equations  périodiques anx 
différences  :  leur  intégratioin  ,  io5i.  — 
Equations  aux  différences  quise  rampent 
au  premier  de^é ,  par  le  moyen  des  k- 
ganthmes ,  ÂftjJ.  -«-«Intégraticmdes  équa- 
lâons  aux  différences  par  les  ooeffieimis 
indétenpiaés.,  loSa.  -^.Equation  do  se- 
cond ovdire<auxdifrérepces<,  convertie  en 
firactios  eontimne,  i656.  «^IntéaFation  des 

.  équations  oà-  ks  difFérence»  de  la  vandale 
indépendante  ne  sont  pas  constantes,  1  o56  ; 
ixtfé^tii»;  d*une  équation  de  ce  genre 
par  les  séries,  ibid.  Npte.  -^  Applicatton 
aux  équations  des  ordres-supérieurs,  lo^/» 
-^  Elimination  «atre  un  tiombre  m  d'équa- 

.  tio^s  au^  différences ,  contenant  m+i 
variables,  Jo6a.  — <-  Equations irentrantes 
vaux  différences,  io63.  «—Intégration  si- 
nâultanée- de  plusieurs  équations  anxdiffé' 
reiices,  io&4«  -«**  Nature  des  arli>itra}res 
qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équa- 
tions aux  différences  y  1066-1068  ;  déter- 
mination de  œs  arbitraires ,  (069  ;  ^eur 
co^ruction ,  io7o-»iQ7a»  -^  Détei^BMia- 


fiiOAd^  ^X-m^i^t  ^{liOQft  Aaib^afes,  «font 
Moi^  m^V\»  é^V^oo:  aux  différences  est 
eu$cepti]pi)e>  107^1  o83.  -n-  i^gration 

fcéqI|a$ioI|s  «AOS  'dîfEecenoee,  par  les 
ct9oosi  B^(^ajhriQea>  iiiG,  1117.— 
.t^enr  r^SfoUiti^nçAc  lei  îfltéçuitie /e'^<«'v^ 
et/u*vdu,  laSi. 
Equfl^Bs  du  {Kimif  r  decréaux  différenee» 
partielles  4^013.  variabœs  et.à  coeificiens 
QO]9Sta«0  :  k«ic intégration,  1084- 1099  ;  à 
€g3^v^  var  )2d)le%  1093»  -^  au^  dtSEh^nces 
part^lle^  dit  premieE  de^  4  trois  vari«i- 
plei  et  4  coemJens  varîablee:  )e«r  înté- 

Sratiop,  1094*1098.  *r-  du  ateie  genre,  ' 
ont  Tq^dk^  dépend  d*uae  des  variables , 
1 0S9*  ^ iQp->  "«-^  <9l^  différences  partielles 
4  tr(^9  variablei9  et  à  eoeffieîene  constant  : 
\^^f:  intégration  par  W  fozujtiÔBa  généra- 
tricei,  1134.-1108. 
Equations,  aux  diff^roices   mêlées  :  leer 
t^éori^ ,  i$^!>Ç.  -^  aux  diffiérenoes  succes- 
sives^ ibid,.  y  leur  intégration»  ia5y^ia6^  ; 
leiirs  diycot^es  intégrales,  ia6a»  —  Lear 
applioaitioA  4  U  Géométrie,  iflGS-idSy. 
.^  fceur  wag,e  dansr  l'analyse,  1368.  — 
•—  au3^  diff'i^noes  mêlées,  et  partielles, 
ibi4, 
JSqwUims  Unéairoft;  {T'cyez  Mquations  du 

preq^ier  degré  )• 
JS,qiiHtion^  parcauranites  :  Jntn  ^i. 
Equaliotts  primitiyea:  1««|7  définition,  44' 
Eguaùom  deRiccati,  vwez^  Ricc€di. 
jPqualions  singulières,  tôS  N4>U,  645. 
Eiichde^  donne,  une  proposition  oonfenant 
le  germ^  da  la  convergcinoe  des  séries , 
Jntr.  g  a. 
i^ttZer  ;  s%  démonstration  delà  fermnie  du 
binôme,  /ulr.  16.  -^ Série  ponr  calculer 
Vare.  de45''>  par  deux  tangeptas,  fntr, 
44*  "^  remarque  un  paradoxe  dans  les 
xoruAiulea  d^  alnus  et  de  cosinus  d'^ffcs 
multiples,  //Ur\  49-'*^^ctî&^<^^iQn  d*une 
erre^  qy*il  a  commise  sur  les  déveloii- 
pemeo;»  des  puissances  du  cosinus  et  an 
sinus  d^uuLarc  par  lea  ooeinus ,  et  les  sinus 
de  seiB  mnltipW,  Intr.  54  a,  55  a.  — 
DéveJoppemeos  qu'il  donne  d'un  arc  par 
lessittus^  de  ses  mnltiples^,  Intr,  36;  par 
des  produits,  indéfinis   de   cosinus  ,  de 
sécantes^  Intr.  57.  -*^  fait  connaître  la  na- 
ture des  logariuimes  des  nombres  néga- 
tifs, /nir,  8a  ;  49^-  -^  Ses  idées  sur  le  Cal- 
;    çu}  différentiel ,  8i.  «^  Ses  notaitions ,  Ba^ 
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S7.  ^  ^SL  ^MoMMÎAè^  An  «héotèâ^  de 
VeyrtM,  sm-  l«à  tndfileé'  des  écfUlaïîo^  , 
96.  -^Sés  iremàrqfues -Btir  le  <îéTek>{ypte- 
lùent  Ab  tos  nxtt  •èa'j^,  59  7Vpl«.^-Pôr- 
înnî«  lèflféî-fetrtidte  tpi'a  dairtie  T)our  i-é- 
«oudte  fea  éqjaations  iraméri<Ju€S^ar  -dp- 
proîdmàtibta  ,  it€.  *—  a'ert  otcrraé:  des 
âiffSreûtWl'es'ci&n'Wpôiidântes  ià  des  ya- 
lÉ?qrs  particulières  de  la  fonction ,  140.  ^— 
.  Ce  tju'il  entend  psttJbnctki^'miJtiformès^ 
1*64  J^^ote,  —  ti'a  pas  idontié  toutes  les 
côhditiùns  des  Thaximurms  et  minitnukns 
des  fonctions  de  deux  variiaMe^,  166.  "— 
Cdtttm'Éfnft  H  disctftè,  les  tfràrîi^es  infinies 
•des  courbes,  ^gB.  —  donne  fekpKcirtîon 
d'une  difficuîté  qtfe  préstentfe  Tévaluàtîon 
du  nctmbre  à^  noitttsquî  déterminent  tioe 
couibe!d''tm  orore  quelconque,  \^N<He. 
*—  Sa  dhrîsîoo  destrburbes  de  mêîne  ordre 
en  genres  et  en  espèces,  aô4.'''^"C0'nfirine 
Texistenjcedes  po.ints  de  rebrou^afement  de 
)a  seconde  espèce ,  î^4'  —  ;^s  travail: 
sur  les  surfaces  Courbes , toni.  I,  ï>.  56i. 

—  Sa  tra'UsfonMatlpn  des  coordonnées 
dans  Tespàce,  1234  >  ^S^,  •*-  Rematdties 
sur  sa  *trahs!toimation  de  téquation  géhé- 
raTe  des  surfaces  du  second  ordrfe,  3ok;— 
détei'nnnB  les  tayoris  de  coiûrbui-e  des  sur- 
faces,  324*  — '^^'ï^è  Vé^atrôfn  des  sur- 
faces dé^elop^Wes ,  3^.  —Sts  recher- 
ches sûr  Prntégration  des  di(Férc«ltîeltes 
dans  lesquelles  entre  tm  radical  du  second 
deçré,  contenant  les  quatre  premières 
puissances  de  laTariàble,  4^S\  sur  le  dé- 
veloppement de  ïa  fonction  (1  +  n  cos  a)"", 
46îi,  463  Note^  -^-doifne  une  méthode  gé- 
nérale pour   obtenir  les  intégrales  jjar 

•  approximation ,  467-  -*"  transforme  le 
premier  les  intégrales  doubles,  53i,* — 
8*occupedeferecnetchedes  courbes  qtiar- 
tables ,  534.  -^  résout  le  proMètfre  des 
deux  courbes  conjointement  rectiGables  , 
558  \  celui  de  la  courbe  rectifiable  sut  iine 
feuriace  donnée,  BSg  ;  celui  de  la  voûte 
quarrable ,  54? ,  543.  —  découvre  les 
coi^îtions  ^nérales  d'intégrabilîlé  des 
fonctions  dîffércntielks,  55 1 ,  55/,  85 1- 
853.  — %  méthode  pour  intégrer  les  éqva- 
tiofls  dilFérenf telles  du  premier  ordre,  en 
les  multipliant  par  un  facteur,  b^-'bj^, 

—  renverse  le  problème  de  la  détermi- 
nation des  facteurs,  SjS-SSo.  —  Equation 
diiFérentielle  du  second  ordre  qu*il  a  traitée 
spécialement,  608,  609.  — s'occupe  de 
Fintégration  des  équations  différentielles 


^47: 


^âé^o^dresisnpêrieuA'pàriai^PMîfeûftj  S^^ 
•*-  ^  âonné  uïi  ^tDbèdé'  .^cfiiv  trtfû^i-  les 
fr6l«ti6ns  partittilîèrea  >  -645.  --•  tetnkrque 
^e  le  ftctetir  ffune  éqtiatîoti  dîfféren- 
:  tielk  dû  premier  ordre^  étant  égalé  à  zéro, 
'en  dtene  Vinie  întégrate  ûu  une  solutiba 

f^àrtîculiéte ,  G55.  -»-  Équations  dû*in,n- 
ègre  par  approximation,  66i-w6.'~ 
"  construit  une  éd^atidn  entre  ï'arè/d'«ne 
Cour'he  et  le  coefficient  différentiel  4e  son 
otdottiiée,  679.  -^  Sa  solution  du'pjco- 
Même  des  trajeCtbires,  68 1  -^5.  -Résout 
le  problème  de  !â  détermination  dçs  cour- 
bes qui  sont  settobtables  à  leurs  dévelop-. 
S^es,  -685, 686.  —  démontre  le  tléorôme 
e  Jean  BertioulK  sur  ïe  développeoient 

•  «trccessff  des"côurbefe ,  686  a.  —  perfec- 
^  tiônné  la  méthode  qtife  t^agrange   avait 

•  'donnée  rpbur  parv'c^nir  à  une  équation  pri* 
'  ttrftîirè  entre  les  variables  des  ^^anscen- 

daftAes  "Çlliptiquts ,  69^.  .—  trouve  «ne 

'  équation  prîtuitive  enftre  lés  variables  -de 

deux  ttatsàètadan'tes  elirptîqiiôs ,  '6194.; — 

¥<9cetliple  des  aftiRces  iju  H  emploie  pour 

■  intégrer  les  é<îaatrons  ^filtérentielles  àtrois 
VarîSbïes';  '^ifi,  -^  Idée  de  la  méthode 
qu'il  emploie  pdhr  intérêt;  les  équations 

•  différentrélles  parfielles  du  preaiier  ordre 
à  trois  variables,  J^46  Note.  —  îrouve  une 
condition  nécessaire  pour  l*intégraLtion  des 
équations  différentielles  partielle  àquatre 

■  variabfeis ,  7G2.  —  transforme"  les  équa- 
tions 'diÉTérentielles  partielles ^  p^r  rap- 
port aux  xpiafitités  (jùî  entrent;  spua  les 
fonctions 'arbitra îres,  'jS/i^  7SS,,-rrjiJ^1^s^ 


fait  à  des  équations  âifféréntieiîfes^ar- 

•  Nielles  dû  second'  ordre  à.trois  variables  , 
par  une  infinité  d*éqùation8  primitives  , 

^  sans  pouvoir  obtenir  Tintégrale  complète , 
778,  itî^,—i- tente  l'intégration  deséqua- 
•fions  différentîeîles  partielles  paV.Iés  se- 

'  tïes ,  783.  —  trotivè  une  intégralç^  coiu- 
plèfe,  5ân$'  hoûvôir  ôttènir  d'intégrale 
prï^mière,  ibid,  —  propose  là  question  des 
surfaces  équivalentes ,  8bi ,  — -  ^onne  une 
construction  de  celles  qui  repondent  au 
plan,  80a. -^  Sa  dispute  arce^'AVénibèrt, 

.  mr  ik  continuité  des  fonctions  ^bitrtiitr's 
des  intégrales  des  éqoations  diiGér«ntie}les 
partielles, 804, 1  io3.*^donne  Ontt  théorie 
jBOuvelle  du  calcul  des  vafiation8,8a5.— 
Sa  méthode  pour  trouver  lés  majHmums 
et  minimums  des  intégrales  dé&nîes  ne 
donnait  pas  les  équations  relatives  aux 
limites ,  838.  —  se  rend  le  commentateur 
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4^  celle  de  Lagrange ,  ibid,  —  Sa  nota- 
tion dans  Ifis  équatîonâ  difFérentielles  par- 
tielles i  prévdlu,  843  Note.  —  s'occupe 
du  problème  des  Uopérîmètres  qui  a  con- 
duit à  la  méthode  des  variations ,  873.  — 
Formulés  d^interpolation  qu'il  donne,  006. 
—exprime  les  diiFérentielles  par  lesmffé- 
f-ences^  937  ;  s'en  sert  dans  la  théorie  de 
la  lune,  ^SS  Note.  —  fait  dépendre  les  in- 
tégrales aux  différences  des  intégrales  aux 
différentielles ,  et  des  coefilciens  différen- 
tiels, g63.  —  Sa  méthode  pour  déterminer 
les  ôbefficiens  numériques  du  déreloppe- 
ment'de  Xn'j^,  966.  —  Extrait  de  ce  qu'il 
a  donné  dans  son  Calcul  différentiel  sur 
l'intégration  a[mrochée  des  fonctions  aux 
différences ,  978 ,  979.  —  Formule  qu'il 
a  donnée  jpour  la  sommation  des  suites , 
dans  son  Calcul  différentiel^  993-998.—- 
Hemarque  sur  son  interpolation  des  nom« 
bres  de  Bernoulli ,  1006  a.  —  Ses  re- 
dierches  sur  les  produits  de  grands  nom- 
bres, 1010.  —  Discussion  entre  lui  et 
Daniel  Bernoulli  y  sur  les -limites  des  sé- 
ries de  sinus  et  de  cosinus,  1014.  — A^h 
p1iqu%  la  sommation  des  suites  à  leur  in- 
terpolation ,  1016.  — £e  qu'il  entend  par 
Junctiones  inexpUcabiles,  ibid. — remar- 
que la  forme  des  arbitraires  qui  doivent 
entrer  dans  les  intégrales  des  équations 
aux  différences ,  1067.  —  donne  le  terme 
général  du  déyeloppemént  de  la  firaction 
rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du 
second  degré  et  n'ia  que  des  facteurs  ima- 
ginaires, 1  lai.  —  trouve  les  limites  de 
quelques  séries  divergentes,  iis4>  *135. 
—  donne  un  cas  particulier  du  développe- 
ra At  de  p'a'y^x^^  1 127.  —  détermme 
par  le  Calcul  différentiel  et  le  Calcul  in- 
tégral ta  somme  d'un  grand  nombre  de 
suites,  n4p  et  suiv.  —  Séries  qu'il  dé- 
signe ^oûs  le  nom  Shyper-séométriques  ^ 
1146.  —  emploie  une  intégrale  définie 
pour  obtenir  la  limite  de  la  série  diver- 
gente . 

1  — i.a-|-i.a.3  —  etc., 

1 1 5o.  —  se  sert  aussi  des  fractions  conti- 
nues, 1  i5o  Note^  Jntr.  66  a.  —  donne  la 
sommation  d*un  genre  de  suites  formées 
par  la  multipircation  des  termes  corres- 
.pondans  de  deux  autres ,  1 1 53.  — S^  tra- 
vaux sur  l'interpolation,  1 158.  —  consi- 


dère les  différentielles  dont  Fordre  eft 
désigné  par  un  exposant  firactîonnaîre , 

.  1169.  —  Ses  travauf  sur  la  détermina- 
tion des  valeurs  des  intégrales  définies , 
1 1 64.  —  décompose  les  exponentielles  en 

.  facteur»,  1 189.  —  transfonne  en  série  le 
produit  d*un  nombre  de  facteon ,  soit  fini 
soît  infini ,  119a.—  Ses  recherches  sur 
les  diverses  manières  dont  on  peut  former 
un  nombre  par  l'addition  de  plusieim 
autres,  1193.  —  Notation  ou'il  emploie 
pour  indiquer  les  intégrales  définies,  1 196. 
— Mémoire  inédit  sur  ces  intégrales,  1  Aoa. 
—  applique  ces  intégrales  à  la  résolution 
des  équations  différentielles  à  deux  va- 

,  riables,  ia33.  —  cherche  à  déterminer 
les  intégrales  définies  qui  répondent  à  une 
équation  différentielle  donnée,  1337. — a 
résolu  des  problèmes  de  Géométrie  rela- 
tifs aux  équations  aux  différences  mêlées, 
ia63-ia65. 

Exponentielkt  :  leur  origine  et  leur  déve- 
loppement, Intr.  m -53.  —  Leur  déve- 
loppement par  les  limites ,  Intr.  36  ;  par 
le  Calcul  différentiel,  85.  —  Expressions 
des  sinus  et  des  cosinus  par  les  exponen- 
tielles imaginaires,  Intr.  4 1  •  —  Exponen- 
tielles imaginaires  :  sens  de  ces  expres- 
sions ,  Intr.  43.  —  Leur  différentiation , 
14.  —  Leur  intégration,  431-457-  —ont 
la  propriété  de  satisfaire  aux  équations 
différentielles,  ou  aux  différences,  da  pre- 
mier degré ,  à  coelHciens  constans,  et  sans 
second  membre,  de  quelque  ordre  qu'elles 
soient,  6o3,  604,  611 ,  6i5,  778, 1040, 
1067,  io85,  1048,  i!i56,—  c' exprimée 
en  traction  continue ,  669.  —  Leurs  dif- 
férences, 891;  leur  intégration  aux  dif- 
férences ,  955.  —  Leurs  expressions  en 
produits  indéfinb ,  ii8a,  1189-1191.  — 
Leur  usage  sous  cette  forme  pour  sommer 
les  séries  des  puissances  négatives,  11 83- 

ii86. 

0 
Expressions  qui  deviennent  -  dans  certain» 

cas,  i34-i56,  143-153.  —dont  le  nu- 
mérateur et  le  dénominateur  deviennent 
infinis  en  même  temps,  ou  qui  sont  la 
diffISrence  de  deux  Quantités  infinies,  149, 
1 5o. — qui  sont  réellement  indéterminées, 

lorsqu'elles  deviennent  -,  67,  i5a,  i53. 
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FacteoRS  :  différentiarion  â*iiii  produit 
composé  d*aii  nombre  quelconque  de  fac- 
teurs ,  Q.  —  Quels  doiyent  être  ceux  qui 

-  multipHent  les  fonctions  différentielles 
pour  n>rmer  des  équations  qui  aient  lieu  en 
même  temps ,  53.  -—  propres  à  rendre  ra^^ 

•  tionnelle  une  expression  irrationnelle,  SgS. 
-^  Facteur  propre  à  rendre  intégrable  une 

'  équation  différentielle  du  premier  ordre , 
5o8«586, 569  a. — Détermination  du  fac- 
teur quand  on  a  l'équation  intégrale,  5Sg  ; 
pour  les  équations  du  premier  ordre, 
lorsqu'il  ne  doit  renfermer  qu'une  des  va* 
riables ,  670.  — '  des  équations  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré,  ibid.  -*  d'une 
équation  du  premier  ordre,  composée  de 
deux  parties  dont  on  peu^  trouver  sépa- 
rément le  facteur,  571.  —des  équations 
homogènes,  679, 673  a,  StS.  -—Recherche 
dé  ceux  qui  rendent  intégrables  simulta- 
nément deux  équations  d  un  ordre  quel- 
conque à  trois  variables,  694*  "—  propre 
.  à  rendre  intégrable  une  équation  diffé- 
roatielle  du  second  ordre^  lorsqu'il  ne  doit 
pas  contenir  le  coefficient  différentiel  du 

Sremier  ordre,  626.  "—  des  équations 
u  premier  Qrdre  :  moyen  proposé  par 
Trembley,  pour  les  déduire  des  inté- 
craies  çt  des  solutions  particulières,  656, 
^^.  .^  Détermination  du  facteur  propre 
i  rendre  intégrable  une  équation  diffé- 
rentielledu premier  ordre  à  trois  variables, 

Îri3.  —Equations  qni  doivent  avoir  lieu 
orsqu'il  existe  un  tel  facteur ,  7 13 ,  7 1 3  a. 
—propre  a  rendre  intégrable  une  équation 
différentielle  à  4  ou  à  m  variables  :  con- 
ditions qui  doivent  avoir  lieu  pour  que  ce 
facteur  existe ,  723.  —  propre  à  rendre 

-  intégrables  les  équations  différentielles  à 
deux  et  à  trois  variables  :  cercle  vicieux 

.  que  présente  sa  détermination ,  737.  — 
des  âpiations  différentielles  simultanées , 
739  a.  —  Leur  emploi  dans  le  Calcul  des 
variations,  870.  —  Recherche  du  facteur 
qui  rend  intégrable  Téquation  du  premier 
degré  d'un  ordre  quelconque  aux  diffé- 
rences ,  io65.  —  Recherche  de  ceux  qui 
rendent  intégrables  les  équations  aux  dif- 
férences ;  formation  des  équations  dont 
ils  dépendent,  iio4- 

F^ctorielies  :  leur  définition ,  981 . —Leurs 
propriétés,  g8a ,  g83.  —  Expression  des 
puissances  par  les  factorielles^  984-986. 


-^Expression  des  faûtorielles  par  les  puis- 
sances, 985» — Factoxielles  à  base  binôme, 
leur  développement ,  987.  —  Leur  usage 
dans  l'interpolation  de  quelques  séries , 
988,  989,  1160. —Transformation  dea 
lactorielles  pour  les  interpoler ,  988.  — 
donnent  l'expression  de  la  circonférence 
du  cercle  et  de  quelques  quantités  irration-^ 
nelles ,  989.  —  Expression  approchée  de 
leurlogariuime,  1010,  loai  ;  de  sa  dif- 
férentielle, 10a  I.  —  Expression  de  leurs 
différentielles,  de  leurs  différences,  1 1 53» 
—  Leur  expression  par  des  intégrales  dé- 
finies, 1  i6o.  -*  Leurs  relations  déduites 
des  intégrales  définies  ,  iso3,  1204.  — 
Gomment  on  peut  les  évaluer  en  nombres, 

•  iao4. 

Facnltés  numériques,  ce  que  c'est,  981 
Note,  laoZ  Note, 

Fagnani  :  sa  rectification  de  la  lemniscate 
est  l'origine  de  la  comparaison  des  traos^ 
cendantesy  711. 

Famille  de  surfaces  courbes  ,  ce  que  c'est  • 
333. 

Fermât  donne  des  limites  entre  lesquelles 
Tare  d'une  courbe  est  compris ,  p.  634 
dulom.  m.— Son  théorème  sur  les  nom- 
bres premiers,  887 a. 

Feuilles  d'une  courbe ,  1 8 1  r 

Fluxions  (méthode  des) ,  voyez  la  Préface 
du  tom.  L 

Foncenex  (Daviet  de)  s'occupe  de  l'équa- 
tion f  (a?)* = ^  (ax)  -f-  a ,  1  o56  Note. 

Fonctions  .•  leur  définition ,  Jntr,  1 ,  —  se 
divisent  d'abord  en  explicites  ou  impli- 
cites, Intr,  a  ;  algébriques ,  ou  transcen- 
dantes, Jntr.  a,  3;  entières,  ou  fraction-* 
naires,  rationnelles  ou  irrationnelles,  Intr^ 
3  a.  —  Distinction  entre  leur  développe- 
ment et  leur  valeur,  lutr,  4*  — *  dans  une 
fonction  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  a: ,  on  peut  toujours  prendre  x 
assez  grand ,  pour  que  le  terme  affecté  de 
la  plus  haute  puissance  soit  supérieur  à  la 
somme  de  tous  les  autres ,  Jntr.  9.  —sus» 
ceptibles  de  limites,  Intr.  1 1  - 1 3.  —  Déve* 
loppement  des  fonctions  données  par  des 
équations  où  les  inconnues  sont  mêlées , 
Jntr,  6o-65.  — Développement  des  fonc- 
tions en  fractions  continues,  Tntr.  66, 66  a. 
-*  Changement  d'une  fonction  dex,  lors- 
que X  devient  x-^h^i  .  —  Recherche  dm 
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la  forme  du  déyeloppement  de  f  (x +h) , 
a,  iZj,  i37  a,  108,  1 38  a;  fonctions 
qui  ead^iiEent»  S  \  formation  ginécale  de 
ce  dévdofipement,  i6«  5i4;  «ntire  mar 


de  ta  fonction  primitiFe  »  3»  -r  Deux  fonp- 
tions  ^leBoat  leur»  diffecentielke  égfûms, 
8.  -— D^érentiation  Ai,  produit  de  deux 
fonctions  1  ^  «  S^^  —  DéveIo|ipenieiit  des 
fonctions  &  plosieurs  ymJnea ,  suivant 
Ie3  puissances  àoB  accroissemebs  de  ces 
variables,  nS ,  fifi^  23,  34«  38.»  39  ;  U|i- 
logie  de  ces  deireloppeiaens  avec  ceux  des 
soiissances  4es  polynômes,  33,  38 ,  39*  <i— 
PiiFérûntiation  desfonctionâ  eK{>licite8  de 
demç  variables ,  &5.  -^  DiSerentiatîon  des 
fonctions  explicites,  renfermant  un, nom- 
bre quelconque  de  variables,  38^— J)é- 
veloppement  des  fcinctlons  en  sériés,  par 
le  théorème  deTaylôr,  B4-93;  par  les 
équations  tflPfireirtielheSj  ^^-102',  parles 
équations  dîlTérentiel  les  partielles  ,  io4- 
1 09 .  —  Développement  aune  fonction  de 
fonction ,  1 99 ,  isi)  o.  «—  d'une  êea\t  va- 
riable, leurs  maximums  et  minimums  y 
ih4-i64^'^àeéeaxyanMt»,  i65-i68, 
1660.  «—Cas dans  lesquels  une  fonction 
a  le  même  signe  qne  son  coeiBcieiit  diffé- 
rentiel, 170.  —  Intégration  des  fonctions 
dune  seule  variàible,  566  et  suiv.  f^oyet, 
pour  le  détail  des  for^i^leSi  le  tableau  dé 
la  page  i54  du  tome  IL  —  Recherche 
des  fonctions  qui  rendent  algébriques  des 
intégrales  données ,  534-5^.  —  Intégra- 
tioji  des  fonctions  de  plusieurs  variabîes, 
545  et  suiv.  ;  dassitication  des  diverses 
espèces    d*équatioaÂ    diflerentieUes   qui 
peuvent  en  résulter,  712.  «—Formation  de 
Ta  table  des  valeniïs  a  une  fonction  par  ses 
dilFérencefto  880,  888. -^  Ëxpras^ôon  d*ane 
valeur  quelconque  Uu  dç  cetCe  fonction, 
par  sa  valeur  primordiale  u ,  et  ses  d Vé- 
rences  successives^  88â.  -^  Expression  de 
la  différence  d*nn  ordre  quelconque  A"!/, 
au  moyen  des  valeurs   successives  »»  > 
z/a_^ ,  etc. ,  883.  —  Analogie  de  ces  for- 
moles  avec  les  puissances  du  binôme^  884. 
— -  Autres  formules  du  même  genre,  f)d3- 
928.  —  Récapitulation  des  fonctions  que 
Von  peut  intégrer  aux  différences  »  900. 
I—-  qxie  Ton  ne  peut  exprimer ,  ainsi  que 
leurs  difTérentielles ,  que  par  des  suites 
'infinies,  ipiQ, 


Fonctions  algébriques,    leur   développe- 
ment, Intr,  i5. 
Fùnctkms  wbitrajiitBs  :  ievr  éluninalMni  77*- 

74,  79«i384.  %l,a4a«,  8431.344, 

km-  détém&ntfioa^  3Si ,  338, 

BiesHffqtes  mxr  ie  «iotebre 

iwelîûiis  dans  les  hAémàm  des 

^quatians  différentielles  paitîetfas,  781 , 

èes  éfiutfiokis  differeatieHes  partiales, 
^e^¥eiit  ébre  discottimiea ,  S04  »  1 101- 
11  oS.  — :  Leur  détsAauatiôii  anedjrtique» 
^o£.--«>  Letir  détfenmaâtion  ^lur  des  4qai- 
Hom  awc^Ufféreaoes ,  foô^iofii  ; ^mnid 
.  lolles  entrent  d'imeniaiiièretranMreiiQente 
dans  Jes  éfottioae  ptimitives  ,  1061.  — 
Nttlure.des  jkmcAm$   ariDilraires,  qui 
«Btrenidass  kfiiéqmttonsaiixdifflrencts, 
1066^-1069;  -*^^Bi'  GDmttrttctton ,  1070- 
107*.  . 
Fo7»cliofi5  circttlaîres  :  4eur  dévdqpffuf nt , 
fmtr.  37*39  ;  piff  le  €ak«l  diSefentiel , 
87-94 ;  par  le C^icui  inté^al , 4^S,  4i7» 
41 9«  —  Jueoias  reilrtioas  avec,  les  ibnctiocs 
exponentielles  im  logàrhittùqves ,  fMr. 
41-48  ;  déduites  dti  Galcid  intégral ,  38(). 
— ^  Leur  diiGérentiattoiu^  i5 ,  S8.  —  Lear 
intégration,  438-445,  44°  <« ,  44*  «, 
45 1  a. 
Fonctions  ooMmutatives:  oequec*c9t,9i7oa. 
Fonctions  continues  t  ce  sont  celles  dont 
toutes  les  valeurs  o€«t  liées  par  une  mène 
loi,  796. 
Fonrtious  difTéreatieUea  :  toafte  fonction 
diiTéreatieile  est  néoessaicement  bono- 
gèae  par  rapport  aiax  difféiéntieUes,  €9. 
---Lrârte««aformation  lorsqu'on  jcbange 
l'acceptiott  de  la  fonction  »  ^9  >  69  a,  71 , 
71  n,  7a.— ConditioBs  auxqneUee  doit  sa- 
tisfaire «ae  fonction  difTérentieUe,  p^ur 
avoir  unesignificsibon  réelle,  71 ,  7^  *~" 
Conditions  qjui  les  rendent  des  dinêrtn- 
■tielles  exactes,  pour  le  preamrordre^&4^, 
&48  ;  po«r  les  ordres  suoétiears ,  549  * 
5So.  —  CSooditioBâ  générâtes  d'iméi^Ài- 
.  lité ,  65a-557. 

Fonctions  discontinues  eont  ceUes  dotit 
toutes  les  valeurs  ne^oot  pas  liées  par  une 
;  même  loi ,  796 ,  1C70.  - 
Fondions  distributives  :  ce  me  c'est,  970  a. 
Foitctions  exponendeilêe.  Jn^jres  Exponen- 
tielles. 
Fonétians  gamma  sont  des    factorielles , 

1 9o3  Note, 
Fonctions  génératrices  d'une  seule  variable  ; 
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.  jK)«crwt^rpvla|i<Hi  4e4  sj^rie^  et  Tinter*- 
-  ^1 19  V  P<HM?  •«*  ^r^arforwAtio^  4eft,6iéâw , 

4^«liégrAri^  4'w  orÂr«  qll^hM^9fa^  par 

1 1  aG- 1 1 33.  rr-^^bf%tEïç^à0^àfium  ▼«»- 

pow  TinterpoMoa  d^  a^near,  0^  l'intil- 
g^atiQit  des:  équations.aiKiii  di{|^r«x)Qefl  p«r- 
ti^f^,  1  i35^i  1^  ;  dlMV;  1<(  recjimbe^ 
^IMP^^ions  géo^r^ld^  d?A  diilâv^ce^^  4^ 

FQiic(«9fi«lioiiiQeèo0A  :  I^ur  empotera  «  %• 
-*  Propriétés  de  leiir3  àiSérfiJ9$^^a^  &5ri  • 

tîelles  parlie}le9  du  premi«r  ordi»»  7?^ , 
73&. 

Fonciioms  ini^giiuiircs  :  tontes  ]i9»£D«cticms 
qui  renfermeat  des  quantités  telles  que 
adb&V^ — ii  peuvent  se  ramener  à  la 
fornae  j4±iBy^'^iy  Inlr.  87.  , 

Fonctions  impaires  (on  de  degré  impair)  : 
ce  sont  celles  qui  ne  font  que  changer  de 
signe  quand  leurs  Tariabies  passent  du 
positif  au  négatif,  1^49* 

Foract/o^j  interscendaintes  :  ce  que  c'est,  B86. 

Fonctions  invariables.  Voyex,  Foncùans 
•  symétriques. 

Fonctions  irrationnell-es  :  leur  intégration  , 
385-4iâ>  586  a  ,  38q  a.  —  Facteur  par 
lequel  il  faut  multiplier  une  fonction  irra- 
tionnelle ^  pour  la  rendre  rationnelle  , 
393. 

Ponctions  logarithmiques  :  leur  développe-- 
ment,  fntr.  isiS,  aS,  35,  34,  36;  parle 
Calcul  différentiel ,  86  j  par  le  Calcul  in- 
tégral, 4  "4-  —  Leur  tfwérentîation  ,  i3. 
—  Leurîbfégration,  4^J,  43o>  4^  ^> 

Fonctions  multiformes  :  ce  que  c*e&t,  164 

Note. 
Fonctions  paires  (ou  de  degré  pair)  :  celles 

qui  conservent  la  même  valeur  et  le  même 

signe,  qua^d  leurs  varioles  ch^pigent  de 

signe,  1349. 
-  Fonctions  périodiques  :  sont  celles  dont  les 

valeurs    reviennent    sucéessivement   les 

mêmes  à  des  intervalles  égaux ,  1066. 
Foncf /o/w primitives  t  ce  que  c*est,  a  ,'366. 
Fonctions  rationnelles  et  entières  :  ont ,  dans 

l'ordre  dont  l'exposant  est  égal  à  celui  de 


s^^  ',  das  difféi^eoces  de  même ,  8S6 ,  ai7. 

.  «r-  Leui:  intégration  aipc  différentielles , 
3iS7*37a  V  aux  diflEfcewoe*,  945.  —  Le^r 
^^8fbrQMi.tion,  e^  produite  de  factauirs 
éauidifférens  ,  ou-  ^  facto^lles.,  984* 
986  ;  remarqua  siv  celle  des.  puissances^ 
négatives  d'un  monôme  en  séri^.  de  fr^c- 
tif#i^  4onà^  par  StiHing»  986  iVot«. 

FonciiùHs  Bjrmâtxiqnas  on  iavarjaUe»  sont 
œUés  i|tti  ttflf  changent  pomt^devaleuife  , 
quand  onperanute  antre^elle*  les  qnanti- 
têê  dont  eilsf  dépendent»  Voye^  le.  Com-^ 
plémetUde»  ElémAns  d^Aigèlu^ 

Fonctions  transcendantes  :  leur  développe*^ 
'  ment,  Intr.  a^i.  — Leur  ^limii^^tion par 
la  différentiation,  52-56» 

Fonctions  uniformes  :  no;n  donné  par  Euler 
à  eelles  qui  ne.  sont  ^usceptiblea  que  d'une 
seul©  valeur  pour  ch^^qne  valeur  de  leur 
.  variable,  164  Note,. 

Fonctions  qui  paraissent  -.  J^oyez  Exprès»^ 

sions. 
FoM/ction^à^  grajud^inombre»,  leur  évalua*^ 
tioA  approchée,  10091  1910,  i9L8-'iaa3. 

Fontaine  /  sa  notation  différenHella,  8a'.—- 
iiidiaua  lue  équation  entre  Taro  d'une 
courDe  et  sa  courbure,  s55  a,  -^  Son  théo- 
rème des  fonctions  homogènes ,  55i.  -r- 1 
propose  une  méthode  générait  d^intégra- 
tîon,58K  * 

Fontana  (Grégoire):  ses  recherches 'sur 

l'intégrale  /j^,  1204, 

Fontenelle  :  ce  ^'il  ^fms»»  développée  ink^ 
pajefaite^  2%6fl. 

Formule  .•.  détermination  de  la  loi  que  suit 
une  formulé ,  i  o5a-.  1  o&4* 

Fourier  :  sa  définition  do  fdan,  fi68  ;  da: 
la  ligne  droite,  369  iVole.-^Ses/emarque» 
sur  lesdcàixflëxionédHine  conzbe  à  doubla 
courbure,  355.— •  Ses  recherches  sur  le» 

'  intégrales  définies,  tsi7 ,  1^49*  -—  Ses  re** 
cherches  sur  Vintéeradon  de»  équation» 
différentielles  partielles,  par  les  inté^ale» 
définies,  Y249,  ^^^o» 

Fractions  qui  paraissent  -.  Voyez  Eoçpres^ 

sions. 
Fractions  çoi\tînuej  :  développement  des- 
fonctions en  fractions  continues,  Intr.  SS, 
66  a.  —  Leur  usage  pour  intégrer  les  équa-* 
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tioos  différentielles  do  premier  ordre  à 
deux  variables,  668-671.  —  Fraction 
continue,  dédoîte  d'une  équation  du  se^ 
cond  ordre  aux  diff!érences,  i  o55.  — *Usaçe 
des  fractions  continues  pour  obtenir  la  li- 
mite de  la  série  divergente 

1  —  i.a  +  i.a.3— etc. , 
ii5o  Note. 
Fractions  rationnelles ,  leur  développement 
en  séries ,  Intr.  3;  par  le  Calcul  différen- 
tiel^ a/^f  1  ]  18  y  1119  (^voyet  aussi  dans 

-  ]a  talue  Tart.  séries  récurrentes ,  et  dans 

-  Touvrage ,  le  n*  io5o  )  ;  par  la  somme 
des  puissances  des  racines  du  numérateur 

^  et  du  dénominateur,  1100  Note-,  par  le 
procédé  de  Lagrange,  iiao,  liai;  ce 
procédé  appliqué  à  la  fraction  dont  le 
dénominateur  au  second  degré  n'a  que  des 
facteurs  iniaçinaires  du  premier,  1191. 
*— Leurs  limites ,  Intr,  1 22-14*  —  Leur 
décomposition  en  fractions  simples,  ou 
dont  le  dénominateur  est  du  premier  de- 


57a,  375-881 ,  38d  a;  en  fraotioâs 
lont  le  dénominateur  est  réel  et  du  se- 
cond degré ,  379  ;  détermination  des  nu-« 
mérateurs  des  fractions  simples  par  le  Cal- 
cul  différentiel,  38o,  36o  a,  38 1 .  —  Leur 
intégration,  37a-384, 376  a,  377  a,  378  tf. 
—  peuvent  toujours  s'intégrer ,  soil  algé- 
briquement, soit  par  les  logarithmes^  soit 
par  les  arcs  de  cercle,  379. 

Français  (de  €olmar)  :  ses  travaux  sur  l'un 
tégration^des  équations  différentielles  par- 
tielles ,  789 ,  I  a68.  *—  emploie  la  sépara- 
tion des  échelles  de  dérivation ,  970  a. 

Français  (frère  du  précédent)  :  sesremar- 
Gues  sur  les  maximums  et  les  minimums 
des  fonctions  de  plusieurs  variables,  166  a. 

Functiones  inexpucabiles  /  ce  qu*Euler  en« 
tend  par  là,  1016, 

Fuss  éclairoituB  paradoxe  dans  les  fonnules 
de  sinus  et  de  cosinus  d'arcs  multioles , 
Intr.  49'  —-Ses  remarques  sur  le  problème 
de  ia  voûte  quarrable,  543. 


Gamma  (fonctions)  :  la  même  chose  que 
les  factorielles  on  facultés  numériques^ 
iao3  i\^ote. 

Gauss  :  sa  résolution  des  équations  i  deux 
termes ,  Intr.  71  ;.  887  a. 

Géométrie  :  motifs  pour  la  séparer  de  l'Ana- 
lyse. Voyez  la  Préface  du  tom.  I*'. 

Cergonne  :  sa  Notice  des  travaux  de  VAca^ 

.    demie  du  Gard,  citée,  Intr.  3a.—  Ses 


Annales  de  Maihématiaues  pures  et  ap* 
pliquées,  citées,  p.  604  au  tom.  III,  83  a, 
1 10  a,  16a  a,  3o6  a  Note,  606  a,  636  a, 
970  a,  ioa8. 

Goudin  :  Voyeh  Ouséjour. 

Gregory  (Jacques)  s'occupe  le  premier  de  la 
logarithmique,  a/a  a. 

Gruson  :  son  Calcul  d^exposition  et  sa  no« 
tation  différentielle,  83,  970a. 


H 


Bachette  et  Poissoiwdémontrent  la  trans- 
formation de  l'équation  des  surfaces  du 
second  ordre,  par  Euler  ^  3oi. 

Harmonique  (série  )  ,  Intr.  3o. 

Haros  :  sa  formule  pour  calculer  les  loga- 
rithmes, /nfr.  3a. 

Hermann  s'occupe  de  la  recherche  des  cour^ 
bes  quarrables ,  534* 

Herschell  (John,  F.  W.)  :  ses  formules  ponr 

•  développer  les  différences  et  les  intégrales 
des  fonctions,  977  a. 

Hindenburg  :  ses  recherches  sur  le  déve- 
loppement des  puissances  des  polynômes, 
laa. 

Huygens  démontre  plusieurs  propriétés  de  la 
logarithmique  »  a4a  a. . 

Hyperboles  :  leur  liaison  avec  les  logarithmes, 
Intr.  a7  j  4g  1 .  Voyez  Secteurs.  —  des  de- 


és  supérieurs,  ao4«  —  Equation  nouvelle 
!e  l'hyperbole,  aa8  ;  sa  développée, 
aa8  a.  -^  Quadrature  des  hyperboles  , 
cas  où  leurs  espaces  asymptotiques  sont 
infinis,  4^9*  —  Hyperbole  ordinaire. et 
équilatère ,  sa  quadrature ,  490*  ~  Exat" 
men  des  cas  où  leurs  segmens  asympto- 
tiques ne  ^ont  pas  compris  dans  la  même 
expression ,  49a*  -—  Hyperbole  rapportée 
à  son  axe  transverse  :  son  aire ,  493>  -— 
Kectification  des  hyperboles,  5oo.  —  Hy- 
perbole ordinaire  :  sa  rectification,  So3. 

—  Transformation  de  la  différentielle 
de  son  arc ,  5o4,*  Bog.  —  Ses  arcs  peuvent 
s'exprimer  par  deux  arcs  d'ellipse ,  5o9« 

—  Hvperbole  qui  engendre  un  volume 
dont  fexpression  offre  un  défaut  de  conti- 
nuité dans  le  passage  des  différentielles 
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auxiotégrales,  517.— Dans  cette  courbe,  HyperboUnde  k  «ne  nappe,  So^J  *  ^^^"^ 

la  tangente  à  un  point  quelconque  coupe,  nappes ,  3o6 ,  307. 

sur  les  perpendiculairea  élevées  aux  ex*  ii;«^«^«„^-,v»f*i»r  r«/;rÎPil^    iiXfi 

frémîtes  du  premier  axe,  des  parties  dont  ^yP^B^oméinques  (sénea) ,  1 14^. 

le  produit  est  un  maximum  ou  un  mini'-^  Byper^LogarUhme ,    ce    que  c*e8t ,    i37i 

miiiii,853.  -"Note. 


Imaginaires  :  expression  des  puissances 
'  des  binômes  imaginaires ,  par  les  sinus  et 
[  les  cosinus  des  arcs  multiples,  Intr.  79, 80. 
—  Forme  générale  des.  expressions  ima* 

f inaires,  Intr.  87,  —  Passade  du  réel 
rimagîuaire,  dans  les  intégrales  définies, 
laoG,  1207,  laog,  laiS. 
Indices  :  leur  emploi,  Intr.  m  et  suiv.  — 
Ce  qu'ils  signifient  dans  la  Théorie  dès 
•uites,  881.  —  Une  quantité  étant  don- 
née, trouyer  l  indice  auquel  elle  répond 
dans  une  série  donnée,  91a* 

Induction  :  inconvénient  de  cette  méthode , 
/nÉr.49.  • 

Infini  (de  F ) ,  Intr.  i^.^ —  Le  passage  des 
grandeurs  par  ridfini  rompt  quâque- 
fob  le  lien  de  la  continuité,  49a,  617^ 
laag. 

Infiniment  petit,  Intr.  14, 

Infiniment  petits  e  leur  subordination,  80. 
—  Gomment  il  faut  les  interpréter ,  a56 , 
et  la  Note,  a58.  (^oyec  aussi  la  Préface 
du  tom.  1.) 

Jnflexion  des  courbes  planes,  Voyez  Points 
singuliers.  -—  de  leurs  développées ,  aS^. 
-^  des  surfaces  courbes,  Saq.  —  des  cour- 
bes à  double  courbure ,  355 ,  355  a. 

Intégrale  d*uhe fonction  différentielle  i  une 
seule  variable  :  sa  définition,  366.  —  Cas 

où  l'intégrale  asf4x  devient  - ,  368.  — 

0 

Mé&ode  générale  pour  obtenir  les  inté- 
grales par  approximation,  467-480.  — 
DéveloDpement  des  intégrale^  par  les  for- 
mules ae  Tajlor  et  de  Jean  Bernoulli^ 
'48a.—  Intégrales  successives  des  fonc- 
•  fions  différentielles  des  ordres  supérieurs, 
483,  484;  leur  développement,  486.  -r 
L»ea  intégrales  aux  différentielles  revien* 
jMnt  i  des  différentielles  où  Véxposant  d^ 
.  Tordre  est  négatif,  966.  —  Expression  de? 
intégrales  aux'dilfêrentietles,  par  lesdif-^ 
férencesetles  intégrales  aux  différences , 
567,  i  I  a6 ,  1 1 27.  —  Formules  |;épéral€» 

3. 


de  Bernoulli  :  peuvent  se  déduire  du  dé- 
veloppement de  l'intégrale  aux  différen- 
ces, 980. 
Intégrales  définies  :  ce  que  c'est  quepreurfre 
lute  intégrale  depuis  xz=atjusquàx=^b, 

470  -,  sens  de  la  notation  /Xdxj     "j  !  * 

par  laquelle  Euler  les  indique ,  1 196.  — 
Formation  des  intégrales  définies ,  par  les 
valeurs  successives  de  la  différentielle , 
47  ». — reviennent  à  des  valeurs  moyennes, 
4^1  a.  —Limites  entre  lesquelles  sont 
comprises  leurs  valeurs ,  47a ,  475^*  ~ 
considérées  comme  représentant  l'aire 
d*nne  courbe ,  et  calculées  par  les  poly- 
gones inscrits  et  circonscrits  àcette  courbe, 
4^4^47^* — Détermination  de  leurs  maxi^ 
mwns  et  de  leurs  minimums  ,  8a5-8a8, 
839,  84a,  865,  873-,  caractères  qui  dis- 
tinguent les  nns  des  autres ,  876-078.  — 
Leurs  valeurs  approchées  par  les  sommes 
et  les  différences  ,  ioa5.  —  Leur  usage 
pour  calculer  la  limite  de  la  série  diver- 
gente, 

1  —  1  .a  4- 1  •  a,3 — etc. , 

11 5o.  —  Leur  usagepour  l'interpolation 
des  séries,  i  i58-i  i63.  — peuvent  expri- 
mer les  factorielles,  1 160;  leurs  différen- 
tielles et  leurs  différences,  il 63,  et  celles 
d'autres  fonctions ,  ikid.  — -  Kecherche  de 
leur  valeur  dans  certains  cas,  1  i64-:t  179 , 
1196-1317.  —  Leur  développement  en 
produits  indéfinis  ,  1 180.  —  Auteurs  oui 
ont  donné  des  taÛei  des  intégrales  aé- 
finies ,  1  a  1 7. — Fonctions  de  grands  nom- 
bres :  leur  évduatîon,  1  a  1 8-1  aa3. — Inté- 
grale fe-^t'àtf  laai  Note.  —  Usage  des 
intégrales  définies  pour  exprimer  les  fonc- 
tions données  par  des  équations  différen- 
tielles à  deux  variables,  ia33-i94i-  — 
Usage  des  intégrales  définies  pour  la  réso- 
lution des  équations  différentielles  par- 
tielles i  trois  variables ,  ia4a*ifiSo.  ^ 
Intégrales  définies  dont  les  limites  sont 
arbitraires,  qui  satisfont  à  des  équations 
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^dilFéi^ntlelks  partielles,  i ai(8.  —  Tranir- 
formation  remarquable  d'nne  fonction 
quelconque  en  intégrâtes  définies ,  conte- 
nantdes  sînus  ef  cosinoé,  i  «4.9  • — fe'^'vàu, 
etfijfvàu  :  leuru^jage  pour  résoudre  les 
équations  aux  différences,  et  les  équations 
différentielles,  ia5i-i255.  —  Usage  des 
intégrales  déBnies  pour  exprimer  les  dif- 
férences, les  différentielles  et  les  inté- 
erales  d'im  oi^re  quelconque  de?  fbnctioûs 
données  par  des  équations  aux  différences, 
ou  par  des  équations  différentielles,  iâ55. 
-^  Expression  en  intégrales  définies  des 
intégrales  de  la  fonction  jc"* ,  tant  aux  di£- 
fiérentielles  au'aux  différences ,  ibid. 

Intésrales  doubles  d*one  fonction  différeil'- 
tieJle  à  deux  variables,  5iq;  il  s'est  pas 
toujours  indifférent  d'y  cnanger  Tordre 
des  intégrations»  iâi&.  —  Paradoxe  sur 
ces  intégrales  9  expliqua  par  Lagrange, 
Sac  a.  —  Leur  interprétation  par  la  cen- 
sîdéràtion  des  infiniment  petits,  5du.  -*- 
TràPFisformatîon  pour  effectuer  une  des  in- 
tégrations, 5a8,  5a9. — Intégrales  triples 
(des  fonctions  à  trois  variables ),  Ko, 
532.  —  Intégrales  doubles  t  fonctions  de 
grands  nombres:  leur éTahatioB,  laaa^ 

1223. 

Intégrales  aux  différences  :  formation  de  ces 
intégrales  par  les  valeurs  successives  de 
leurs  différences ,  ^4?,  —  Fonctions  arbi- 
traires qu'il  faut  y  ajouter,  ibid.  —  Ex— 
Pressions  générales  de  l'intégrale  d*ane 
>nction  par  ses  différences,  94^,  946  V 
passage  de  cef  formules  à  celles  des  inté- 
grales aux  différentielles  >  980.  —  Inté- 
grales aux  différences  des  fonctions  ra- 
tionnelles ,  94&^B4<  —  Passage  de  Sx"  à 
/jKr^drpar  les  limites,  94^*  9^^*  --~  ^^^ 
.différences  des  fonctions  exponentielles  , 
955.  — *  des  fonctions  eirctilaires,  966- 
958.  —  Expression  générale  de  l'intégrale 
aux  différences  de  Tordre  n  d*un  produit 
de  deux  facteurs,  961,  i2flç.  «—Les  in- 
tégrales aux  différences,  reviennent  à  des 
différences  où  l'exposant  de  l'ordre  est 
négatif,  962^  962  a^  •«-  Leur  expression 
en  séries  par  les  intégrales  aux  cfiffëretf- 
tielles  et  les  codlSciens  diiTéreotieis,  o8S^ 
970,  976,  978,  jrrS-  —  i-eur  analogTe 
avec  les  puissances,  966,  (|68,  ^o,  970 d; 
déduite  des  fonctions  gén^ratnces^  1196^ 
)  1 35,  «—  Expressictai  géniale  des  inté*- 
grales  anx  diflPereilces ,  pour  un  ord^ 
quelconque,  971  ,  977^*  "^  Intégrak 


2- ,  980;  elle  condoît  à  une  transcen- 

*  dante  analogue  anx  lo^pmthmes,  ii4?l 
son  expression  par  une  intégrale  dtfme , 
ibid.  —  Recherche  de  la  variation  des  in- 
tégrales aux  différences ,  de  leurs  maxi' 
mums  et  de  lenrs  minimums ,  1 1  o5-i  io8. 

Intégrales  des  équations  différentielles  :  in- 
tégrales preibiàres,  secondes,  ete. ,  590. 
— «intégretsa  particnlièiSÉ» ,  eeqne  c'est, 
635  i  cette  dénomination  a  Aé  mal  ^tppli- 
qB«e,  635  Note  ;  moyen  de  déduire  Iin- 
tégrale  complète  de'  Fintégrale  particiF- 
lUr^ ,  64a ,  632.  —  Intépiale  complète 
des  équations  jdifféreattelleé  partielles  » 
79 1<  —*  .Intégrale  geilérale  ^a  mêmes 
équations ,  ilud.  ;  àa  relation  avec  l'iaté- 
grale  complète,  ibid^\  ceUe-^i  n'est  pas 
comprise  d%is  l'autre ,  8o3. 

Intégrales  des  équations  anx  différences: 
intégrale  directe,  particiilicre ,  indirecte, 
^073-108?.  -—  des  équations  aux  diffé- 
rence* mêlées,  1062. 

Itttégrales  lAt\kieRBt9-y  iiyo  Note,  1199 
Ffote. 

Intégrales  indéfinies ,  470- 

Intégrales  singulières  :  ce  que* c'est,  I2i6> 

Intégration,  366.  *— par  parties,  8947^4  û* 
-^  par  les  séries ,  4 1 3-427 . — de»  différen- 
tielles dn  premier  ordre  à  une  seule  varia- 
ble, frayez  le  Tableau  de  la  page  1 54  àvt 
tome  II.  —des  différentielles  des  ordre» 
snpériem's  ,  483-4^^*  *^  ^^  fonctions 
dans  lesquelles  àx  est  regardée  comme 
variable,  4^^-  -~  àea  différentielles  dn 
premier  ordre  à  plasienrs  variables ,  545- 
548',  des  ordres  supérieurs,  549-567.  — 
.  Règles  et  fortnules  pour  Fintégratioti  des 
fonctions  retionnelles  aux  différences, 
945-*954«  -^ant  diSerences,  ^ectnée  par 
parties,  969  ;  par  approximation,  978^80* 
-^des éqvatiotts*  Voyez  Equations», 

lûtèrpolatïon  des  suites  à  une  seule  variable, 
par  le  Calcul  des  différences ,  897-910. 

—  est  un  problème  indéterminé,  098.  «^ 
Son  interprétatîou  céométriqve ,  ^ià.  -^ 
Formules  d'interpolation  dédnite»  de  la 
considération  des  courbes  paraboliqves  , 
et  par  les  différences ,  lorsque  le»  valeur» 
données  sont  équidistantes  ,  898-*-  902 , 
939  ;  lorsqu'elles  ne  le  sont  pas,  903-907. 

—  Colnment  la  toi  de  la  suite  peut  varier 
entre  deux  termes  consécutifs ,  898 ,  908 , 
928 ,  1006  a.  —  Il  existe  une  iidSnité  de 
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fbrinnles  d'iniàpalâtion ,  908.  —  Inter- 
polation par  lesionctionsckcuiaireSy  ibid. 
•«-par  ks  foootioos  axponaaiielles  ^  909. 
-^par  la  méthode  4fl  Moaton ,  910^  911. 
•«-  Trow«r  l'indice  conrespooëant  A  un 
nombre  çoxii|kÙ(  entra depix  larmes  d*une 
série ^  S^^*  —  des  tables  à  dojable  .enlrée 
et  des  séries  à.  plusieurs  yahables  >  giS , 
S 1 3^  ^— par  le  oioyen  de  la  sommation  des 
aénieSf  ioi6-io)i4.  —par les fonctbnsf^* 
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nëratiices  d*une  seule  yarîable,  1114- 
1119.-*  par  les  fondions  génératrices  à 
deux  yariables,  nSg.  —  par  les  inté- 

Sales  définies,  11 58- 11 63.  —  entrâtes 
fferentielles  d'une  m^me  fonction^  1 1 6a. 

InUrscendante» t  jce  que  c'est,  58C 
IrrationneUes  t  faire  disparaître  les  irratîon^ 

nelles  des  équations^  5i. 
Isopérimètres  (problème  dès)^  873. 


K 


Kram?  :  ses  idées  sur  le  Calcul  diiFéi|^ 
tiel  et  sa  notation^  83,  %jo  a*  — >-  Sa  i^B^ 
thode  de  dérivation  >  1  aa  > .  i3o,  —  /m^ 
cnpe  des  factoiietles^  d'abord  sous  le  nom 


^^facuHès  numériques,  ^%\  Note,  11 65 
Note,  —les  évalue  en  nombre^ «  iao4«-"- 
donne  une  table  des  valeurs  numériques 
de  Tîntégrdeyi— ««d^^  lasi  Note. 


La<gnt  calcule  le  rapport  du  dSamèttre  à  la 
circonférence,  fntr,  43»  — mesure  les  pe- 
tits angles  par  leur  tan^te,  fntr,  45* 

JLagrange  :  coibment  il  rend  convergentes 
fo  séries  logaritbmîques,  Intr,  a5,  36.  ♦— 
éclaircit  un  paradoxe  dans  les  formules 

'  diess*inus  et  coiinusd*arcs  multiples, /nfr. 
49»  ^— '  Sa  méthode  pour  reconnaître  les 
plus  grands^erme^  d'une  équation  à  deux 
variaibles,  fhtr.  61.  —  Sa  méthode  pour 
développer  les  fopctions  en  fractions  con- 
tinues ,  Intr,  66.  —  a  donné  un  procédé 
ppur  reconnaître  si  une  série  est  récur-* 

-  rente ,  Intr,  66  a.  —  Sa  méthode  pour  ré- 
soudre réquationjf**—ay"  ces  J'-P  1  r=ro, 
/ntr.  73,— Sa  manièx^aenvisagçr  le  Cal- 
cul différentiel,  3, 8 1  .-^Sa  démonstration 
du-théorèmede  Toylor,  16,  17.  —  Sa 
méthode  pour  trouver  toutes  les  différen- 
tielles d'une  fonction,  35-37.  —  Ré- 
flexions sur  les  changemens  qu  il  propose 
dans  la  notation  du  Calcul  différentiel , 
83.  —  Comparaison  de  celles  qu'il  a  em- 
ployées avec  celles  ffEaier  et  de  fTa- 
ring,  etc.,  8a,  83.  —  Ses  remarques  sur 
le  développement  de  cos  nx  et  sin  nx, 
99-101  ;  de  cosx*,  102.  —  Son  théo- 
rème pour  développer  les -fonctions  en 
séries,  a  09-1 13.  — ^  Ses  formulas  différen- 
tielles pour  résoudre  par  àpproxiination 
les  équations  numériques  à  deux  incoti- 
nues  y  117.-^  ramène  an  développement 
des  fonctions,  la  recherche  des  aifféren-* 
tielles  de  ^(y) ,  ày  n'étant  pa?»  constante, 
'^ag;  f  39  a.  —  Ses  remarques  sur  la  forai» 


de  la  «érie  de  Ta^lor,  i37,  iZya,  i38, 
i38  a.  —  Ce  qu'il  entend  par  puissance 
infinitièmey  i5i.  -—donne  les  «conditions 
des  maximums  et  minimums  des  fonc- 
tions de  plusieurs  variables  ,  166.  —  as- 
signe les  limites  des  restes  de  la  série 
de  Taylor,  169,  ii54,  u55.  -p-  Sa 
manière  d'appliquer  la  Calcul  différen- 
tiel aux  courbes ,  3o5 ,  3o6.  •<—  indiqitie 
des  limites  comprenant  l'arc  d'une^our- 
be^  fli5  seconde  Note,  et  pag.  634  du 
tom  .1X1. — envisage  l'exactitude  du  Calcul 
différentiel ,  coname  la  compensation  de 
deux  erreurs,  p.  643  du  tom.  QI;  discute 
un  reproche  fait  à  Newton  par  Jean  B^r- 
noulU ,  i258  a.  —  donne  les  formules  de 
la  transformation  des  coordonnées  dans 
l'espace,  5a9i,  393.  —  Formules  qu'il  sup- 
prime dans  la  3*  édition  de  sa  Mécianique 
analytique ,  39? a. -indique lesmovens 
de  déterminer  les  «quations  des  sucuces 
composées  de  lignes  d'une  natiure  dowée, 
342*  —  s'occupe  de  la  dififéreatiella  ^ns 
laquelle  «ntre  un  radical  du  second  degré, 
contenant  les  quatre  premières  puissances 
de  la  variable,  4o6*  ~i'^u^t  les  intégra- 
tions des  difFérens  termes  d'une  série  à 
un§  seule, 4^1.— s'occupe  du  dévelofH 
j>ement  de  la  fonction  (1  H- ©cos a)", 
464*  —  explique  un  paradoxe  sériés  inté- 
grales doubles  définies,  Baca*-— Satraios- 
forniation  des  intégrales  triples,  53i.— Sa 
démonstration  du  théorème  des  fonctions 
homogènes,  55 1 .  — Ses  remarques  sur  une 
démonstration  des  conditions    générales 
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tfmtégrabilité    des    fonctioos    différeB- 
tîelles,  557  Note.  —  promue  qa^une  équa- 
tion de  l'ordre  n  a  un  nombre  n  d'inté- 
craies  premières ,  Sga.  —  Sa  théorie  des 
équations  différentielles  du  premier  degré, 
ffio,  Ç24.  —  Sa  théorie  des  solutions  par- 
ticulières,  S35-639.  —  N^™  q^**l  ^^^ 
_  donne,  635  Note  y  G45.  —  distingue  le» 
solutions  particulières  doubles  et  triples  , 
641 .  —  Sa  méthode  pour  trouver  les  plu5 
grands  termes  d'une  équaftion ,  appliquée 
aux  équations  différentielles,  667.  —  a 
donné  une  théorie  des  fractions  continues, 
663.  —  Sa  méthode  de  la  variation  des  con- 
stantes arbitraires^  674  et  la  Note.  —  Ses 
considérations  géométriques  sur  les  solu- 
tions particulières  ,  G88 ,  G89.  —  Se^  re- 
marque^ Star  Te  problème  invers©  des  déve- 
loppées, 689  a. —  donne  une  méthode  pour 
obtenir  une  équation  primitive  entreles  va- 
riables de  deux  transcendantes  elliptiqQes, 
692-694.  —  donne  un  moyen  de  cons- 
truire ia  comparaison  des  arcs  elliptiques 
•     par  les  triangjis  spBéricmes,  70(),  710. 

—  ramène  llntégralion  des  équations  dif- 
ftrentiellesj)artielTes  du  premier  ordre  , 
où  les  coefnciens  différentiel»  ne  passent 
pas  le  premier  degré ,  à  celle  d'autant 
d'équations  différentielles  du  premier 
ordre ,  que  les  premières  contiennent  de 
variables,  moins  une,  73a,  7?5*  —  donne 
une  méthode  pour  ramener  les  équations 
différentielles  partielles  du  premier  opdre 
qui  passent  le  premier  deeré  par  rapport 

»  aux  coelficiens  différentiels,  .a  celles  de 
ce  degré ,  74o«  —  explique  un  paradoxe 
que  présente  ce  sujet,  747.  —  intègre  en 
séries  une  équafion  différentielle  partielle 
â  quatre  variables  qui  se  rapporte  au 
mouvement  des  fluides,  780.  -7-  Ses  re- 
marques sur  la  formation  des  équations 
différentielles  partielles,  791 ,  79a,  —  tk\t 
voir  que  ri^tégrate  complète  des  équa- 
tions diff^^rentiplTes  partielles  n  est  pas 
comprise  dans  l'intégrale  générale,  8o3. 

—  Sa  méthode  des  variations ,  8a5 ,  844" 
^8.  —  trouve  le  premier  réquation  de 
la  surface  dont  Taire  est  un  minimum , 
entre  des  limites  données ,  8^3  Note.  «— 
Ses  remarques  sur  les  caractères  dîstino- 
tiis  du  maximum  et  du  minimum  des  îih 
tégralés  définies,  S77.  —  donne  uAe  for- 
mule d^mterpolation ,  à  laquelle  on  peut 
appliquer  Tes  logarithmes,  908  *,  autre  for- 
mule, ibid.  -—  réduit  en  cafcul  la  méthode 


.  deMouton,.9iu— Saméffaodepdnrtrou' 
ver  tontes  les  différences  d'une  feneCîon , 
92^1 .  -»  remarque  Taiialogie  dee  puissan- 
ces avec  les  dilEéreiioes  et  le»  intégrales, 
^So,  970.—  Ses  reiBaiqae»8«r  la  série 

r—  i-f-  1  —  1-4-..., 
1 G 1 4  Note. — Ses  travaux  sur  les  équations 
aux  différences  du  premier  degré  à  deux  va- 
riables ,  io38-io4o.  — Sa  méthode  pofûr 
intégrer  les  équations  du  premier  Ceffk 
aux  différences  partielles  à  trois  variables, 
1084-ioga.  —  Séries  qu'il  nomme  récur- 
rente» doubles ,  1084.  —  donne  les  coef- 
«fens  des  puissances  dé  z  dans  le  déve- 
}pement  du  produit 
(i  —  flz)  (1  —  i»)  (i  — c*)  ete.  ^ 
lorsque  les  quantités  a^b^e^  etc.,  con- 
stituent  une  progression  par  diff<^rences> 
1 100  Note»,  —  Son  opinion  sur  la  nature 
des  fonctions  arbitraires  uni  complètent  le» 
intégrales  des  équation^mfférentieUes  par- 
tielles» 1^1  o3.  •— Questions  concernant  les 
maximums  et  les  minimums  des  poly-» 
gones ,  qu'il  a  résolues-  par  les  variatioDs, 
K 1 07 ,  1 108.  — *  donne  une  méthode  popr 
développer  le  terme  général  d'une  série 
récurrente,  sana  décomposeitson  dénomi-* 
nateur  en  facteur»  simples,  nni.  ^St% 
remarques  sur  les  précaudîkis  qu'il  faut 
apporter   dans   l'emploi  des    méthodes 
d'approximation,.  iz57. 
Lahire  prouve  qu'une  courbe  qnelcon^e 
peut  touyours  être  considérée  comme  une 
roulette,  a65^ 
Lambert  s'occupe  des  sinus  et  des  cosinus, 
hyperboliques ,  48^*  ***  Remarque  qu'il 
fait  sur  les  nombres  premier^  1 1 98  Note. 
Lamé  !  équations  qu'il  donne  de  la  para- 
bole et  de  l'hyperbole,  naS  a.  —  Son 
équation  du  plan ,  nyo  a» 
Lancret  t  ses  remarques  sur  \e  développe- 
ment des  courbes  à  double  courbure , 
555,  355  a»  356.  —  Ce  qu'il  nomme  sur- 
face rectifiante  d'une  courbe  à  double 
courbure,.  S64. 
Lanien  donne  un  déveloimement  singulier 
du  logarithme  en  série,  fntr.  33  a.  —  Son 
anafyse  des  résidus  citée ,  8  r.  — ^^  Sa  nota- 
tion, 83.  —  exprime  l'arc  hypêrBoliqne 
par  les  arcs  elfiptitjues ,  5c^ —  Sa  table 
des  intéeralea  définies ,  la  1 7. 
Laplace  :  démonstration  qu'il  aonne  du  théo- 
rème de  Lagrange^  107.  —  Son  âiéorème 
pour  développer  en  série  une  fonction  da 
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Attûi    (Tdantités    déterminées   par  deux 
éqtiafîontf  à  trois  variables^  lûB.  •—  Son 
théorème  pour  déyelopper  une  fonction 
dejcdoatae6  par  àHe  ématioii  quelconque 
entre  a;  et  v ,  iai«.  *^C^  qu*n  entend  par 
plan  inwanablej  sAg  NoU.^^^Sa.  démons- 
tration du  principe  de  la  coiapositiôn  dta 
forces^  oîtee ,  547.  «^  Sa  méthode  pour 
intégrer  les  équations  différentielles  du 
premier. degré ,  6ai.  -^  nomme  soiutions^ 
particuliètes  ce  que.  Lagrange  appelle  in- 
tégrales particulières^  G35  Acte.  —  Com- / 
ment  il  déten^ine  les  solutions  particu-* 
liéres ,  645.  —  Ses  recherches  sur  les 
inégalités  de  Jupiter  et  de  Saturne,  citées,, 
675.  -—  Se9  transformations  successiyes^ 
des  équationB  différentielles  partielle.s  du 
second  ordre  et  du  uremier  degré,  7G7- 
769.  •''-^  Séries  générales  qu'il  eniploie  pour 
intégrer  les  Àiuations  difFénsntreHes  par* 
.  tielles  dn  second  ordre  et  du  premier  de^ 
gré,  784-787.  •— prouve  qu'une  seule  des 
tonctioîM  armtrairés  doit  rester  sous  le 
siane  /,  787.  •>«- donne  une  méthode  pour 
déterminer  les  fonctions  arbitraires  qui 
entrent  dans  Tintégrale  de  Féquation  dif- 
férentielle partielle  du  premier  degré  du 
sedbnd  or&e  et  à  trois  Tariables  ,  8c56. 
*~  Ses  démonstrations  des  théorèmes  de 
Wilson  et  de  Fermât,  sur  les  nombres 
premiers,  887  a,  —  Notation  qu*il  em- 
ploie dans  une  formule  générale  d'inter- 
polation, 9o3.  — •  donne  1  expression  de  la 
diiFnence  d'un  produit,  930.  -«-  prouve 
l'analogie  des  piussanees  avec  les  diffé- 
rences et  avec  les  intégrales,  gSr ,  970. 
—  employé  les  expressions  deâ  différent 
tieHes  par  les  différences,  pour  détermi- 
ner l'orbite  des  comètes,  938  Note,  -* 
donne  un  développement  de  S"a*y ,  96^. 
.  •—  trouve  l'expression  eénérale  des  coei& 
ciens  numériques  dn  développement  de 
211,973-976.  «-^Formule  qu'il  donne  pour 
la  madciature  nœnérique  des  courbes, 
icaS.  --<-  Sa  méthode  pour  intégrer  les 
équations  du*  premier  degré  à  coeificiens 
variables,  1 045-^1050.  -^  convertit  en 
r  fraction  continue  une  équation  dn  se- 
cond ordre  aux  différences ,  1  o55.  -*  Son 
procédé  pour  intégrer  les  équations  aux 
•  différences ,  dans  lesquelles  la  différence 
de  la  variable  indépendante  n*est   pas 
constante,  io56.  —  s'occupe  des  équa- 
tions rentrantes  ,    io63.  —  intègre  des 
équations  aux  différencei'partiellés  âcoef- 


ficiens  variables ,   ^094»  -**  ekafuiue  la 
nature  dos  fonctions  arbitraires  jqui  coxh'' 
plètent  les  intégrales  des.  équations  diffé-« 
tentielles  partielles ,   1  i«i  -^  1 1  o3.  *—  Sa 
théor\f  des  fonctions  génératrices ,  ,1 109^ 
*^  donne  des  formules  pour  exprimer  les 
'    différences ,.  les  différentielles  et  les  inté- 
grales de  la  fonction  a'y^y  1 127  ;  des  pro-< 
duits ,  1  ia8-i  i33.  «—  Artifice  d'onalpe 
par  lequel  il  somme  quelques  séiiea,  11 5fl 
Kot0,* —  Comment  il  exprime  )e»aoniiDes 
.  des  restes  de  la  série  de  Taylor  ,  1 156  ] 
d'une  autre  série  divergente ,  1 157.  r^  Ses 
recherches  sur  les  intégraks    définie»  , 
'  iao5-iâ09,.idii.  -r-jSes  recherches  sut 
l'évaluation  dès  fonctions  de  grands  nom- 
bres, I3i8-i2;i;a3.— -api^iqu^lesâutépraka 
définies  à  la  résolution,  des  équaticou  dif- 
férentielles partielles  4  trois  variables , 
1^3-1245,  1  a47« -adonne  une  médiode 
pour  ramener  à  it&  intégrales  définies^  des 
'  lonctions  données  par  des  équations,  ftux 
différences  et  des  équations  différeutîeUes, 
ia5i-^a5&«  *—  donne,  par  des  intégrales 
'  définies^  les  expressions  des  différentielles 
et  des  diffêrencea  de  la  fonction  ot^,  .1  aBB^ 
—  «''occupe  des  équatipnsuaux  différences 
mêlées.  laSb,  lâbS.       1 
Z.aveméae/ ses  formules  pout  ^calculer  le» 
logarithmes,  Intr.^  3a,  p.  604  du  tom.  01. 
Leftendre  :  son  opinion  sur  l'eidploi  4es  firac- 
'  tiôns  continues ,  tnXr,  66  a.  -^  <ûl»et  les 
'  parenthèses  dans/  les  différentielles,  par- 
tielles, 8d«  — ^rapporte^Ja  dém<âittr^f>n 
du  théorème  de  Buri^aon ,  1 13  «t.  <*^a'oo-« 
cupe  de  la  différentielle  dans  laquelle 
entre  un  radical  du  second  degré.,  conte- 
nant les  quatre  premières  puissances  de  la 
variable,  406,  407.  •-—  Ses  considérations 
sur  les  arcs  d'ellipse  et  d'hjrperbob  ,607 , 
509,  5ii ,  697-708,  7 u.-— ramène  aux 
transcendantes  elliptiques,  la  quadrature 
de  l'ellipsoïde,  5^9  a.  -~  fait  usage  de  la 
transformation  des  intégrales  ^doubles  .et 
triples,  53i.  --*-   Transformatiotk.  qu'il 
donne  d'une  équation  du  premier  degré 
d'un  ordre  quelconque,  6 i4«*-*Hemaique 
oti'il  fait  sur  une  solution  p^rtiariièw, 
046.  —  Sa  méthode  pour  trouver  les  oo- 
luttons  particulières  des  équations.diflHé- 
rentieltes ,  65o,  65x.  -^  perfectionne  .la 
construction  des.  courbes  donnée^  parwe 
équation  entre  T^rç  et  le  çoefikient  diffé- 
rentiel de  Tordonnée,  679.-— doime  une 
méthode  pour  intégrer  les  équations  diff^« 
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,  resdeilet^partiâhM  da  premier  ordre  à 
trois  ^riabtefl  ,  J^  /Vête,  746.  —  Sa 
méthode  pourinté^er  Tes  équations  difTé- 

:  cestieQ^a  partielles  du  premier  degré, 

.  769,  770.~Trajï9formabonrqti'!l  donne 
pour  intégrer  les  équations  différentielle» 
fmtielles  du  aeoond  ordr^  qnî  passent  le 
pcemier  degré  par  rapport  tù%  coéiln^ena 
dià  premiJBroraFe,773,  *f7^\  ou  qui  ûe 

.^  contMtienf  i]«e  éëinc  éû  second,  et  au* 
éelà d«  |>r0ttiiQi' degré,  775.  —Son  mé- 
moire  sur  les  caractères  qtit  distingnentle 

'  maximumàà  mihimUm  &ns  tes  ;irtégra1es 
déBnies,  877.  -^dohne  une  expression  des 

-:  idiiféreiiee»  du  sfiéiis;  9(^5}  -^  a  cfoncoutu 
:à  la  eonstmotiofi  ûts  grandes  talbléis  tri- 
ffoaoniétnques  du  système  décimal ,.  8^5 
Jfole*  —  Séries  qn*il  a  irôninlées  aemi^ 

.  ix^wargènitx  y  iooO;' —  ïôrlnnle  qu*il 
doône  pour  la  qiràfdrature  'numérique  des 
jeombes,  *a3i.  —Traite  les  factorielles 

:  par  des  intégrales  définies  ,  1 16S,  iâo5 , 

.11104 ;  noiti  qu'il  leur  donne,  z5za.  Note.  , 

«.  *-«»  intégrales  qu'il  nomme  Éi^fériennes , 
1170  Note,  1 19g  Pfote:  -*- Se$  jeclierclies 
.  SI»:  lés  intégrales  définies  ,,  Ï171 ,  ^^7i> 
ia^a^3i7.  —Ses  travaux  ^r  les  inté- 
grales définies  qui  se  ramènent  aux  trans^ 
ceadaDtad^elliptSqoes ,  1175.  -^  Intégrale 
.  définie  don*  u  rapporte  la  découverte  à 
.Eiiler>  «oBi— Ses  remarques  sur  les  in- 
tégrales -fbnottons  de  grands  nombres , 
lasi.  —  Ses  remarques  sur  f  évaluation 
dès  dMTér^ces  d^in  ordre  élevé,   Î255. 

hàibnkz  t  «es  idées  sur  Panalyse  combina^ 

•  toîre,  //i<nao  *,  1  ai.  — ^  Sa  cbutrover^e  avec 
Jean  BemoulH ,  ^strr  les  logarithmes  des 

.  nombi^es  néeatifs,  /nir.  63. -^  Ses  idées 
'  «iir  U  Calcul  difl^rentiel ,  82.  —  Sa  nota- 
.  lion  doit  ^t  -cènservée ,  8a ,  83.  —  Sa 

«aaniètn  d^apptiquer  le  Calcul  diUBéreh- 
.itial4M)t tourbes;  s^S^,  ^57.  ^  Saméta- 

phyviqtie  sur  cette  appdîcatton,  af56  et  la 
'  •i>toto-^--<lrigîiifeqû*fl  donnfe-au  Calcul  in- 
. .  tépal ,  36Ç.  —  Son .  théorème  pour  dîffé- 

rwrtrwr  sou»  le  siçne  /,  546  A^o^e.  —  Ce 
V  qo'il  mlend  rpar  fnterscendante ,  586»  — 
,  ne  M&liaitBaît  pas  bien  l'étendue  et  la  na- 

•  «ute  àeB  întégM^  dés  éouations ,  688.  — 
Sei^idées  sur  4'ai^alo^e  des  différentielles 

..  etdas  intégrales  avfec  le!s^uis!ianceâ^^70. 
•^Si^  remarques  sur  1)^  séjrîe  '     ' 

ï-.r4.k-ï-4-'étc.; 
.  roi4  iVotr. 
Lentniscate  /  courbe  dont  la  reetificatioii.  a 


conduit  à  la  compacai^n  dea  ItaMoea- 
dàntes,  711. 

£.e£e//s'occttpedei  oonditÎQDsgéBéffalesd'in' 
tégrabilité  des  foBCtiims  différeotielles , 
557  Note.  -«-.Sclàirdt  une  difimlté  agi- 
tée entre  SnUr. et  Daniel  Beraouili,  sur 
les  limite^  dea.âérka  desimiaétde  coâ- 
Bus,  ioi4*< 
llMâpàul  recoanaît  l'existence  du  rebrous- 

sèment  de  la  seconde  espèce^  334. 
LhuMîer:  son' équation  du  plan,  S169  Note, 
•—►Sa  méthode  pour  décomposer  les  ex- 
ponentielles en  facteurs  y  1189*1191. 
Lignes  :  comment  les  divec^^  cîrcoDstances 
du  cours  d'une  ligne  sont  ej^nmées  par 
son  éauatipn  »  1 74*  -^  Dic^isioa  des  lignes 
.  en  orales  e^  en^nres,  ibifL  -^Derorare 
r  :  leur  équation  ^énépale,.  184-'— du  se- 
cond ordre ,    leur  «éouatioo  ^aérala , 
.1 93  ;  leur  équation  diiTeceiitieUe  içéoérale, 
634  a.  —  du  troisième  ordre  :  Imt  équa- 
tion, générale  ;   principes .  fçénéranx  de 
leur  enumératioo ,  i^^.  r^  Diffionlté  sur 
le  nombre  de  points -qui  dotftriuiaaent  une 
courbe  d'un  owfi  quelcofHiue^  196  Note^ 
—  osculatric^  >,  a  1^8  ;.  l^r  «détermîi&tion 
'  par  les  limites^  22994  S^a.  —  Relation 
des  angles  qu*une  droite  fait  avec  les  ^noîs 
axes  des  coordonnées  ^  269  ,  ^169  a.  — 
Définition  delà  ligne  drojHe,  elson  équa- 
tion, 269  Note.  —  Equation»  de  la  ligne 
droite  dans  llesM^jî,  073,  378.  -*-  Con- 
ditions auxquelles  on  recomuot  que  deux 
lignes  droitiBs  se  coupent  dans  l'espace , 
5276,  377.  — ^  Eqmtioni  4e  deux  lignes 
droites  parallèles  entr'elles  dass  Tespace, 
277,  379,  fl7i)«-  — *  Détermination  des 
équations  de  la  l^ne  droite  oui  passe 
par  deux  points  donnés  dans  l'espace , 
378.  -7  équations  de  la  li§qe  drette  per- 
pendiculaire à  un  plan^-aSo.  ««-Détenni** 
nation  de  ki  droite  p^]^endicttl«ire  à  un 
plan ,  par  W  considâratÎQn  du  mnôntim, 
28 1 .  —  Qétermination  de  l'angle  que  font 
entr'^lles  deux  lignes  droites  dans'  l'es- 
pace ,  ,2184  «  a94^*  '^  Aoj^le  d'une  droite 
et  d'jin  plaUf  aSÇ,.  «— DetemnoatioD  de 
la  pli^,. courte  4i«taQ0e  de  deox  lignes 
droites  dans  f espace,  387.  — Xiignes  de 
plus  gpanda  pente  d*tinf  aiiiËice,  Sig, 
019  a.-— ^de-courburéj  3[j»7. —  de  cour* 
bure  des  surface^  du  s,econd  dagré,  ibid.  ; 
leur  équationi   633,  633 iz.  —  Ligaes 
singulières,  Sag ,  3290,  34i-  —  Ligr.e 
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de  courbure  »pliériqae,  Sag  a,  •>-»-  de 
striction  y  34a  <i.  —  Ligne  .formée  par 
une  droite  enveloppée  sur  une  surface  co- 
nique quelconque,  son  écfuàtion^  SSg. 
— -  La  ligne  formée  par  un  ul  plié  libre- 
ment sur  une  surface,  est  la  plus  courte 
qu*on  puisse  mener  entre  deux  de  ses 
points,  363 »  8]4«  — '  Ligne  aéodésique, 
o63  Note,  -»  Equations  générales  de  la 
ligne  la  plus  courte  entre  decuE  points  sur 
une  surtace  de  révolution ,  804*  "^  dé- 
termination, parle  calcul  des  vai^iations, 
de  la  li^e  la  plus  courte ,  entre  deux 
points  sur  un  plan,  829,  836 j  858.;  entre 
deux  points  de  l'espace,  840  v  entre  defix 
points  placés  sur  tine  surface  courbe,  pnXxe 
deux  courbes  données  sur  une  surface , 
841. 

Limites:  leurdéfinition^  Intr,  io.«^£xaQiçn 
d*une  objection  faite  contre  la  méthode 
des  limites,  Intr.  10,  11.  «^  Recherche 
des  limites  des  fonctions  algébriques»  Intr. 
II.  —  t^ropositions  qîii  servent  de  base  .à 
la  théorie  des  limites,  Intr.  11,  40;-^ 
Une  fonction  peut  avoir  deux  espèces  de 
limites ,  les  unes  relatives  à  Taccrciisee- 
ment  de  la  variable,  ft  les  autres  ^  son 
décroissement,  Jntr,  m,  i3.  «^Méthode 
des  limites,  4 >  81.  -^  des  courbes,  180; 
leur  détermination  par  le  Calcul  différen- 
tiel» a3o,  aSi.'—  Application  des  limit;«s 
à  la  recherche  des  lignes  osculatrices,  ns^, 
aag  <i«  —  d*une  intégrale,  471  •  —  Re- 
cherche des  limites  Sts  séries ,  au  moyen 
des  intégrales,  ii43,  ii44>  i>4.9*iiS7* 

lÀnéaire^  note  sur  ce  mot,  66a. 

Logarithmes  /  leur  développement,  iHtr,  aS, 
a6  >  33,  33  a ,  34  ;  par  les  progressions  et 
les  limites,  Jntr,  36.  — Moyens  de  rendra 
.  plus  convergent  le  développement  de  la 
.lonction  logarithmique,  Intr.  a5,  a6,  ^9, 
3i,  3à.  —  Limite  d*un  Ipgâridime,  Jntt. 
a6.  —'Logarithmes  népélriens  :  leur  défini- 
tion ,  Jnir,  37  ;  répandetit  aux  aires  de 
Thyperbole  équilatère ,  400.  —  hyperbo- 
liques,  Jntr.  aj.  — -  Méthk>de  de  Briggs 


.  pourobtclnirJeslof^HiimesdèsAQibbresv 
ibid.  -—  Pourquoi  le  développement  de 
lu  ne  précède  pas  suri  vaut  les  ^puissafn- 
ces  de  u ,  Inir.  ^.  —  Expression  des  lo- 
garithmea  des  quantités  imaginaires,  Jntr. 
Si .  —  Un  même  nombre  a,  dans  chaque 
système,  une  infinité  de  logarithmes  dont 
un  seul  est  réel,  ibid.  —  des  nombres  né- 
gatifs sont  imaçbaires,  Jntr.  81  ,  Sa , 
Bu  a,  —  Leur  différentiation  i3.  -1- Dé- 
veloppement de  1  (a*f-a?),  par  le  moyen 
du  Calcul  fifPérèntîel,  86;  du  Calcul  in- 
tégral ,  4^4'>  P^r  ^^^  fraction  continue  , 

•  6bq.  -^  Maximum  du  rapport  du  loga- 
"ritlimeau  n^mbr»,  i6d,  16a  a.  —  Leur 
-înté^ation,  4^7-4^0.  —  Logarithmes 
.  ordiuairet  :  répondent  aux  aires  d'une  hy- 
perbole dont  les  asyi^ptotes  font  éntr'elfes 

'  un  angle  ai^,  49>  *  "^  àea  nombres  néga- 
t)&  :  ne  feraient  pas  un  système  continu 
avec  ceux  des  nombres  positifs,  49 s>  i^^9* 
-^des  nombres  p08i;tffs  et  des  isombres  né^ 

•  gatifè  t  difilcultéde  prouver  leer  existence 

•  simultanée  par  la  considération  des  cour- 
bes et  de9 solides,  517.  —  Leurs  proprié- 
tés déduites  de  la  compailraison  de  deux 
dliférentielles  losarilhmiques  ,■-  650;  — 
Marche  de  leurs  dîfFéfences,  880.  —  For- 
mation des  tables  de  logarithmes,  pAr 
leurâ  différences,  88q.  *-*  Sommation  des 
logarithmes  des  nombres  naturels,  1008, 
loog.  —  Logaifitbme  intégral  :  ce  que 
c'est,  laSi.  ' 

Ijosarithmique  :  son    équatioB ,    a4&«  *- 
Moyena  de  la  coaetrnire,  «4^  u,  677*  «^  . 
Sa  soutangente ,  sa  normale,  sa  aounor- 
male  et  son  rayon  de  courbure ,  a43«  — - 
Son  aire ,  497-  ■ 

Ixigo-^hgarithme  :  c^  que  c'est,  ia3i  Note. 

Jjorgnt^}  formule  qu'il  donne  pour  obtenir 
les  .valeurs  des  intégrales  par  les<  diffé- 
rences ,  ou  les  aires  de  courbes  paf  les 
différences  des  ordonnées  équi-distantes. , 
ioa9.  — *  Ses  formules  pout  sommer  les  se* 
ries  des  puissances  négatives  des  nombres. 


M 


MACHIK  :  sa  méthode  pour  Calculer  la  tan- 
gente ^  l'arc  de  45^,  Jntr.  44- 

Mactaurin  :  son  théorème  pour  le  dévelop- 
pèmelit  des  fonctions ,  84  >  84  a ,  1  o3.'  -«- 
Son  procédé  pour  décomposer  les  frao- 
tîons  taidotinelles  ^  376.  »-  Expressions  en 


différences  ,  analogues  à  son  tbéorèm^ , 

9a6. 
Malus  r  sa  théorie  de  la  réfraction  et  4e  la- 

réfleucn ,   citée ,  3a7. 
Maseres  rapporte  des  n^rraules  de  Machin. 

,f^oy€A  Machin. 
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Mascheroni  /  aes  rechérchet  sur  k  traasceii- 

dante  / ,  laa^-^iaag,  ia3i  Note, 

1  aSi.  ««donne  une  expression  plus  exacte 
•de  la  limita  de  la  série  diyergente 
1  — i^fl'-^  i.a.S'— etc,  1227. 

Mauduit  ;  r98»emh\Q  les  expressions  de  si- 
nus et  cosinus  des  arcs  mnltiples>  IiUr,  5b. 

Maupettuis  détermine  les  courba  de  pour* 
suite,  68g, 

Maurice  :  sa  méthode  pour  compléter  les 

^  intégrales  des  équations  différentielles  du 

premier  degré  oans  certains  cas ,  606  a* 

Maximums  et  minimums  des  fonctioas 
d'une  yariable,  154-1649  ^^4  Noté,  •*- 
Conditions  générales  qui  les  déterminent, 
i55,  iSo.  —  des  fonctions  de  plusieurs 
variables  y  i65-i68,  166  a.  *—  des  or- 
données de»  courbes»  aSo.  -—  Usage  de 
la  méthode  des  maximums  et  minimums 
pour  déterminer  la  perpendiculaire  à  un 
plan»  aSi;  pour  trouyerla  plus  courte 
distance  de  deux  droites  dans  Tespaoe, 
^87.  —  des  rayons  de  courbure  des  sur- 
faces» 3a  1;  Qe  leurs  ordonnées»  Sag» 
Sa^  a.  »—  des  intégrales  définies.  F'oyéL 
Intégrales  df/inies.  —  des  intégrales  aux 
differencesi  1  io5-i  108  ;  analogie  de  leur 
détermination  ayep  les  équations  de  con<- 
dition  relatiyes  à  Tintégrabilité  des  fonç^ 
tious  aux  différences  »  1  io5* 

Métaphysique  :  abus  de  la  métaphysique  en 
Mathématiques  »  49^« 

Meusfiier  ;  sas  rexaannies  sur  la  courbure 
des  surfaces  »  Sa^i  ^07  a. 

Milieu  antre  deux  expressions  :  dans  quel 
cas  il  approche  de  la  yérité»  473  a. 

Module  :  ce  que  c  est  qu'un  module  loga* 
rithmique»  /«/r.  37,  —  Propriété  remar- 
quable de  ce  noitibre»  18a»  163  a.  —est 
ie  sinus  de  l'angle  des  asymptotes  d'pnfe 
hyperbole,  i^\, 

Mowre  :  sa  formule  pour  élever  tin  poly- 
nôme à  une  puissance  quelconque»  Intr. 
Ao.  —  Lemme  remarquable  qu'il  donne  » 
Jntr,  48  a,  — <-  donne  la  loi  de  la  formule 
|lu  retour  de^  suites  »  Intr.  69.  —  Exten- 
sion qu'il  donne  au  théorème  de  Côtes  ^ 
Intr,  76.  —  Relation  qu'il  assigne  aux 
nombres  de  Bemonlli ,  96 1 . 

Monge  :  sa  théorie  des  surfaces  courbes  et 
des  courbes  à  double  courbure,  tom.  I» 
p.  Soi.  —  Ce  qu'il  nomme  traces  d'un 
plan»  ùji.  r^  doiMie  la  signifiçatioff  géo- 


métrique des  termes  de  Texpression  d*une 
inconnue  dans  les  équations  du  premier 
degré ,  274.  —  Formules  qu'il  donne 
pour  la  transformation  des  coordonnées 
dans  l'espace,  ago,  '293»  293  a.  —  Ce 
qu'il  entend  par  ligne  de  courbure  sphé- 
tique ,  3sg  a.  -^  détermine  les  sintaces 
fimîtes  par  leurs  caractéristiques ,  33fi.  — 
Comment  il  présente  les  surfaces  déyelop- 
pables ,  539  ;  en  détermine  l'arête  de  re- 
broussement»  ibid,  —  Ce  qu'il  entend  par 
i^ne  de  striction,  34^  a.  —  Son  procédé 
pour  éliminer  les  fonctions  arbitraires» 
S43. — a  donné  une  théorie  des  courbes  i 
double  courbure ,  348.  —  Sa  détermina- 
tion des  surEaces  déyeloppables  qui  ont 
pour  arête  de  rebroussement  une  famille 
de  courbes  liées  par  une  propriété  com* 
mune  »  385  a.  —  Ses  remarques  sut  les 
lignes  de  courbure  des  surfaces  du  second 
degré,  633, 633  a.  —  donhe  une  méthode 
ponr  intégrer  les  équations  où  les  différen- 
tielles passent  le  premier  degré  »  634'» 
634a.  «-^faityoir  qu'aucune  des  équations 
'  i  trois  yariables  n'est  réellement  aosurde» 
'  714  '»  qu^elIes  ont  des  solutions  générales» 
808.  —ramène  Tintéeration  des  équations 
différentielles  partielles  du  premier  orAre, 
où  les  ooeiBciens  différentiels  ne  passent 
pas  le  premier  degré ,  à  celle  d'autant  d*é« 
quations  différentielles  du  premier  ordre , 
que  les  premières  contiennent  de  yariables» 
moins  une ,  734*  '—  Leçons  qu'il  donne 
sur  ae  sujet  »  734  ^o^  >  ^^  1^  ^<^^  îo^ii- 
quéè  p«-70a  au  tom.  III.  •—  Son  procédé 
pour  intégrer  les  équations  différentielles 
partielles  des  ordres  supérieurs»  752-763. 
—  Liaison  des  surfaces  qu'il  nomme  ré- 
ciproques» 77a  a.  <•—  Comment  il  a  intégré 
réqnation  différentielle  pàrtieUe  de  la  sur- 
face donti'aire  est  un  minimum,  774.  — * 
Ses  constructions  des  intégralear  des  équa- 
tions différentielles  partielles»  798»  799» 
'80a»  do5.  i^—  intègre  l'équation  des  sur- 
faces équiralentes  au  plan  »  801 . — regar- 
dait l'intégration  des  équations  différen- 
tielles »  dites  absurdes ,  comme  la  clef  de 
!  pelle  des  équations  différentielles  par- 
tielles^ 8 11  a.— découyre  une  correspon- 
dance entre  les  équations  difTérentieiles 
partielles  du  premier  ordre  »  et  les  éi^a- 
tions  différentielles  de  cet  ordre ,  qui  ne 
satisfont  pas  aux  conditions  d%itégnibi-f 
lité»  81 5.  —  Résultat  qu'il  obtient  relatif 
yemeot  aux  équations  -diffvérealîcllas  di) 
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second  ordre,  qui  ne  satisfont  pas  aux 
conditions  d*intégrabilité ,  818.  —  Ses 
considérations  sur  les  surfaces  dévelop- 
pables  circonscrites  à  la  sphère  et  sur 
leurs  arêtes  de  rebroussement,  8âa.  — - 
CommenHl  détermine  les  fonctions  arbi- 
traires f/^^- 1 06 1 .  -T-  Ses  remarques  sur 
les  diverses  intégrales  dcmt  est  suscep- 
tible une  même  équation  aux  différences , 
X076.  —  Son  opinion  sur  les  fonctions  ar- 


bitraires qui  complètent  les  intégrales  det 
équations  différentielles  partielles ,  1 1  o3. 

Montuclà:  ses  remarques  sur  le  problème 
de  J^iviani,  54^. 

Mouton  !  sa  méthode  d'interpolation  »  .910^ 
91a  ;  réduite  en  formule,  par  Lagrange  et 
par  Prony,  91 1  ;  au  moyen  de  1  analogie 
des  puissances  avec  les  différences ,  9^0. 

MuUer  donne  une  formule  pour  calculer  les 
logarithmes^  Intr.  Z2,  p.  604  du  tom.  III. 


N 


Nappes  des  surfaces  courbes  :  leur  défini-- 
tion ,  298. 

TfeiL  J^oyez  Van  Heuraet, 

Neper,  inventeur  des  logarithmes  »  /n/r.  Sk^, 

Newton  f  sa  formule  du  binôme,  ïntr,  17  ; 
jr  arrive  par  induction  >  fntr.  49*  *—  ^a 
méthode  pour  le  retour  des  suites ,  Intr. 
B8.  -^  Son  parallélogramme  analytique, 
Intr.  60.  —  Sa  méthode  des  substitutions 

'  suceessives ,  Intr.  64  'i  appliquée  à  Tinté* 
gnation  des  équations  dlifféreniielles  par 
approximation ,  673.  —  Ses  idées  sur  le 
Calcul  différentiel^  81  • — Sa  notation,  83. 
—Son  théorème  sur  les  racines  des  équa- 
tions, 96,  137.  — divise  les  lignes  en  or- 
dres et  les  courbes  en  genres ,  174*  -*-  &it 
rénumération  des  lignes  dii  troisième 
ordre,  fio4>  —  donne  la  limite  du  rapport 
entre  un  arc  et  sa  corde,  ai5  Note,  — *  in-* 
dique  mal  les  fluxions  on  différenti^es 
des  ordres  supérieurs,  s58  a.  — *  donne  une 
construction  pour  la  multiplication  des 
angles ,  710  et  la  Note.  —  a  indiqué  une 
manière  de  résoudre  les  équations  diffé- 
rentielles i  plus  de  deux  variables ,  808. 
— •  déterminé  la  surface  de  révolution  qui 
ébrouvè  la  moindre  résistanoo  de  la  part 

■    d-un  fluide ,  867  Note. 

Nœud  ^vLue  courbe ,  181  •       ' 


Nombre  exprimé  par  son  logarithme ,  Intr, 
a8.  —  Tout  nombre  exprimé  en  chiffre* 
revient  à  une  série  ordonnée  suivant  les- 
puissances  de  10,  Intr.  60  A^o^e. 

Nombres  entiers  :  leur  décomposition  en 
parties  entières ,  1 193-1 195. 

Nombres  figurés  (suites  des)  :  leur  somma- 
tion, 991. 

Nombres  premiers  .*  démonstration  des  théo- 
rèmes de  Wilson  et  de  Fermât  sur  ces 
nombres ,  887  a,  —  Propriété  de  ces 
nombres ,  11 96  Note. 

Nombres 6e  Bernoulli  :  leur  origine,  95 1, 
—  Leurs  relations ,  gBa ,  986  Note.  — 
Leur  terme  général,  976,  977  a.  —  Va- 
leurs des  huit  premiers  en  décimales, 
1001 .  —  Leur  liaison  avec  la  somme  des 
suites  des  puissances  négatives  des  nom- 
bres naturels,  ioô5, 1006,  1 187.  —  Leur 
interpolation,  lOoG,  1006a. 

Normale  d'une  courbe  :  son  équation,  a  12. 
—»  Expression  de  sa  longneiir,  ibid.  —  des 
surfaces  courbes,  ses  équations,  5i  7,326, 

Notation  du  Calcul  différentiel  :  inconvé-*- 
nient  de  la  changer,  8a,  83;  celle  de 
Léibnitz  perfectionnée  par  Fontaine,  83; 
sa  comparaison  avec  celles  d*£uler,  de 
Warinff,  de  Lagrange,  etc.,  8a,  83.*— 
Nouvelle  notation  d'EuIer^  83  a. 


Ombres  :  solution  analytique  des  problèmes 
relatifs  à  la  détermination  des  ombres , 
339.- 

Ordonnées  •*  l'ordonnée  d'une  courbe  est  le 
coefficient  différentif»l  de  son  aire  ,217. 
-^  des  polygones  d'un  nombre  infini  de 
côtés;  leurs  différences  successives  repré-* 
nentent  les  différentielles  ^  a58.  -<-  deé 

5. 


paraboles  osculalrices  :  leurs  différences 
expriment  les  termes  du  développement 
de{(jv  +  b)f  219,  219a. 

Osculation  des  courbes ,  218,  222.  Voyet 
Lignes  osculatrices. 

OseulaUon  des  branches  d'une  courbe  |  i88j 
208,  ao2  a. 

96 
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PaoLi  donne  des  femmlei  dîfféraitieliM 
pour  résoudre  les  équations  >  i  iS*ini.  «- 

•  Sa  médiode  pour  développer  ^fenclHMas 
de  poifnomes  i  aS- 1  a6.  —  See  rei[ian{iies 
sur  rintrodaction  desfonctkiBs  «bhrakes, 
dans  l'intégrale  d^Bne  écnatkm  différen- 
tielie  partidle  du  bcoom  mdie,  781.  -*-  * 
Ses  remarques  sur  les  éclations  dflTérui* 
tielles  à  trou  yariables  cnii  ne  satisfont 
pas  aux  conditions  d'intégrabilité ,  81 1. 

—  Ses  Elemenù  d'Jlgebra  cités  ,  ibid, 

—  Ses  remarques  sur  Tiotégratioa  des 
équations  différentielles  du  second  ordre  » 
qui  ne  satisfont  pas  aux  conditions  d'inté- 
grabîlité,  818.  —  Ses  remarques  sur  une 
équation  du  premier  degré  aux  différences, 
dans  laqudle  la  fflEérenee  de  laTariaîble 
indépendante  nesl  pas  constante,  loSy. 
>— ^cherdM  le  factev  propre  à  rodre  in- 
tégrables  les  équations  du  prcsnier  degré 
aux  différences,  1  oGâ.  — intègre  des  équa- 
tions aux  différences  dont  l'oiAre  d^iend 
d*nne  des  variables,  1 098, 1099.  ^*  donne 
une  manière  partiôilière  de  convertir  les 
firactioBs  Fatioanelles  en  séries,  1 100  A ol». 

—  ramène  â  Vintéeratîon  d*éqiiati<msanx 
dîflfêrenees  paitieUes ,  la  décomposition 
des  sombres  entiers  en  parties  entières , 
1 195.  —  Ses  recheidics  sur  les  équations 
aux  différences  mêlées  ^  1  a68. 

Panbok  i  sa  développée ,  &n8.  —  £fna- 
tion  nouTeOe  de  la  parabole,  na8«.  — 

Sa  rectification, Soo. — eagndreuivolnaie 
dont  rexpression  offire  un  dé£int  de  con- 
tmnilê  dans  le  paswgje  des  différeaticUes 
aux  intégrales ,  Siy. 

Paraboles  :  leur  uàagie  pour  évnlner  les  in- 
tégrales aux  différences,  47^»  ios5-ioa8. 

—  Leur  quadrature ,  4^*  —  Leur  recti- 
ficatioB ,  Dco,  5cc  a.  —  Leur  usage  pow 
Interpolation  des  suites ,  898. 

Paraifoks  oscnlatriccs ,  9i8.  —  Les  diffè- 
renns  de  Icms  cvdoûnées  exprimciÉt  les 
termes  ssccessi&  de  la  série  de  Tarlor, 
ni9 ,  919  «.  —  Leur  osa^  pour  érahser 
pv  appraÙMitioB  ks  iute^idcs  définiesy 
4^.  —  Lear  v^  pour  ceMtrvve  les 

€So. 
Paraha^^fiim  elBptîqoe^  Soj.  —  Iqrperbo- 
Kqne»  3ic. 

qmb  partagé  ca  cases ,  ponr  fofw 
table  à  triple  ectsée,  icjS. 


Pùrstval  donne  «n  Aénréme  ponrlasoa:^ 
nation  de  certaines  s«iles  résullantes  de 
la  nmltHAicaftion  de  deux  antres,  tame  à 
tenne,  iiSa.  — Comment  il  intègre oer- 
laines  équations  différentieDes  paitieiUs 
à  trois  et  à  quatre  v»ablcs,  1946.— Ses 
recherches  sur  des  éqnatiotts  an  tfle- 
reoces  mêlées,  inCSA'nte. 

Partîlio  moRernrnm ,  on  décoinposiiion  d» 

nombres  entiers  en  parties  entières,  119^ 
1196.  ,         ._^ 

Pascal:  son  triangle  aridmiéliqne  cite,  Intrm 
aoNoie.  —  ses  idées  sur  fcsdainiliccs, 
p.  i4odutom,  L  —  Ses  remargncsBrla 
rectffication  des  cydoides  aBcBgéesrt  ^ 
conrnes,  5i9  a-  ~  i^  desteuuo  ds 
son  triande  liillim/li^ni     iooq* 

Pmsquich  .•  sa  nôtadon  diffiit  niif  Ile ,  83. 

Prmie.  Fioye^  Ligmms  Jephu  g^amdep^te. 

Pmpecùvm  :  sefation  a(nal]fliqne  des  p«>- 
blêmes  de  U  pmnpeclive,  33i. 

Petàs  sa  dLMrmimitinu  des  «xes  «incy*« 
des  surfaces  dn  se«md  esdre,  307 «. 

/>/«g0^ri«loinelasériede  Tayior,  nCtf. 


Pfatis 

ces,  «7"--: 

t  ^ai  plan  cm 

sen  a.  —  Euotfàoa  àm\ 

lare  à  me  droite  ,  «Bo.—  Di.»wi»t*--^ 

d«  r«p«*.  ««S.  afo  «-— ^  « 
dnile  et  dT—pt».  *^'""^:t! 
àm  'KnxitKamt  de  pmjtclw,  «8y^-~  fJ* 
MwmAle .  «8»  ti€tt.  —  f^"'  '  'J '  '  g^ 
ticmwer  re^mntmn  tfe  * '**~^  ^ 
plan  erd-mK  ssfiacn  CMdK,  njSj  »ca 
raroB  de  cosabane,  Snf- 
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Plan  normsâ  d'une  courbe  à  donblQ  cour» 
bare^  348.— •  Surface  âaa  plans  normaux, 
ibid. 

Plan  osoulateur  d'une  combe  i  double 
cowrbuM,  34e,  547,  347  a. 

Plan  tamjent  :  détermination  d'un  plan  tan- 

fînt,  mené  à  une  «urface,  5i6,  3i6a, 
iS. 

Plans  coordonnai:  leur  définition,  a6S. 

Plans  cordes  :  ce  que  c'est,  Sng  a.  —  déter- 
mination de  leur  angle  dièdre,  ibid. 

Point  f  un  point  est  déterminé  dans  l'espace 
par  trois  coordonnées,  nSS.  —  Distance 
d'un  point  à  un  autre,  dans  l'espace,  267. 

Points  conjugués  :  leur  définitbn^  181.  — 
Leur  détermination  par  la  transforma- 
tion des  coordonnées,  188  ;  par  le.  Cakul 
différentiel  j,  â33. 

Points  multiiiles.  de»  courbes ,  180.  -—  Leur 
détermination  par  la  transfonaation  des 
coordonnées,  187,  188;  par  le  Calcul 
dilFérentte) ,  a35 ,  aSS  a ,  1^6,  a38. 

Points  singahen  des  courbes,  i8o,  181, 
e3o-a3^  a3S^a4i  •  "~*  ^^  surfaces  cour- 
bes, Sa^. 

Points  d^tnflexton  :  leur  détermination  par 
la  transformation  de»  coordonnées ,  loq , 
1  Qo  ;  par  le  Calcul  différentiel,  a3i ,  aS, 
a38,a4i. 

Points  de  rebrovseement  de  la  première  es- 
pèce  et  de  la  seconde,  181,  188  ;  leur  dé- 
termination par  le  Calcul  différentiel  ^ 
a3i ,  254 f  ^^5.  —  des  surfaces  courbes. 

Points  de  serpentement»  :  leur  détermina' 
tion  par  la  transformation  des  oooidoi»- 
nées,  iqo,  190  a. 

Poisson  rait  connaîtte  une  erreur  échap- 
pée à  Euler  sur  un  point  de  la  d^éorîe  aes 
fonctions  circulaures ,  Intr.  54  a  t  55  a , 
109  a.  —  Ses  remarques  sur  le  théorème 
deTaylor,  16, 18  Note.  —  Ses  remarques 
sur  les  points  singuliers,  a35  a  Note.  ^* 
—  Ses  remarques  sur  les  solutions  parti- 
culières, 646,  648-650,  653.  --  Ses  re- 
cherches sur  la  yariaCxon  des  constantes 
arbitraires,  674  A'ole.  -—Ses  considéra- 
tions géométriques  sur  les  solutions  parti- 
culières, 689.  —  Ses  remarques  sur  les 
inté^ales  des    équations    différentielles 

Eartielles  du  premier  ordre  à  trois  varia- 
les ,  et  élevées ,  747  a.  — Equations  dif- 
férentielles partielles  du  second  ordre 
éleyées ,  doqt  il  donne  des  intégrales  par- 


dcuUères ,  777.  -^  Ses  remanqoet  sur  le 
Borabre  des  fondiQns  arbitraires  dans  les 
intégrales   des    équations  diSéventieUes 
pavtiellea,  781  »  78a.  --^  Sur  les  solutions 
pvticuUèrea  des  éqoatiossi  différeatielles 
pavti^es,  794,  795.  —  Sur  le  nombre 
des  constantes  arbitraires  qui  se  présentent 
dans  la  détermination  des  maximums  et 
des  minùmÊms  des  intéerales.  définies,  857. 
*«-  Sur  la  fonaatioQ  des  équationa  rda- 
tivea  aux  limites  de  ces  inmgcales,  838. 
•^  Ses  fommles  pour  les  variations  des 
fonctions  de  dem  varkd^les,  861  a;  et 
cdles  dea  intégrales  doubles  ,    86a  a. 
•—  doone  une  démonstration  du  tUorème 
ceficemant  le  degré  de  l'équation  finale 
fésultame  d'équatbns  algébpraea  Quel- 
conques ,  loSb.  -^  Ses  recherches  sur  les 
diverse»  intégrales  et  les  solutions  parti- 
culières des  éq«atÎMs  a«uc  différences , 
1-079- io83.  --*KnMte  htdisoostinnité  des 
fonctions  arbknmres  des  intégrales  des 
équations  diffitrantielles  partieUes  „  1  io3. 
—  Ses  redierdies  sor  les  întégreles  défi- 
nies, laog,  raiS,  »aj7,  ia48*-^Sesre- 
cfaerdies  s«r  rîmégratioB  des  équations 
diiSirentielles  partielles  par  les  inté^^ales 
définies,  ia5o,  etp.  77tt  du  T.  lU.  -^See 
recherches  sur  les  équations  auc  diff^ 
renées  mMées,  ia58-iaSi ,  ia65»  ie6& 
Pôle  d'une  courbe ,  948. 
Polygones  d'un  nombre  infini  de  c6tés  re- 
présentent des  courbes ,  356.  —  Relation 
entre  les  côtés  d'un  polygone  plan  ou 
gauche ,  394  A^o^e.  —  Inscrits  et  circon- 
scrits à  une  courbe  :  leur  usage  pour  ob- 
tenir les  valeurs  approchées  des  intégrales, 
475  ,  476. — Leur  usage  pour  trouver  la 
différentielle  du  volume  d'un  solide  de 
révolution,  et  celle  de  son  aire,  5i5.  — 
Leur  usage  pour  construire  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre  à  deux 
variables,  680.  —  Recherche  de  ceux 
dont  les  aires  sont  des  nuêximums  ou  des 
minimums ,  1 107 ,  1 108. 
Polynôme  :  développement  de  la  puissance 
m  du  polynôme 

a-^^bx -\r cj^-^- da? . ... 
/h/r.  19.  -*  Sa  liaison  avec  celle  du  po- 
lynôme i«+y84- y +^-*  ^n^-  ^^t  '',95  ; 
développement  de  cette  dernière ,  Intr. 
a4.  — -  Développement  des  fonctions  de 
polynômes,  94-989  laa,  laJf.  —  Re- 
cherche du  nombre  de  termes  d'un  po- 
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Ijmome  algébrique  complet  d'un  degré 
quelconoue ,  renfermant  un  nombre  qnel- 
conque  aiaconnues ,  et  détermination  du 
nomore  des  termes  où  l'une  de  ces  incon- 
nues n'entre  pas^  io3fl-io34* — Usage  du 
développement  de  la  puissance  quel-* 
conque  d'un  polynôme,  dans  la  théorie  des 
suites  récurrentes,  tiao. 

Produit:  expression  générale  de  la  dilFéren- 
tielle  quelconque  a  on  produit,  91 ,  i  i3i . 

Produits  de  facteurs  équidilTérens  :  leur  dif- 
férence première,  gaC,  907.  —  Leur  inté- 
Fraie,  946 >  94?»  ^^^^  ^^  quotient  de 
unité  par  ces  produits,  948  ;  analogie  de 
ces  intégrales  avec/x"*""'dj:,  ibid.  —de 
grands  nombres,  moyen  de  trouver  leurs 
rapports,  1009,  lotc  — indéfinis,  ex^ 

«  pressions  de  leurs  différences,  loao.  — 
Développement  d'un  produit  de  facteurs 
éçuidiuerens ,  1 100  Note.  Voye%  Facto-^ 
Tielles,  -—indéfinis,  qui  expriment  une  in^ 

>  tégrale  définie ,  le  sinus  et  le  cosinus  d'un 
arc,  1180;  leur  logarithme,  1181;  les 
exponentielles,^  iiSa;  toutes  les  lignes 
trigonométriques ,  1188.  —  finis  et  ircé- 
finis,  leur  transformation  en  série ,  119a. 
*-  Les  séries  auxquelles  ils  donnent  lieu, 

•  ctleurusaçepourkpartitionde^nombres, 
iiga-iigS. 

Progressions  par  quotiens  dont  on  tire  le» 
nombres  nature&j  1195» 


Projectile  :  comment  on  peut  construire  U 
courbe  qn'il  décrit  dans  un' milieu  rési^-^ 
tant,  679. 

Projections  :  relation  des  équation»  qui  ex-^ 
priment  les  projections  d'une  ligne  droite 
dans  l'espace ,  a73.  —  Rapport  de  Taire 
d'une  figure  à  sa  projection ,  a88.  —  Re- 
lations entre  une  aire  et  ses  trois  projec- 
tions rectangulaires ,  ihid.  —  Pian  du 
maximum  de  projection ,  aSg. 

Pronv;  tables  des  sinus  naturels  et  desloea- 
ritnmes,  calculées  sous  sa  direction ,  895 
et  la  Note,  — >  Formules  qu'il  domie  pour 
interpoler  par  les  fonctions  exponentielles, 

309.  — >  réduit  en  formule  la  méthode 
'interpolation  de  Mouton  ,911.  —  For- 
mule qu'il  donne  pour  développer  les  dîf-* 
férences  d'une  fonction  d'un^  seule  va- 
riable, q36.  —  communique  un  Mémoire 
inédit  aEuler,  laoa. 

Puissance  :  ce  qu'on  doit  entendre  par  le» 
puissances  à  exposant  imagînaixei  Intr^ 
4a.  —  Ce  que  c  est  que  puissance  ii^uil* 
tième  9  iBi,  «— de  1  hyperbole,  49^*'"' 
Liaison  des  puissances  nactionnaixes  avee 
l'interpolation,  1 1 6a.  —Puissances  du  se- 
cond ordre.  Voyez  Factonelles, 

Puissant  cité  pour  la  transformation  de» 
coordonnées  dans  l'espace,  894  Note, 


Quadrature  des  courbes,  487.*— Exemple 
d'un  changement  de  varioles  qui  la  faci- 
lite ,  496.  <—  Usage  du  Calcul  aux  diffé- 
rences pour  la  quadrature  numérique  de» 
courbes^  loaS-ioSi.. 


Qttodroiure  des  surfaces ,  5i5,  5a3.,  SaG', 

5a6a,  Ba^a. 
Quarrables  (courbes) ,  487-  Voyez  Courbe^ 


Racines  égales  des  équations,  i58. 

Raison  modulaire  :  ce  que  c'est  >  Intr,  56 

Note. 
Rayon  du  cercle  osculateur ,  de  courbure  ou 
de  la  développée,  asi,  aa4,  aa6  \  déduit 
de  la  courbure,  p.  6i^  du  tom.  III.  — 
se  présente  avec  le  signe  ±  ,  aa7,  — >  Sa 
valeur  dan^r  les  courbes  du  second  degré , 
ibid,  ;  ce  qu'il  devient  aux  points  singu- 
liers, a34'  —  Son  expression  en  coordon- 
nées polaires ,  a53.  —  Rayons  de  cour- 
bure des  surfaces  :  leur  expre««ion  >  3ai  ^ 


3a3.  -^  de  courbure  d'une  section  fiiite 
par  un  plan  dans  une  surface  combe,  3a4. 
—  de  courbure  absolu  d'une  courbe  à 
double  courbure,  35o,  35o  a;  sa  déter- 
mination, 35i  »  35i  a;  ao^e  expression 
du  même  rayon ,  35a« 
Aoy  on  vecteur ,  a48,  397. 

Réaumur  considère  les  développées  impar-' 
faites,  a6a. 

Rehroussemeni.  Voyez  Points  singuliers,  — 
dei  surfaces^  3aj).  foye»  Arête  de  re- 
hroussement^  » 
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Rectification  àeê  courbes ,  5oo-5i3 ,  5oo  a, 
•—  des  courbes  à  double  courbure^  533. 

R0lexion  de  la  lumière  :  problème  relatif 
.   à  cette  réflexion,  idS4  Note. 


Regnaiid  aide  Mouton  dans  ses  trayàuic  sur 

Finterpolation  ,911. 
Riccati  :  son  équation  différentielle ,  565 , 

65fl,  663,  664,  6^71 ,  760,  ia36. 
Roulettes  ;  leur  théorie ,  a6o-365. 


SÉCANTE  :  sa  différentielle,  i5.  —  ï'ôr- 
mule.qui  l'exprime  parla  somme  oti  la 
différence  de  deux  tangentes,  8q5.  — 
Ses  développemens  en  produits  indéfinis , 
1188. 

Sécante  hyperbolique ,  495. 

Secteurs  elliptiques  et  circulaires  ,  494»  "" 
Le  secteur  hyperbolique  est  égal  à  Tespace 
dsymptotique ,  ibid.  — -  Analogie  qu'ont 
entr*eux  les  secteurs  elliptiques  et  les  sec- 
teurs hyperboliques j  4d4>  49^* 

Section  d  une  surface  courbe  :  par  un  plan. 
Voyez  Plan. 

Sections  principales  des  surfaces  du  second 
degré ,  3o3. 

Segment  de  Taire  d'une  courbe  :  sa  diffé- 
rentielle, 217.  —  Segmens  paraboliques, 
487.  , 

Séparation  des  yariaUes  dans  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre ,  5S8^ 

'.   566. 

Séries  :  leur  origine,  Intr.  3.  —  Caractère 
des  séries  conyersentes,  Intr,  5.  «--.Possi- 
bilité de  rendre  le  premier  terme  d'une 

'  série  indéterminée  plus  grand  .que  la 
somme  de  tous  les  autres,  Intr.  9,9a, 
i55  Note.  —  qui  ne  sont  jamais  conyer- 
gentes,  Intr.  9.  —décroissantes  qui  n'ont 
point  de  limites,  Intr,  3o.  —  harmonique, 
Intr.  3o  Note.  ^^  Déyeloppement  des 
fonctions  en  séries,  en  cherchait  leurs 
termes  par  ordre  de  grandeur,  Intr.  60- 
65.  — ^  Séries  ascendantes  sont  celles  où 
les  exposans  de  la  yariable  Vont  en  crois- 
sant, Intr.  65.  —  descendantes,  celles  où 
les  exposans  de  là  yariable  yont  en  dé- 
.  croissant,  ibid.  —  Série  de  Taylor.  Voyez 
Taylor. — Usage  des  séries  pour  détermi- 
ner les  circonstances  du  cours  d'une  cour- 
be, 197-204.  —  à  plusieurs  variables  : 
leur  interpolation,  913,  918.  — 'dcmi- 
conyergentes  :  ce  que  c'est,  et  leur  usage, 
1000.  —  Remarques -sur  les  limites  de  la 
série  1  —  i  -f- 1  —  i  +  etc. ,  1014  Note. 
-^  Relations  entre  la  somme  de»  termes 
pris  à  des  interyalles  égaux  dans  une  série 
quelconque  et  la  somme  totale  de  cette 


'  série,  9Q<).  -*■  Correspondance  des  séries 
et  des  équations  aux  différences,  io36. 
•—  Leur  transformation  par  les  fonôtions 

.  génératrices ,  1 1  aa.  —  Leur  transforma- 
tion purement  algébrique,  iiaS.— Dé- 
termination des  yaleurs  des  limites  de 
quelques  séries  divergentes,  1  iq4  >  >  4^5. 

'  —  Expression  de  leurs  limites jsar  des  in- 
tégrale», 1 143, 1 144>  1 149-1  ^57.  *-  Cal- 

~    cul  de  laf  limite  d'une  série  diyergente,  par 

•  les  intégrales  définies,  1 1 5b,  1 2217  ;  par  les 
fractions  continues ,  1 1 5o  Note,  Intr.  66  a. 
-—  Leur  interpolation  par  les  iiitégrales 
définies,  1  i58-i  i6S,  — propres  à  éyaluer 
les  inté^aled  simples,  fonctions  de  grands 

•  nombres  ,  1 218-1  aoi  ;  les  intégrales  dou- 
bles; laaa,  laaS.—  Séries  d'arcs  dont  les 
tangentes  procèdent  suiyabtune  loi  don- 
née, 1269; 

.S^rrW  hyper-géométriques ,  1146. 

Séries  récurrentes  :  citation  du  procédé  pour 
reconnaître  si  une  série  est.  récurrente  ^ 
Intr.  66  a.  —  dans  lesquelles  les  diffé- 
rences de  Tordre  n  sont  constantes ,  884- 

—  Recherche  de  l'expression  de  leur 
terme  général,  1042  (  de  là  résulte  la 
détermination  algébrique  des  coefficîens 
numériques  de  ce  même  terme  général , 
considéré  comme  formule  d'interpolation^ 
dans  le  n*  909).  —ont  pour  type  général 
une  équation  aux  différences,  io5o,  — 
doubles,  io34*  "^  triples,  quadruples, 
1093.  —  ReÀerche  de  leur  tetnte  géné- 
ral par  les  fonctions  génératrices ,  1116. 

—  Expression  de  leur  terme  général  par 
des  coeificiens  différentiels ,  1 118,  1119. 

—  déyeloppement  de  leur  terme  général 
indépendamment  de  la  décomposition  de  la 
fraction  génératrice  en  fractions  simples, 
1120,  1121.  "—doubles  :  détermination 
de  leur  terme  général  par  les  fonctions 
génératrices ,  1 1 34- 1 1 38 .  •—  Rapproche- 
ment des  différend  points  de  la  théorie  de» 
séries  récurrentes ,  1269. 

Séries  récurro-récurrentes.  Voyez  Séries  ré" 

currentes  doubles. 
Servais  emploie  la  dernière  notation  d'EuIer 
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.  veloppeinent  de  Tîntégcalc  en  «écîc ,  645. 
—  Leur  aualogU  area  les  cas  oà  le  tbéo- 
rème  de  Tavlor  est  en  défaut,  ibid.  — 
Comment  eliefi  deyienncnt  facteur  de  Té- 
quation  dîflKrcntielle  proposée ,  646.  — 
Comment  la  difFérentielle  de  celle-ci  peut 
au^si  être  décomposée  en  deux  facteurs , 
653.  —  Leur  liawon  avec  le  facteur  propre 
à  rendre-  intégpahlea  ces  éq^atiQxvl ,  6&4 1 
655;  peuvent  servir,  à.  le  trouver,  656, 
657.  —  Manière  de  let  représenter  et  de 
les  obtenir  par  les  considérations-  géomé- 
triques, 687-689.  —  Solutions  particu- 
lières, des  équations.  ëifférentieUes  par- 
tieUes ,    795  ,    795-    —  .^,«*   équaUoas 
différentielles  qui  ne  satisfont  pas  aux 
condidoûs  d'intégrabilité  „  &i3>  8i4-  — 
des.  équations.aux différences ,  1 078  et  la 
Note,  toSa,  iq83.  ^ 

Sommaimn  dear  puissances  négatives  des 
nombres  naturels ,  1000- ioo5.  — •  p«r ap- 
proximation, lOûo-ioia.  —  os^  «enes 
dont  le  ternie  général  est  une   fonction 
tianacendante  »  1008-101 5.  —  des  sé- 
rie», appliquée  à  Lmterpolation,  loib- 
1024. 
SommB  ;    ce  mot  ej^  rorigîoe  du  signe 
^intégration,  366.  4?»  et  la  iVole. - 
Sommes  successives,  962;  leur  usage  pour 
tMnaformer  Ica  éqvition»  algébriqu^ , 
leur  formation,  ^eaa.—Diirtinctitades 
sommes  et  des  mtégrales  aux  différen- 
ces, QQO.  —  Expreasiott  de  la   somme 
des  fflites  d'une  seule  variable,  990, 
10 15.  —  des  séries  de  sinus  et  de  cosmus, 
1012,    ioi3;  paradoxe   reUtif  aux  h- 

i,inU5  YC»c,   .a  vx».« ^.    -^  ^.^^  ^^   ^^  ^'^^   lO,^^  lOl5. 

Soldner  t  se»  recherches  sur  Tintégrale  /  -j^,    Sommets  des  surface»  du  «•  oTOre  ,  ùoC> , 

^  3o7,  5li. 

Son  :  équations  relatives  à  sapropa^tion , 

jjjNote^  783. 
Sowwrmak  .•  son  expression  générale,  âia. 
SouUinftente .-son expression  génér^,  207. 
207  a,  25o,  344 «-  —  déterminée  parla 
considération  des  polygones  d  un  nombre 
in&tti  de  côtés,  256,  259. 


pour  les  différentielles,  83a.  —  donne 
des  formules  nouvelles  pour  développer 
les  fonctions  en  séries,  ii3a.  -^  Ses 
considératious.sur  le»  propriétés  générales 
des  fonctions  et  sur  les  principes  du  Cal- 
cul différentiel ,  970  a.  —  cite  une  re- 
marque de  Laniert  sur  les  nombres  prc- 
miers,  1196  A'ote. 
Sinus  ':  son  développement  suivant  les  puis- 
sances de  rare,  Inir.  3»,  39  ;  par  les 
limites ,  /wir.  62.;  par  le  Calcul  difféian- 
tiel ,   87  ;  en  produits   indé&ni*,   1 180  , 
1 188  -,  celui  de  son  logarithme ,  896 , 
1  »8ï .  —  Son  expression  en  exponentielles 
imaginaires,  InU,  44 , 4»  «•  —  Emression 
du  sinus  d'un  arc  multiple  p^  les  puis- 
sances du  cosinus   efe  du  sinus  de  lare 
simple,  In^r.  éff-Si,  4»  «>  9dr^?^  i  ^^ 
duite  de  Viffitégration  des  équatiwis  aux 
différences ,  loS»  ;  obtenue  par  les  ex- 
pressions imaginaires,.  io63.  --Expression 
des  puissances  du  sinus  par  les  cosmus  et 
les  sinus  des  arcs  multiples,  Intr.  55, 
55  ai  1C2  a.  —  d'arcs  imaginaires^  lutr. 
gg.  —  hyperboliques,   Intf.  86  iVate; 
leur  définition  et  leur  expression  en  lo- 
garithmes .  495.  —  Leur  différtfitîation , 
i5.  —  Leurs  difféfCDces ,  892-894.  — 
Formule  pour  la  construction  des  tables 
de  sinus ,  895.  —  Tables  des  sinus  natu- 
rels  des    loooo"    parties  du  quart  de 
cercle ,  calculées  sous  la  direction  de  Pro- 
ny,  ibid.  et  la  Note.  —  Expreasion.  du 
sinus  d'un  arc  multiple  par  deux  smus  an- 
técédens,  1062. 
Sinus  verse,  sa  différentielle,  i5. 


123l. 


Solides.  FoyezSuffaces  et  volume, -^  So^- 
lide  ou  Siuface  de  U»  moindre  résistance, 
867  A^o^e. 

Solidité.  Foyet,  Volume. 

Solutions  particulières  des  équations  diffe- 
rentielles  du  premier  ordre  :  exemples  de 
ces  solutions,  585.  588.  -  Ce  que  c  est, 
635  —  Leur  liaison  avec  le»  intégrales  , 
636-641.   —  Solutions   particulières, 

doubles,  triples,  64i. -M^nî  ^"^  ^"^ 
déduire  de  Inéquation  Afférentielle ,  pour 

fe  premier  ofdit.,  64^-64?;  V^^  «* 
ord?es  supérieurs,  648^6So;  pour  les 
équations  simultanées,  65i. -Procédé 
de  Laplace  pour  les  déterminer  par  le  de- 


Sphère  !  son  équarion ,  aya.  —  Condition 
'^d<&  contacts  de  la  sphère  avec  «ae  «or- 
face  courbe  quelconque  ;  «ph&ce  oscnU- 
trioe,  3ao,  3ao  a.  —  La  aphere  a  tw 
nombre  infini  de  Ugnes  de  courbure  pour 

chaque  point,  Sflj.  Sa?  a.  --osa.latnce 
d'une  courbe  à  double  courbure,  34». 
35i.— SonTolnme,  5i6,  5ap;  sonaue. 
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S 16.  — -  Courbes  rectifiables  sur  Isâurface 
'd*une  sphère,  SSg.  —  Portions  de  sphère 
quarrables,  S^o,  543.  —  Sphères  con- 
centriques :  surEaces  coniques  qui  les 
coupent  toutes  à  angle  droite  800.  •*- 
Son  équation  est  une  solution  particulière 
de  celles  qui  appartiennent  aux  aréties 
de  rebroussement  des  surfaces  dé?elop- 
pables  circonscrites  à  cettç  sphère  ^  iau* 

Spirales  :  leurs  équations  rapportées  à  des 
coordonnées  polaires ,  248.  -—  Spirale  de 
€onon  ou  d'Archîmède,  348,  «60;  499  > 
5i3;  h3rp€rboliquc ,  q48,  2480,  49Q '» 
parabolique,  a4^î  logarithmique,  2264^ 
499,  5i3,  685,  686. —Leur  quadra- 
ture, 499»  —  Leur  rectification ,  5i5. 

Stirling  ;  ses*  formules  d'interpolation ,  901 , 
902.  —  Série  qu'il  interpole  parles  loga- 
rithmes de  ses  termes,  90g.—  a  converti 
le  premier  les  puissances  positives  et  né- 
gatives ,  en  produits  directs  et  inverses 
de  facteurs  équidifférens ,  981.  —  Re- 
marque sur  sa  transformation  des  .pui»- 
sances  négatives  d'un  monôme,  en  série 
de  fractions  j  <j86  Note,  —  Ses  travaux 
sur  l'interpolation  ^  1 1 58. 

Striction,  f^oyez  Ldgne  de  stiiction. 

SuhsHtutions  successives,  intr.  64.  *-*  Usage 
de  ^ette  tnéthode  dans  f  intégration  <ks 
équations  diiTérentielles  du  second  ordre 
et  du  premier  degré,  673. 

Suites  :  leur  retour,  Intr.  58,  5^*,  n3, 
ii3ût,  1369.  —  d'une  seule  variable, 
leur  interpol'ation,  897-9 1  a.  -^  à  deux  va- 
riables, qui  résultent  des  Solutions  d'une 
équation  à  trois  indéterminées,  gi5.  — 
Analogie  de  leur  sommation  avec  Tinté- 

Eation  des  différences  premières,  943. -r 
eut*  sommation  pcU*  les  intégrales  aux 
différeuces. ,  990- 101 5>—  Détermination 
de  leur  somme  en  lés  regardant  comme 
engendrées  par  le  dév^floppement  des  in- 
tégrales ^ux  «KffêreAtieUes ,  1140-1157. 
-~  S6mmatie)n  deqûel'ques  suites  formées 
par  les  produits  des  termes  correspondàns 
de  deux  autres,  ii5a,  11 53,  i238.  — 
des  puissances  négatives  des  nombres  na- 
turels ;  leur  sommation,  1 185, 1 1 84>  1  iB/- 

Surface.  Ployez  Aire. 

Siiîfojces  :  intersection  d'une  surface  courbe 
et  d'un  plan.  Voyez  Plan.  —  Leur  Avi- 
aion  en  ordres  ,  298.  — «  Application  du 
Calcul  diiTérentiel  4  la  théorie  des  surfaces 


courbes,  3i3  et  hiiv-  —Expression  ana- 
lytique de  l^ur  continuité ,  Aid.  —  Equa- 
tions différentielles  de  leurs  sections,  3 1 4* 

—  Leur  contact,  3i5j  avec  im  plan, 
3 1 6,  3i  8, 3fl9  a,  ^  a  ;  arec  une  sphère, 
3âo  ;  avec  une  surface  du  second  ordre  , 
3fl8.  —  Equation  de  leur  normale  ,517. 

—  Equation  de  leurs  lignes  de  plus  grande 
pente,  3 ig.,  Sig  a.  —  ont  pour  chacun 
de  leurs  points  deux  sphères  osculatriors  , 
3a  1 .  —  ont  deux  rayons  de  courbure  dîf- 
férens,  Sai'^Saâ.  —  Détemûnation  des 
équations  de  leurs  lignes  de  courbure , 
Sdd,  3î^.  — '  Rayon  de  courbure  d'une 

.  section  Uite  dans  une  surface  courbe  par 
un  plan  quelconque ,  3a4*  '*^  iileux  des 
centres  de  courbure  d*une  surface ,  3s5 , 
3a5  a.  ^— iJne  svrface  a,  dans  chacun  de 
ses  peints,  un  contact  du  second  ordre 
av«c  une  surface  de  révolution ,  3s8.  — 
Leurs  points  sinsnliers,  lignes  singulières, 
d'inflexion  ou  de  rebroussement ,  329 , 
Sâg  a ,  341  •  -^  dont  les  deux  rayons  de 

.  courbure  sont  égaux  et  de  signes  con- 
traires :  kur  équation  difFérentielle  par 
tîellei,  'Sag'â  v  son  intégration  générale  , 
773,  774;  intégrale partieuiièxe qu'on  en 

'  obtient  y  777  -,  ces  surfaces  ont  le  mmf- 
miiT»  d'étendue  entre  ctes limites  données, 

-'  843.  -^  Plans  cordes  dons  les  surfacee 

'  <coux3>es  :  ce  que 'e  est  9  ^^ga;  détermina- 
tion de  leur  angle  dièdre ,  ibid.  -~  Leur 
génération,,  3^o-343.  —  Détermination 
des  suiCaces  ferméea  par  les  intersections 
!sucoesstves  d'une  infinité  d'autres  de  na- 
ttii»  donnée  ,-33o  et  suiv.  — *  Détermina- 
tion des  surfaces  par  la  considération  des 
lignes  dont  elles  sont  composées ,  341 .  — 
composées  de  lignes  droites,  34 1  >  34s. 
Voyez  auesi  Surfaces  couiifues ,  çyAn- 
driqueSy  développables^  gautbes^  -**-  com- 
posées ide  cercles.  Voyes.  Surf  aces  annu^ 
foires.  -^  des  'tangente»  d'une  courbe  à 
double  courbure ,  344;  ^  ^^  plans  nor- 
maux ,  548.  —  Différentielle  du  volume 
du  segment  des'  surfaces  courbes ,  5 1 8.  -—' 
Expression  de  l'élément  de  leur  volume. 
Sua,  5aiia;  en  Coordonnées  polaires, 
53a.  —Expression  générale  de  leur  aire, 
5a3 ,  5s3  a:  ^^  d6nt  les  portions  sont  en 
rapport  constant  avec  leurs  projections , 
544^  801.  —  Trouver  les  surfaces  oui 
coupent  aousvn  angle  donné  toutes  celles 
qui  sont  comprises  dans  une  équation  dif- 
férentielle totale  du  premier  ordre  don- 
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née,  800.  "^  im\vk\enteÈ ,  ou  de  même 
étendue  entre  des  limites  données  :  leur 
détermination,    équation  de    celles    qui 
sont  équivalentes  au  plan  ,  801  ;  con- 
struction de  ces  dernières ,  80a.  —  Equa- 
tions et  propriétés  des  suifaces  dont  tous 
les  élémeus  sont  également  inclinés  par 
rapport  à  un  même  plan ,  80a.  —  Trou- 
ver celles  qui  peuvent  faire  partie  de  deux 
familles  distinctes  .par  leur  génération  , 
8ao.  —  Trouver  l'équation  gc^nérale  des 
courbes  de  oontact  de  deux  familles  de 
surfaces  courbes  distinctes  par  leur  géné- 
ration, 8ai ,  8ai  a.  —  Détermination  de 
la  ligne  la  plus  courte  qu*on  puisse  mener 
entre  deux  points  ou  entre  deux  cou]i)e8 , 
sur  une  surface   donnée,  841*  -^  dont 
Taire  est  un  maximum  ou  un  minimum 
entre  des  limites  données,  84^.  -—  d«nt 
Taire  est  un  maximum  ou  un  minimum 
parmi  toutes  celles   qui  renferment  des 
volumes  égaux,  876. 
Surfaces  annulaires  :  leur  génération ,  leur 
équation générale,-334>  340,  340a,  34i. 
—  Equation   différentielle    partielle  de 
celles  qui  sont  engendrées  jpar  le  :m(lnve- 
.    ment  a  uiie  œhère  dont  le  centre  reste 
dans  le  plan  des  xy  ,  334  >  ^^^  équation 
différentielle  partielle  intégrée,  741  a. 
Surfaces  coniques  :  leur  génération,  carac- 
tères de  leurs  équations ,  3o5  ^  33o.  »— 
Leqr  équation  générale;   leur   éqoatik>n 
.    différentielle  partielle,  SSo;  son  intégra- 
tion ,  y?LÙ  —  Détermination  d'une  sur- 
face   conique   passant   par  une  courbe 
donnée,  ou  circonscrite  à  une)surface>d0n- 
née,   33 i.—I-^uc' emploi  dans  la  per- 
spective et  dans  la  théorie  des  ombres  , 
ibid.  —  Expression  de  leur  volume,  5a5  ; 
de  leur  aire,  SaS.  Ployez  Surfaces  du  se^ 
cond  ordre,         .  ^ 
Surfaces  cylindriques  :  leur  génération,  leur 
équation  générale,  leur  équation  différen- 
tielle partielle  ,  33a,  341.  F'oy,  Surfaces 
du  second  ordre^  -  .  ' 

Surfaces  développables  :  leur  génération, 
.339,  339  ày  34a ,  34a  à;  —  Leur  équation 
générale,  leur  équation  différentielle  par- 
tielle, 339;  son  intégration,  7.76.  — 
Equation  de  leur,  arête  de  rebroussèment, 
339.  —  Détermination  de  celles  .qui 
touchent  en  même  temps  deux  surfaces 
données ,  ou  qui  passent  par  deux  courbes 
àonnées  fibia,  —  I«eur  emploi  dans  la 
théorie  d^s  ombres  et  des  pénombres, 


ibid.  Note.  —  formées  par  l'ensemble  des 
,  normales  d'une  surface  courbe ,  34a.  — 
formées  par  Tensémble  des  tangentes  d*une 
courbe  à  double  courbure  ,-344.  —  Dé- 
termination de  celles  qui  ont  pour  arête 
de  rebroussèment  une  ramille  de  courbes 
liées  par  une  propriété  commune,  365  a.— 
équivalentes  au  plan,  801,  803.  —  cir- 
conscrites, à  la  sphère:  leur  équation  gé- 
nérale ef  celle  de  leur  arête  de  rebrousse^ 
ment,  81 4* 
Surfaces  gauches,  ou  formées   de   lignes 
cnroites ,  qui ,  prises  deux  à  deux  consécu- 
tivement! ne  sont  pas  dans  un  même  plan, 
341  »  34a.  —  Leur  équation  différentielle 
partielle ,  34a  et  343  ',  intégrée  dans  un 
cas  particulier,  764 ',  en  général,  761.  — 
Leur  li^e  de  striction ,  34a  a. 
Surfaces  nmites  :  leur  détermination  ana- 
lytique, 33o-335.  —  Leurs  caractéris- 
tiques ,    336.  —  Détermination  analy- 
tique de  la  surface  qui  touche   toutes 
les  surfaces   limites   comprises  dans  la 
même  équation  générale,  337,  — Déter- 
mination de  la  fonction  arbitraire  de  leur 
'  équation  générale ,  338.  —  formées  par 
les  intersections  successives  d*une  suite  de 
sphères  dont  le  centre  et  le  rayon  sont 
variables  *,  leur  équation  générale,  34o.. 
Surfaces  réciproques  :  ce  que  c'est,  77^0. 
Surfaces  rectifiantes  :  ce  que  c'est ,  364» 
Suifaces  de  réyplution  :  leur  génération , 
leur  équation  générale ,  leur  équation  dif« 
férentielie^ partielle,  333,  333  a-,  son  in- 
tégration, 733.  T"  Leur  volume,  5i4» 
537. 7^  Leur  aire,  5i5,  5àj,  — Manières 
de  décomposer    leurs  volumes  et  leurs 
aires  pour  en  faciliter  Tévaluation,  5a4-* 
533,  Bag  a. 
Surfaces  du  second  .ordrç  ou  du  second  de- 
gré, 398-31  a.  —iLieurs  diamètres  plans , 
aoS.  —  Transformation  de  leur,  équation 
générale,  399,  29g  a.  -^  rapportées  4  leurs 
axes   principaux,  3oi ,  007,  5o7c.  — 
Leurs  sections  principales  «  3o3.  -—  Leur 
énumération,  3o3-oia.  —  qui  ont  un 
centre,  3o3r3o7;  qui  en   sont  dépour- 
vues,, 3o8-3i  1  ;    équation   simple   qui 
comprend  les  unes  et  les  autres ,  3o8.  — 
C)rlihdriques ,  36^  ;  coniques ,  3o5  ',  en- 
gendrées par  la  révolution  d'une  courbe 
.    plane*,  333  a,  >^  peuvent  être  engendrées 
de  deux  manières  par  un  cercle,  3ii, 
3 1 1  a-  —  Leurs  asymptotes,  3 1 2.  —  Leuri 
lignes  de  courbure ,  Èaj  ^  633  ^  633  a. 
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Tables  des  suitçs  qui  résultent  des  solations 
d'une  équation  i  trois  indéterminées ,  ou 
Tables  a  double  entrée,  aû8, 91 3.  —  Leur 
interpolation,  g  18.  —  â  triple  entrée ^ 

'     lOQO. 

Tables  :  construction  de  tables  pour  classer 
les  intégrales  des  équations  différentielles, 
leur  inconvénient ,  $34.  —  Citation  des 
tables  d'intégrales  définies,  1217. 
Tangente  d'un  arc  de  cercle  :  son  expres- 
sion par  les  imaginaires ,  Intr.  41.  —  d'un 
arc  multiple,  Intr.  5i .  —  Sa  difFérentia- 
tion,  i5.  —  Son  déyeloppement  suivant 
les  puissances  de  l'arc,  go-oa-,  en  pro- 
duits  indéfinis,  1188.  —  Formule  qui 
exprime  les  tangentes  des  arcs  au-dessus 
de45<>,  895. 
'  Tangente  hyperbolique,  49^* 
'  Tangentes  des  courbes  :  leur  détermination 
par  la  transformation  des  coordonnées, 
186  ;  par  les  séries ,  197  ;  par  le  Calcul 
différentiel ,  suivant  la  médiode  d' Arbo- 
gast,  3o5,  ao6;  par  les  limites,  aaq.  — 
Leur  équation  générale ,  2o5.  —  Mener 
par  un  point  donné  nue  tangente  à  une 
courbe ,  209.  —  Mener  à  une  courbe,  une 
tangente  parallèle  à  une  ligne  donnée ,  ou 
oui  fasse  avec  l'axe  des  abscisses  un  angle 
donné,  aïo.  — >  Expression  de  leur  lon- 
gueur; ail.  —  des  courbes  à  double  cour- 
bure ,  344  »  345  ;  ce  que  c'est  que  leurs 
tangentes  conjuguées.  Voyez  ci-après  le 
Supplément  à  Œrrata  du  1*"  volume , 
pour  la  page  6B0. —Méthode  inverse  des 
tangentes;  676»  683;  premier  problème 
proposé  relativement  a  cette  méthode , 
678. 
TVtvfor .'  détermine  les  plus  grands  termes 
"  o  une  équation ,  Intr.  60.  —  Son  théo- 
rème, 18 ,  a3 ,  34  >  étendu  aux  fonctions 
de  deux  variables ,  a6;  à  celles  d'un  nom- 
bre quelconque,  38  ;  sert  à  développer 
les  fonctions,  84-^3  ;  se  déduit  dn  théo- 
rème de  Maclaunn,  io5,   106;  se  dé- 
montre par  la  différentiation,   io5  ;  par 
le  Calcul  aux  différences  et  les  limites , 
939  et  la  Note;  appliqué  au  développe- 
ment d'une  fonction  de  polynôme,  laa  ; 
cas  où  il  est  en  défaut ,  et  pourquoi ,  i39 , 
i33;  limites  des  restes  de  la  série,  169- 
173,  1164,  *^5G  et  la  Note;  sert  de  base 
à  l'application  du  Calcul  différentiel  aux 

3. 


courbes  j  ao5  ;  se  construit  par  des  para- 
boles osculatrices,  ai8,  aig,  aij  a;  ce 
qu'il  devient  aux  points  sin^lîers ,  a3o- 
fl35  ;  sert  à  développer  les  intégrales  des 
différentielles ,  489 ,  celles  des  équations, 
69 1 ,  Boa  ;  et  à  les  intégrer  par  approxima- 
tion ,  669  ;  à  développer  les  intégrales  des 
équations  différentielles  partielfes ,  779  ; 
à  développer  les  différences,  999-936.  — 
Série  inverse  de  celle  de  Taylôr,  iiGa. 
—  Ses  formules  pour  exprimer  l'intégrale 
et  la  différence  d'un  ordre  quelconque 
d'un  produit  de  deux  facteurs ,  969 ,  961 
et  la  Noie,  962. 

Terme  :  moyens  de  distinguer  parmi  les 
termes  d'une  équation  ceux  qui  sont  les 
plus  grands ,  Intr.  61 .  —  sommatoire  :  sa 
définition  et  sa  relation  avec  l'intégrale 
aux  différences ,  990. 

Théorème  de  Taylor.  Voyez  Taylor. 

TYaces  d'un  plan ,  271. 

Tycctoirc^"  servent  à  construire  les  équations 
différentielles  du  premier  ordre ,  679.  — 
Description  de  ces  courbes ,  ibid,  I^ote. 

Trajectoires  (  problème  des  )  ,  68 1-683. 
—  Acception  de  ce  mot  en  Mécanique  , 
681  Note.  —  orthogonales ,  68i .  —  réci- 
proques (problème  des),  i263. 

Transcendantes ,  Intr.  3.  —  Analyse  des 
transcendantes  contenues  dans  la  formule 

/; Pdx 

406-41 3*  Voyez   Transcendantes  ellip^ 
tiques.  —  Examen  de  la  transcendante 

*dx 
-,  ou 


/vdx         rdz 


Iz' 

479  >  1994-1^39  *,  sa  discussion  par  le» 
courbes,  i93o.  —  Comparaison  des  diffé-* 
rentielles  de  deux  transcendantes  d'une 
même  espèce,  pour  en  déduire  les  pro- 
priétés de  ces  tonctions{  690-708,  711. 
—Moyen  proposé  pour  faire  la  compa- 
raison de  celles  qui  ne  peuvent  être  don- 
nées que  par  une  équation  différentielle 
où  les  variables  ne  sont  pas  séparées,  71 1 . 
—  Recherches  sur  la  transcendante. . . . 
fe—t*dt,  II 57,  1167,  iao5,  1921  Note. 
— explicites  :  comment  elles  diffèrent  des- 
transcendantes  implicites,  1933. 
TYajiscendantes  elliptiques  :  leurs  proprié^ 
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tés  déduitefl  de  la  comparaison  de  deux 
différentielles  de  ces  fonctions,  603-701. 
—  Comparaiion  d*un  nombre  quelconque 
de  ces  transcendantes  j  70a.  -^  Leurs 
valeurs  approchées  «  prises  entredes  li- 
mites données ,  iai5. 
Transformation  des  Fondions  dUTérenëdies 
Jùs  jeux  variables ,  de  manière  quTon  y 
puisse  regarder  celle  des  deux  variables 
que  Ton  voudra  comme  fonction  de 
]*autre«  6g  ^  71,  73.  ^^  des  différentielles 
prises  pour  constantes  ^  64, 73;  nsage  de 
cette  transformation  dans  Tintégration  des 
équations  différentielles  des  ordres  supé- 
rieun ,  698.  —  des  coordonnées  sur  un 
plan,  i8a;  dans  Tespace,  ^90  -  ^§7  ^ 
p.  649  du  tom«  III«  393  a.  —  des  coor- 
données :  son  usage  pour  détenniner  les 
tangentes  des  courbes,  leurs  points  mnl- 
tiples,  leurs  inBexIons»  186-190.  -—  des 
coordonnées  rectangles  en  coordonnées 
polaires ,  et  des  coordonnées  polaires  «1 
coordonnées  rectangles ,  sur  un  plan  , 
aJ^'Sx55  ;  dasis  ^espace ,  ii97.  —  ae  Té- 
quatton  d*4ine  courbe  entre  des  coordon- 
nées rectangles  ou  polaires ,  en  une  re- 
lation entre  l'arc  et  le  rayon  de  courbure, 


MATIÈRES. 

et  réciproquement ,  sSS ,  a55  a.  —  des 
intégrales  doubles  et  triples ,  '5a4-638.  — 
des  -éguadons  'différentielles  do  second 
ordre  et  du  premier  degré»  C09  ;  usage  de 
Tune  de  ces  transformations,  ivS^f^ole. 
—  des  iéqaatiens  différentielles  partielles, 
764,  771 ,  77a ,  774,  775.  —  des  séria 
par  les  fonctions  généîatrices  ^  112a.  — 
Trassformations  purement  algébriques, 
â  1  a3  ;  usage  de  ces  transFormaticMis  ponr 
sommer  certaines  siéries,  iia49  iiaS. 
Trembley  soutient  la  critiqua  Êdte  par 
Jean  BernouHi  d*uB  passée  de  Newton , 
a58  a,  —  Proposition  qu^u  remarque  sur 
les  solutions  partlcalières,  647  iz«  *-  pro* 
pose  un  moyen  pour  découvrir,  par  ]es 
mt^al^  et  les  solutions  particiilieres ,  le 
facteur  d'une  équation  différentielle  du 
premier  ordre  à  deux  variables,  ^5-658 , 
a  trois  variables ,  J20.  —  Ses  réflexions 
sur  les  arcs  de  cercle  qui  s'introduisait 
dans  les  intégrales  des  équations  dtSëren^ 
tielles  du  premier  degré ,  675. 
Triangle  andimétique.  Voyez  PascaL 
Triangles  spliériques  :  leur  usage  pour  con* 
stru  ire  la  comparaison  des  arcs  euiptiquesi 
709,710. 


YAN-OcmLEN  (Ludolph)  calcule  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre,  /iiir.44* 

Vandermonde   considère  les  factorielles , 

■  981 ,  ii€3j|fpte. 

yanhewroet  rectifie  Tune  des  pardboles  cu- 
bic{iies,  Sooa,  5iaa. 

Variables  .-leur  définition,  1  .—Dépendance 
que  les  équations  établissent  entre  des  va- 
riables ,  4t  »  74  >  76-  —  Changement  de 
variable  indépendante  dans  les  expres- 
sions différentielles ,  5j  6t  suiv. 

Variations:  (méthodedes),  836-878, 85<fl, 
838  a.  —  Sa  c«)rrespondanoe  avec  le 
passage  d'une  courbe  à  une  autre ,  d'une 
nature  différente,  8a5,  834,  ^44-  —Re- 
cherche de  la  variation  d'une  fonction 
primitive  ou  différentielle,  par  les  diffé- 
rentielles partielles ,  8a6 ,  par  là  caracté- 
ristique ^.^845;  848.  —  des  formules  in- 
tégrales, par  les  différentielles  partielles  , 
8a7, 827  a,  834  a,  835, 855  a,  839  ;  par  la 
caractéristique  /",  847,  848 ,  854-856.  — 
Examen  des  variations  relatives  aux  limi- 
tes des  intégrales  défibies ,  8a8-83i ,  864- 
866.  — *  Application  du  Calcul  des  varia- 


tions i  la  rectterdiB  ides  mâxtaumu  et  mi- 
ninutmSy  par  les  différ^ielles  partielles , 
899*843  ;  par  la  oaractéristîqiie  /,  865* 
87^.  ^— >  Lemr  usaee  ponr  trouver  les  cou- 
ditioBs  d'intferadHlm  des  diffiéreatieHes , 
83a,  SBi-SSoT—- -desfbnctioaseoiitHiant 
deux  variables  indépendantes  et  des  in- 
tégrales doubles,  par  ha  diffSreBlîelles  par- 
tielles ,  84a  :  par  la  caractéristique  /  ^ 
86i'863 ,  861  a,  86a a.  —  Théorèmes 
fondamentaux  des  variadeou ,  844«  ^5» 
846 ,  8&a  «— «des  fonetions  donsées  par 
des  écpiations  différentielles,  857-B60.  — 

*  Lenrappiioa^nilaredierchedesmax'i- 
Tmims  et  des  mintmvms  rdatife  des  for- 
mules intégrales  défiiBes,  873-876.  — 
Caractères  qui  distinguent  le  maxêmum 
des  tntéerales  définies,  de  leur  minimum, 
876-870.  — -  Application  de  cette  méthode 
auxintégrales  aux  différences,  1  io5, 11 06. 

Vée^a  donne  un  rapport  très  approché  du 
diamètre  à  la  circonférence ,  Jnir.  43  > 
43a,  44. 

Viète  trouve  le  premier  des  formules  pour 
la  diviâion  des  arcs^  Intr.  5o. 
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ADDITION  au  n*  1248,  page  56a. 

Depuis  Timpression  de  cet  article ,  M.  Poisson  a  eu  la  complaisance  de  me  commu* 
niquer  Tintégrale  très  élégante  et  très  simple  qu'il  a  obtenue  pour  l'équation 

qui  se  rapporte  au  mouvement  des  ^fluides  considérés  avec  les  trois  dimensions,  et  qui 
comprend  l'équation 

d»4  _    ,/d»«       d»*\ 

dF— "*  VÎ?"^d/> 

indiquée  dans  les  n^  1^4^  et  ia48.  Voici  cette  intégrale  :  "■ 

/vm  A  ji  A     •        •   d//Tatdudi^sintt 

T,  et  Ta  étant  des  fonctions  arbitraires  des  trois  quantités 

X'+atcosu,    y  '^atsiau sinv g    z  +  atslnucoav. 

Les  intégrations  indiquées  doivent  s'effectuer  depuis  ur=o^  jusqu'à  uzzztt^  et  depuis 
v  =  o,  jusqu'à  v  =  a«'. 

Ce  résultat ,  remarquable  par  sa  forme ,  peut  se  vérifier  en  convertissant  les  fonctions 
arbitraires  en  séries  ascendantes  ,  suivant  les  puissances  de  t^  au  moyen  de  la  formule 
du  n^  38  j  par  la  supposition  de 

A  t=  a^  cos  u  y     b  =  at  sin  u  sin  v^     /  :=  a^  sin  u  cos  u. 

Les  intégrations  s'effectuent  alors,  et  l'on  s'assure  ensuite  que  la  série  résultante,  ana- 
logue à  celle  du  n^  780,  satisfait  à  l'équation  proposée. 

Les  fonctions  arbitraires  se  déterminent  sans  peine,  d'après  les  valeurs  de  f  et  de  -p, 

correspondantes  à  t  =  o ,  parce  que,  cette  supposition  réduisant  les  fonctions  7\  et  7\  à 
ne  contenir  que  les  seules  variables  x ,  y  etz^il  vient 


ç>  =  4xF(x,y,  z),^  =  4xfCx,jf,  z), 


où  les  fonctions  F  et  f  sont  arbitraires. 

Les  calculs  sur  lesquels  est  fondé  ce  qui  précède,  seront  développés  par  T Auteur, 
dans  un  Mémoire  sur  V intégration  de  plusieurs  équations  différentielles  partielles ,  qui 
fera  partie  de  ceux  de  l'Académie  des  Sciences,  pour  181 8. 
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ERRJTJ. 

Page  ao.  ligne  i3,  gL^.jjA_^^--j_J,  Usez  g[_jj-_^___J 

37,  10,  au  dénominateur,  Ot''^ a  9  lisez  a ^-^a^ 

3q  ,  14»  <»"  dénominateur,  (j/ —  i)*  i  /w«&  (x  —  i)* 

^,  2,  au  numérateur ,  (n  — 1)1*,  ^e»  (n— i)m 

î&iJ.  I  D  ^  A  e  »  //5e£  A  se 

57,  i5,  [x— (m— i)]A,  fijea  Fx— (m— .i)fc] 

58,  5  en  remontant.  Au — Au_, ,  lisez  ^/^u —^Au^ 
84,  5,  4,  5  et  6  en  remontant ,  +-  ,  /wc* 

ia3,  •4,a^[Y]>  ^^^**'[t3 

147»  14,  +etc. ,  Zwea  —  etc. 

i54,  .3»  caractérisée,  /iiex  ipâractériâtîque 

i63,  i6,  (100a),  lisez  {1000) 

170,  i3,  SX^m ,  lisez  SXf^ 

iSi ,  4   ^'^  remontant,  les  lettres  Sfs  et  M4  manqiiemt  dans  laAfrure  3  ; 

mais  il  n'en  résultera  aucun  embarras,  si  l'on  se  rappelle  qu'elles 

désignent  des  points  consécutifs  à  M^ 
i84f  11,  C,  lisez  C^ 

igo,  4  ^^  remontant,  au  dernier  terme,  C''^*— n— -p*-r-f-ÂUj  Usez*.. 

A*  /* 

19a,  3,  [711  +  ^— ],  £*e»  [i»  +  ^]  — 

193,  4  ^^  remontant ,  «|~  •Sf/n,  -f*  ^c-  >  '^^^  +  ^^  *t~  ^^c* 

ail  »  17,  X,  lisez  Xg 

ibid. ,  a   en  remontant,  io4a,  lisez  iq4i 

ai3,  a,  en  remontant^  1041  >  /i^es  104a 

a34,  17,  Fufi,  lisez  Fu^ 

a38»  à  côté  du  n^  106a ,  rhe^tes  t addition  marginale  :  Des  équations 

simultanées  du  premier  degré. 
a4ay  à  côté  du  n®  io65 ,  mettez  l'addition  nuiTginale  :  Des  facteurs  qui 

rendent  ihtégrables  les  équations  aux  différences. 


a55, 


1 1 ,  P^M^  manque  surlajieure,  parce  que  le  point  ^f•  na  puy  trouver 
.  place;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  c'est  l'ordonnée  qui  suit  P^JU"» 


ibid. ,  aa  >  m*  manque  par  la  même  raison  que  ci-^ssus. 

a69 ,  14  >  «te. ,  Usez  +  etc.  ... 

a87,  a,  mettez  à  la  parenthèse  du  a*  membre  l'exposant  u. 

3oo,  aSy  série  y  lisez  table  à  double  entrée 

3i8»  ^      6,.  au  dénominateur,  x^  lisez  Ax 

33o ,  *     10,  A^,_, ,  lisez  à^y»^ 

34a,  a4>  4--^* ''^«B  +  p- 

35o,  5,  ou  second  terme,  'î/jr*^*  J>  /«€««(•—-*- 1  j 

35i,  17,  iil(i+d^)", /we*  n](i+dy) 

ZhÂ,  14,  yxyxyx'  >  lisez  yxy'xyx"  etc. 

35o »  a,  au  second  mernore ,  même  correction^  « 

364,  7»  nie^te»  +  avant  Ml. 
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6  en  remontant ,  au  dénominateur,  Ox,  Usez  a* 
S,  divisez  iê  premier  mismkre  pardor. 
x6  ^  au  dénominateur,  acf,  lisez  acfh 

3  en  remomtànê^  ^  »  lisez  / 

4  en  remontant,  sinSm^  lisezmSmm 
9r  ^(/i-— p— 5^,  Û4!84«(n— p~a,rt 

i6»  à  lafin^  âUz  la  virgule. 
i4i  AU  comm^nceme/Ua  mettes  i^ 

.  n      f.         n-    . 

1   en  remontant;  — rii  *wk8  ^5=^  » 

a"  * 

48a,  fl,  en  remontons ^ -^ r r    V  lisez  ^vQ\ 

484,  fl   en  remontant ,  è^*  t  lisez  9^^* 

494,  4  en  remontant,  tA,  Usez  zÔz 

5o6 ,  fl ,  au  dénominateur,  (i  -f. /Sy-^t^,  &c«  C*  +/*)'^''^ 

5io,  1   en  remontant,  ^^=a>  /tfe&  '^=^^ 

533,  b,  de  la  note,  au  dénominateur,^ c  +  ex^^  lisez  a '^bx^ 

536,  14,  i^'^f',  lisez  e^''' 

536,  1,  même  cçrr^etionJ 

56o ,  8  et  9 ,  -rp  estfacÈftarMi  tout  U  sesand  membre^ 

Saj,  i5,  (cosir)  ,  Hsez  (cos  r)' 

608,  fl3,  x  +  fl.3sr,  lisez  x  +  a.awp*^^.^ 

6»7*  *3,  -j^,  bsez-j^ 


MO;  D  ef^  remùnUaU,  ■■i»    ,.  lise^*^^ 

633^  18- ig  y  ^acez  ces  mots  i  le  radScal  » 

il^M^l  j  AA>  •  ^«/!n»  ajoutez  t  te  caleul  serait  plus  simple  en  résdtut  Téqna* 

tion  par  rapporta  x.  Déyeloppant  alon  le  radical  smraiit  les 
puissances  ascendantes  4^  Jt»  pn  tTgayenut  aisément  les  séries 
régulières    . 

636 ,  7  en  remontant,  multipliez  le  fl*  Jiwmire  paf  dx*. 

643,  5,  antre  spirale,  /ûres  autre  branche 

ibid, ,  •   8 ,  les  deuic  oonibes ,  lisez^  la  courbe 

ibid. ,  10 ,  après  polaires ,  ajoutez  :  voyez  dans  mon  TYaité  élémentaire  de 

Trigonométrie ,  etc. ,  h  noM  sur  le  changement  de  signe  de  la 
sécante. 
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Page  GSa ,  ligne  t^,  après  oeUe  ligne,  Ofontez  :  ITaprèJ  ce  qui  a  été  démontré  dans  la 
ji^  2bi ,  réqnation  (e)  a  nécessairement  ses  trob  racines  réelles  ; 
elle  est  par  qpnséouent  susceptible  de  Tapplicatiou  de  la  règle 
de  Descartei  ^  et  l'on  peut  reconnaître  tout  de  suite  si  elle  a 
S.  racines  poMtiyes ,  ou  i  ou  a  on  3  racines  nééatiyes.  Dans  le 

Sremier  cas,  la  surface  proposée  a  6  sommets,  dans  le  second  4» 
Bma  le  Iroîsîème  n  ,  ce  qui  caractérise  cette  surface  ;  enfin , 
dans  le  quatrième  cas ,  tous  les  sommets  étant  imaginaires  p 
l'équation  proposée  ne  répond  à  aucune  surface. 

6So  »  4  en  remontani,  sin  J^^  Usez  sia  /^ 

66i  ^  asi  y  mêmÊe  correctioB. 

6S2 ,  i3 ,  après  angle  droit,  ajoutez  :  l'une  de  ots  directions  est  parallèle  i 

la  coiMtt«ne  section  du  p]ma  tangentayec  celui  des  xy^ et  l'autre 
étant  perpendiculaire  4  la  pr^itère ,  coïncide  avec  la  ligne 
de  ahu  osaiide  pente  <3i9). 

67t.  17,  G'O,  UatzG'(y 

68S,  117^  Gémnétrie'A.  Usen  ^Géoméim  de 

698.  9,  ^,  lisez  ^ 

716^  $f  en  remontant,  8a8,  lisez  827 

737,  a8,  «  faj«if,F, /mwF» 

Supplément  à  FERRAT  A  du  premier  yoiume. 

Page  xxvj  y  ligne  s4  >  ^^  'Géométrie  »  t^cmtat  à  la  fin  du  second  livre 
xxxii) ,  53 ,  (T.  H ,  pag.  7a) ,  fisc*  (T- 1 .  F*-  5o) 

Ij ,  a«  colonne ,  ligne  «,  XIH,  £tf«s  ViU 

lia,  4i  ^''^^  descendante,  ajoutez .' c'ett-èr^e  où  les  exposans  vont 

en  décroissant 
laa ,  7  en  remontamt,  é  la  fin,  mu  lieu  du  peiut  mettez  une  virgule, 

ibid.,  6  en  remontant,  Cependant^  lisez  cependant 

^^»  14*  ^  l^Jin,  ajoutez  :  les  deux  Fagnano  ont  trouvé  des  expressions 

de  ce   genre,  qui   sont  aussi  très -remarquables,.  entr*autres 
ir*=:  1(+ i).l(— 1).  {Histoire  des  Mathématiques ,  par  Mon- 
tucla,  T.  m,  p.  a85), 
a39 ,  7  en  remontant.  Discours  préliminaire,  lisez  Préface ,  pag.  xv. 

a4a ,  dernière  de  la  Note,  ajoutez  :  Voyez  U  IfouueaufiulUtin  da  Sciences, 

par  la  S«ciëcë  Philomanqne ,  T.  I,  pag  375. 

«75,  ,6,  »(»-')  (»-«),  li,^  »(.»-.)(«~a) 

'    '  '  i.a.3  i,a.3 

3i5,  S ,  8*en  servirent,  lisez  se  servirent  des  combinaisons 
ibid.,  q\  ^Algèbre,  lisez  d Arithmétique  universelle 

ibid. ,  15,  Discours  préliminaire,  lisez  Préface,  pag.  xxviij  etsuîv. 

3&8,  10,  dénominateur»  lisez  numérateur 

38o,  la,  et  d'antres ,  lisez  et  à  d*autre9> 

38a  ^  dernière  y  ajoutez  en  note  t  Les  comid^tHnii  gtfomMqaas  mdiq[Béet 

dani  le  n*  47^,  (T.  U,  pag.  iSg),  prouTcnt  auMÎ  qae  la  tomme  des  pro- 

dmulTm  «,  17^1  -,  etc.,  exprimaot  celle  des  rectangles  inscrits  o»  circonscrits 

à  la  conrbe  dotil   Um  désigne  Faire,  pent  approcher  de  cette  denii^  qnaii- 
Utë,  aussi  près  qa*on  Tondn. 

4»0,  iS,  B/  +  Cy^,  lisez  Bx^+Cx^ 

480,  6   en  remontant,  après  infiniment  petit,  ajoutez  :  du  second  ordre 

60a ,  entre  la  5*  et  la  6*  ligne ,  en  remontant  »  ajoutez  : 

^-*i  •"  J'i  +«i  dans  Tangle  ADbc 
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Page  55 1 ,  ligne  8,  à  lafm,  ajoutez  :  H  faut  remarquer  que  toutes  ces  section*  sont 
des  ellipses  semblables,  puismie  leur»  axes  sont  proportionnels. 

553,  i8 ,  après  celui  des  ir,  ajoute^:  Il  laut  remarquer  que  toutes  les  sec- 

tions sont  des  hyperboles  semblables ,  ayant  pour  asymptotes 
des  droites  parallèles  entre  elles, ^insi  qu'au  plan  des  xy,  et 
se  coupant  dans  Taxe  des  t. 

565  dernière ,  ajoutez  :  c'est  là  l'équation  dilTérentielle  de  la  projec- 

tion ,  sur  le  plan  des  xz,  de  la  section  faite  par  le  plan  donné. 

576,  4f  ^^"^  ^^  ^*  radical,  f^  Usezf^ 

58 1,  10  I  équations,  lisez  équations  (a) 

598,  18,  après  cette  courbe  ,  ajoutez  considérée  comme  un  polygone 

645 ,  •  1  ,  c  lajin ,  h  ,  lisez  h 

643,  3i,  plan  primitif  où  elle  était  tracée,  lisez  plan  où  elle  était  pri- 

mitivement tracée 

65o,  24»  à  la  fin,  ajoutez:  les  intersections  de  ces  plans,  lignes  qui  sont 

à  la  fois  les  arêtes  de  la  surface  développable,  et  les  tangentes 

de  la  courbe ,  sont  ce  qiie  M.  Dupin ,  nonune  tangentes  conju-- 

guées;  elles  jouissent  de  propriétés  remarquables.  Voyez  ses 

Développemens  de  Géométrie,  etc. ,  pag.  41  et  suiy. 

Supplément  à  VERRATA  du  second  Fohane. 

Page    57,  ligne  16,  troisième,  /ûee  quatrième  ' 

i5a,  dernière ,  ajoutez  :  les  formules  ci-dessus  sont  l'expression  algé- 

brique de  la  proposition  XI  du  Traité  de  la  quadrature  des 
courbes ,  par  Newton ,  (Newtoni  opuscula,  T.  I ,  pag.  !^o), 

5oâ,  4  y  leminiscate  y  lisez  lemniscate  ' 

546,  i5,  ej^acez  =  o 

636,  10,  mettez  en  tête  de  la  ligne  ;  a^ 

ibid»  5    en  remontant,  daos.le  même  sens^  lisez  de  signes  coatrairei 
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